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I.  Einleitung. 


§  I.  Seit  Veröffentlichung  il«*r  Theorie  vom  asymmetrischen 
KohlenstolTatome  (1874)  durch  van  t'Hoff  und  gleichzeitig  durch  Lr 
Bkl  hat  die  kurz  zuvor1)  als  unvermeidliche  Not h\v endigkeil  erkannte 
Znrückfiihrung  der  Verschiedenheit  slructuridentischor  Moleküle  auf 
abweichende  raumliche  Lagerung  ihrer,  nach  gleicher  Reihenfolge  ver- 
ketteten, Elemcntaratome  nur  geringe  Fortschritte  gemacht.  Dieselben 
bestanden  zunitchsl  in  dem  Nachweise,  dass  in  der  That  die  optisch 
acliven  organischen  Verbindungen  von  bekannter  Slructur  stets  asym- 
metrische KohlenstolTatome  enthalten,  dass  die  Aufhebung  der  Asym- 
metrie sofort  von  einem  Verluste  der  optischen  Aktivität  begleitet  ist5), 
und  dass  Körper,  welche  trotz  des  Besitzes  eines  asymmetrischen 
Kohlcnslofl'atomcs  optisch  inactiv  sind,  Gemische  oder  Verbindungen 
der  entgegengesetzten  aktiven  Modiiicationcn  darstellen1}. 

in  allerneiiester  Zeit  hat  die  Theorie  wieder  einige  Ervveilerun- 
gen  erfahren,  indem  A.  v.  Bakyer4)  die  auffallenden  Verhältnisse 
zwischen  den  Wilrmewerthen  der  einfachen,  doppellen  und  drei- 
werthigen  Bindung  zweier  Kohlenstoflatome  in  geistvoller  Weise 
durch  die  bei  mehrwerlhiger  Vorein  inigung  eintretende  Aenderuug 
der  Wirkungsrichlungen  der  Valenzen  und  damit  stattlindende  Span- 
nungen erklärte  und  Wunderlich  s)  den  bezüglichen  Anschauungen 
eine  bessere  mathematische  Begründung  und  Gestaltung  mit  Erfolg 
zu  geben  versuchte. 

Ein  bereits  von  van  t'Hoff  und  Le  Bel  ausgesprochener  Gedanke 


I)  J.  Wislh.kmjs,  I.ikuu.'s  Annalen  IfiT,  34:i . 
t)  Kbemla  2  20,  I  if». 

3)  I.K  Bki..  Comptes  romlus  92.  Xi3.  Lk\vm>u itsiii,  Uerirlile  d.  d.  ihoni.  (los. 
Ifi.  I5fi8.    Lamknri'Rg,  ebenda  I9,  i'M*. 

4)  Kbenda  IS,  2277. 

5)  Configuralion  organischer  Moleküle,  Würzhur*:  1886. 


Digitized  by  Google 


Johannes  Wisi.ii.ems. 


Uber  die  Isomerie  gewisser  ungesültigler  Verbindungen,  wie  der  Fumar- 
und  Maleinsäure,  oder  (Km-  Kroton-  und  Isokrotonsäure,  ist  dagegen 
bisher  ohne  wesentliche  Frucht  geblieben.  Allerdings  zwangen  die  da- 
mals bekannten  Thalsachen  noch  nicht  unbedingt  zu  geometrischen  Er- 
klärungsversuchen, da  die  Möglichkeit  von  Structurverschiedenheilen 
hier  noch  immer  nicht  ausgeschlossen  war.  Die  HolTnung,  solche  nach- 
weisen zu  können ,  gab  augenscheinlich  den  Ifauptunstoss  zu  jener 
grossen  Untersuchungsreihe  über  die  ungesättigten  Verbindungen, 
welche  Fittig  unter  Mithülfe  seiner  Schiller  ausgeführt  und  vom  Jahre 
1877  an  in  Likbiu's  Annalen  veröffentlicht  hat.  So  reich  an  wichtigen 
und  überraschenden  Ergebnissen  dieselbe  gewesen  ist,  so  blieb  sie  doch 
in  Bezug  auf  das  ursprüngliche  theoretische  Ziel  wesentlich  ohne 
Resultat.  Wenn  auch  für  die  Mehrzahl  der  sonderbaren  Beziehungen 
zwischen  Fumarsäure  und  Maleinsäure  in  der  zuerst  von  Kolbe  ge- 
machten Annahme  der  Existenz  von  nur  zwei  werthig  gesättigten  und 
mit  zwei  Valenzen  vollkommen  unbeschäftigten  Kohlenstoflatomcn  eine 
ausreichende  Erklärung  gefunden  werden  kann,  so  weisen  doch  schon 
diese  beiden  Säuren  Verhältnisse  auf,  welche  durch  die  in  den 
Formeln 

CH.CO  .  OH  Clh.  CO.  OH 

CH.CO.OH  =C.  CO  .  OH 

ausgedrückten  Constitulionsverhültnisse  durchaus  nicht  verständlich 
werden.  So  geben  diese  Formeln  /..  B.  nicht  die  geringste  Auskunft 
darüber,  warum  die  Fumarsäure  bei  ihrer  Oxydation  durch  Perman- 
ganat  Traubensäure,  die  Maleinsäure  dagegen  inactive  Weinsäure 
liefert').  Aehnliche  Versuche  der  Erklärung  von  Isomerien  bei  an- 
deren ungesättigten  Verbindungen  versagen  noch  vollständiger,  und 
es  bleibt  angesichts  der  b ittk; 'sehen  tJntersuehungsreihc  nichts  übrig 
als  zuzugestehen,  dass  es  isomere  Verbindungen  —  namentlich  unter 
den  ungesättigten  —  giebt,  deren  Zusammensetzung  sich  ohne  Zweifel 
durch  verschiedene  Slructurformeln  überhaupt  nicht  ausdrücken  lässt. 

Zu  dieser  lleberzeugung  gelangte  in  neuester  Zeit  auch  Artiii  u 
Michael2),  gelegentlich  der  Entdeckung  einer  dritten  und  wahrschein- 
lich auch  vierten  Monobromzimmtsäurc  durch  Addition  von  Brom- 


1)  Her.  <1.  <l.  Hiem.  Ges.  XIII,  2150;  XIV,  713  und  Ijkm.;'s  Amnion  226.  IUI. 
i)  H>r.  d.  d.  ehem.  (m«s.  Iii,  UTK,  13X1  n.  f. 
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Wasserstoff  an  IMienylpropiolsliure.  I);»  seiner  Meinung  nach  »unsere 
jetzigen  Theorien  unfähig  sind,  diese  Art  der  Isomerie  zum  Ausdrucke 
zu  Idingen«,  so  sucht  er  dieselben  wenigstens  unter  einem  beson- 
deren Namen,  und  zwar  dein  der  »>  A 11  oisomeriew,  zusammenzu- 
fassen. 

Bald  darauf  (heilte  Krlenmeyer1)  mit,  dass  er  die  beiden  neuen 
Monobromzimmlsüurcn  in  Gemeinschaft  mit  II.  Stockmeier  bereits  vier 
Jahre  zuvor  dargestellt  habe  und  dieselben  für  Polymere  der  schon 
bekannten  Modifikationen  halte.  Hie  IhatsUchlichen  Gründe  für  diese 
Annahme  erwähnt  er  vorläufig  nicht,  erklärt  aber  auch  andere,  von 
A.  .Michael  zu  den  »alloisomcrcn«  gerechnete  Körper  für  PolymeriePalle; 
so  namentlich  ist  ihm  die  Fumarsäure  »gewiss  aus  zwei  Molekülen 
Maleinsäure  zusammengesetzt".  Ks  gelingt  Erlknmeyer  zwar  auf  diese 
Weise  eine  Möglichkeit  der  Erklärung  scheinbar  »abnormer«  Isomerie- 
Verhältnisse  darzuthun  und  dem  gegenüber  die  Einführung  einer  neuen 
auf  jede  Erklärung  verzichtenden  Bezeichnung  zu  vermeiden;  aber 
es  gelingt  dies  doch  nur  mit  Hülfe  einer  durch  die  Thalsachcn  un- 
genügend gestützten  oder  ihnen  direet  widersprechenden  Speculalion. 
Die  Fumarsäure  wenigstens  ist,  wenn  sie  auch  durch  Oxydation  in 
die  Traubensaure  übergeht,  der  Maleinsäure  nicht  polymer,  ganz 
gewiss  nicht  waltet  ein  solches  Verhältnis*  zwischen  den  Estern, 
welche  bei  gleicher  —  und  zwar  dem  einfachsten  möglichen  Mole- 
kulargewichte entsprechender  —  Dampfdichte  doch  alle  Vcrschieden- 
schiedenheilen  der  Saureu  bewahren. 

An  geometrische  Gründe  für  diese  Isomcrien  denken  Michael  und 
Erlknmkyrh  entweder  nicht3],  oder  sie  halten  dieselben  für  so  unwahr- 
scheinlich oder  so  verwerflich,  dass  sie  ihrer  keine  Erwähnung  thun. 
In  gleichem  Grade  aber  wie  früher  die  struclur-identischen,  optisch 

Ii  Ber.  d.  d.  cheiu.  Ges.  19,  19.16. 

ä  Nadideiii  das  Manuscript  dieser  Abhandlung  zum  Drucke  eingereicht  war. 
erschien  iBer.  d.  d.  ehem.  Ges.  zO,  530;  eine  neue  Arbeit  von  Miuiaki.  und  Uhownk 
»Zur  Isomerie  in  der  ZimmtsHurcreihf  ><,  worin  diese  Krage  allerdings  gestreift,  aber 
mit  der  Bemerkung  abgewiesen  w  ird,  dass  die  van  t'IIokh'scIh*  Theorie  nicht  genügen*' 
zwischen  physikalischer  und  chemischer  Isomerie  unterscheide.  Der  nun  folgende 
Satz  »Es  scheint  mir  eine  sehr  bedenkliche  Annahme  i».  s.  w.m)  zeigt,  dass  Michael 
zwischen  der  Giihrungs-  und  Para-Milehsaure  etc.  nur  den  Unterschied  einer  einzigen 
optischen  Eigenschaft  gellen  liissl,  die  Abweichungen  in  den  chemischen  Eigen- 
schaften, z.  B.  der  Salze,  aber  ganz  venjisst. 
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differenten  Verbindungen  zwingen  meiner  Uebcrzeugung  nach  auch  diese 
Isomeren  zu  dein  Versuche,  die  Ursache  der  Abweichungen  der  che- 
mischen und  physikalischen  Eigenschaften  solcher  Verbindungen  in 
räumlich  verschiedener  Lagerung  der  nach  gleicher  Reihen  folge  ver- 
ketteten Iiiementaratome  nachzuweisen. 

Dieser  Versuch  wird  im  Allgemeinen  geglückt  sein,  wenn  es 
gelingt,  den  betreffenden  Isomeren  nicht  nur  aus  irgend  einem  Grunde 
plausible  riiumlich  verschiedene  aber  struclm  identische  Formeln  bei- 
zulegen, sondern  wenn  diese  Formeln  im  weitesten  Sinne  rationeile 
sind,  d.  h.  wenn  sich  aus  ihnen  die  Gcsaminthcit  der  auf  andere 
Weise  unerkllirbarcn  chemischen,  namentlich  genetischen  Beziehungen 
als  einfache  (Konsequenz  ergiebt. 

In  gegenwärtiger  Abhandlung  beabsichtige  ich  zunächst  den 
Nachweis  zu  führen,  dass  das  vorhandene  Beobachtungsmaterial  nicht 
nur  vollkommen  ausreicht,  um  diesen  Versuch  zu  rechtfertigen,  son- 
dern dass  seine  Verwerthung  im  Sinne  geometrischer  Anschauungen 
zu  einer  Theorie  führt,  welche  die  bisher  als  »abnorm«  betrachteten 
Thalsachen  in  überraschend  einfacher  Weise  erklart.  Wenn  der  Ver- 
such damit  in  der  That  geglückt  erscheint,  so  wird  mir  in  spateren 
Veröffentlichungen  die  Aufgabe  erwachsen,  die  aus  meiner  Theorie 
sich  ergebenden  neuen  Probleme  zu  behandeln  und  zu  zeigen,  dass 
die  experimentelle  Untersuchung  die  gemachten  theoretischen  Vor- 
aussetzungen in  allen  wesentlichen  Dingen  bestätigt. 


II.  Noth  wendige  Erweiterung  der  Theorie  von  der  räum- 
lichen Lagerung  der  Eleinentaratonic  in  organischen 

Verbindungen. 

§  2.  Die  Uebcrzeugung,  dass  weitaus  die  meisten  Verbindungs- 
molekulc  raumliche  Gebilde  sein  müssen,  durfte  nie  ernsthaft  in 
Zweifel  gezogen  worden  sein,  und  namentlich  werden  die  Kohlen- 
sloffverbindungon,  sofern  sie  im  Ganzen  mehr  als  drei  Atome  ent- 
halten, als  solche  allgemein  anerkannt  werden.  Beim  heutigen  Stande 
der  Chemie  kann  ferner  die  Annahme,  dass  die  vier  Valenzen  des 
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Kohlenstoflatouios  an  sieh  gleichwertig  sind,  keinem  Widerspruche 
mehr  begegnen.  Damit  aber  ergiebl  sich  als  einfachste  geometrische 
Möglichkeit  die  Uebereinslimmung  der  vier  Richtungen,  in  welchen 
ein  Kohlenstoflatom  andere  Atome  anzieht,  mit  den  Richtungen  der 
Lage  der  vier  Ecken  des  regulären  Tetraeders  gegen  den  Mittelpunkt 
des  letzteren.  Vier  gleichartige  Elementaratome  sind  daher  dem  sie 
gemeinschaftlich  bindenden  Kohlenstofiatome  höchst  wahrscheinlich 
nach  diesen  Richtungen  angelagert. 

Nicht  minder  allgemeine  Anerkennung  wird  gegenwartig  der 
Satz  beanspruchen  dürfen,  dass  die  mit  den  einzelnen  Valenzen  eines 
Kohlcnsloflatomcs  verbundenen  anderen  Elcmcnluralomc  und  Alom- 
gruppen  nicht  ohne  besondere  Veranlassung  ihre  Platze  gegeneinander 
verlauschen  können,  da  die  durch  Asymmetrie  von  Kohlcnsloffaloiucn 
bedingten  Isomeren  nicht  ohne  Weiteres  in  einander  (ibergehen. 

Zu  diesen  auch  von  A.  v.  Barver  adoptirlen  und  am  angegebenen 
Orte  formulirten  Lehrsätzen  müssen  jedoch  für  unsere  Zwecke  einige 
weitere  Betrachlungen  hinzukomme!!). 

§  3.  Sind  zwei  Kohlenstoflatomc  unter  dem  Aufwände  von  nur 
je  einer  Valenz  mit  einander,  sonsl  aber  mit  anderen  Klemenlar- 
alomen  oder  Atomgruppen  verbunden,  so  müssen  die  beiden  da- 
durch entstehenden,  nur  in  einer  Richtung  mit  einander  vereinigten 
Systeme  um  ihre  gemeinsame  Axe,  eben  diese  in  eine  Gerade  fallen- 
den Richtungen,  drehbar  sein.  Die  Drehung  wird  in  Folge  der 
Warmestösse  bald  in  entgegengesetztem,  bald  in  gleichem  Sinne  — 
im  letzteren  Falle  meist  mit  verschiedener  Geschwindigkeit  —  statt- 
finden, wenn  nicht  besondere  Ursachen  die  gegenseitige  Stellung 
beider  Systeme  absolut  fixiren,  oder  doch  die  eine  vor  allen  anderen 
begünstigen  und  sie  dadurch  in  einem  Molekularaggregate  zu  der 
numerisch  bevorzugleren  machen. 

Ganz  anders  ist  das  Vcrhaltniss  der  beiden  Systeme  zu  einander, 
sobald  mehrwerthige  Bindung  der  Kohlenstoffatoine  eintritt.  So  lange 
sie  besteht,  ist  eine  Rotation  der  beiden  Systeme  in  entgegengesetztem 
Sinne,  oder  wenn  in  gleichem  mit  verschiedener  Geschwindigkeit, 
nicht  mehr  möglich,  sondern  es  können  höchstens  selbständige 
Oscillationen  um  die  gemeinschaftliche  Axe,  welche  jetzt  zwischen 
den  Richtungen  der  beiden  Bindungspaare  liegen  muss,  stattfinden. 
Die  nicht  zur  gegenseitigen  Verkettung  dienenden  Bindeslellen  der 


s 
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Kohlensloflalome  sind  in  ihrer  gegenseitigen  initiieren  Stellung  da- 
durch festgelegt. 

Bei  einein  doppelt  gebundenen  KohlcnslolVatompaare,  welches 
im  Ganzen  vier  Anlagerungsstellen  für  andere  Kadicale  zur  Verfügung 
hat,  müssen  nun,  wie  schon  van  t'Hoff  ausführte,  ausser  den  mög- 
lichen slrueturverschicdenen  Lagerungen  noch  zwei  räumlich  ver- 
schiedene, aber  strucluridenlische  Anordnungen  vorhanden  sein, 
sobaUl  jedes  dieser  Hadicale  in  keiner  grosseren  als  der  Zweizahl 
vorhanden  ist. 


Hg. «. 
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Zur  Versinnliehung  dieser  Ver- 
hältnisse genügt  die  graphische  Dar- 
stellung der  Systeme  durch  das  Tetra- 
cderbild.  Dieselben  slossen  im  Kalle 
einwerthiger  Verkettung  nur  mit  einer 
einzigen  Kcke  zusammen,  z.  B.  Fig.  I , 
wogegen  die  doppelle  Hindung  die 
beiden  Tetraeder  mit  einer  gemein- 
schaftlichen Kante,  die  dreiwerlhige 
mit  einer  gemeinsamen  Flüche  zeigt; 


z.  B. 


Flu.  3. 


JI 


Ii 


§  4.  Im  letzteren  Falle  sind  Isomericn  nicht  möglich ;  für  den 
der  zweiwerlhigen  Bindung  aber  ergeben  sich  die  folgenden  allge- 
meinen Isiimerielagen : 


I  BKH  Olli  IUIMIMIIK  AxtHDMI  M«  HEI«  Al'OMK. 


1  i  für  Ct  a,  bt 


Ca  2 
II 

a,2 

2;  dir  C,a2br 

Fip.  7. 


Fip  .'». 


Fip  6. 


(;«/* 

II 

Cab 


Fip.  «. 


Crt2 
Ii 

a  <■ 

3)  für  6' 2  <i     r  </  endlich 

Fip.  <o 


ii 

(wir 


Fip  a 


F.p.  II. 


6'«  fr 
ll  = 


und 
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Fig.  IS.  Fig.  13. 


so  dass  hier  den  drei  structurverschiedenen  Molekülen  noch  je  zwei 
raumlich  dill'erenle  zukommen,  also  im  Ganzen  sechs  isomere  Ver- 
bunden exisliren  müssen. 

§  5.  Söbrigens  bedarf  man  zur  He/eichnung  dieser  Verhältnisse 
der  Bildersymbolo  nicht  einmal,  sondern  kann  sie  durch  blosse  Huch- 
stabenformcln  ersetzen,  wenn  man  dahin  übereinkommt,  in  Zukunft 
mit  den  Ausdrucken 

u.U. ii  a.C.b  a.C.b  a.C.a  a.C.b  a.C.b 

\)        ll         Ii        ll  äj        ll         ll  ll 

b.C.b  a.C.b  b.C.«  b.C.c  a.C.e  e.C.a 


a.C.b  a.C.b  a. ('..<■  a.C.c  a.C.d  a.C.d 

II         II  II         II  ll  Ii 

c.C.ä  d.C.c         b.C.d  d.C.b         b.C.c  c.C.b 


nicht  nur  die  Structur,  d.  h.  die  Reihenfolge  der  gegenseitigen  Hin- 
dung, sondern  im  obigen  Sinne  die  verschiedene  räumliche  Anord- 
nung zu  beiden  Seilen  der  den  Kohlonsloir-Aloinsyslcinen  gemein- 
schaftlichen A\c   verstehen  zu  wollen,   und  damit  den   oben  mil 
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einander  verklammerten  Ausdrucken  verschiedene  geomeli  ische  Be- 
deutung zuerkennt. 

Etwas  weniger  in  die  Augen  springend  wird  eine  solche  An- 
wendung von  Buehstabcnsymbolen  für  die  graphischen  Formeln  hei 
nur  einwerlhiger  Verkeilung  zweier  Systeme;  doch  lilssl  sie  sich 
noch  immer  durchführen,  wenn  man  den  Stellen  der  im  folgenden 
Ausdrucke  gleichen  Buchstaben  auch  gleiche  Kichlung  in  der  Lage 
ihrer  Bindeslellen  gegen  die  gemeinschaftliche  A\e  anweist.    So  wird 


Fi*.  «... 


dienen  können 


und  im  Falle  einer  Drehung  des  einen  Systeme*  gegen  das  andere 


zu  setzen  sein. 


§  T>.  Die  in  der  angeführten  Weise  enlwickel hären  slereo- 
metrischen  Formelu  reichen  ihrer  Zahl  nach  vollkommen  aus,  um 
die  Conslitutionsvcrsehicdenheiten  der  »abnormen«  Isonieren  zu  be- 
zeichnen; es  fragt  sich  nur,  ob  sieh  Mittel  finden,  um  festzustellen, 
welches  der  möglichen  Symbole  jeder  einzelnen  Modifiention  zu- 
kommt. 
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Wenn  van  t'Hopf  der 

K.K.  18.  Yi£.  t'J. 


die  Formeln 


oder 


U.C.CO.  Oll  II.  C.CO.  Oll 

beilegt,  .so  läisst  er  sieh  von  der  KrwHgung  leiten,  dass  die  heim 
KrwUrmen  leicht  in  ihr  Anhydrid  übergehende  Maleinsäure  ihre 
beiden  Carboxylgruppen  ohne  Zweifel  in  grösserer  Nahe  zu  einander 
enthalten  wird  als  die  Fumarsäure,  welche  kein  entsprechendes 
Anhydrid  bildet,  sondern  heim  Krhitzen  wesentlich  unverändert 
sublimirt. 

Hei  der  KrotonsäUire  uud  Isokrolonsüure  aber  ist  die  Entschei- 
dung zwischen  den  beiden  Kaumformeln 

ll.C.Cth  Cll,.  C.II 

Ii  und  II 

II.  C.CO. Oll  II.  C.CO.  Oll 

schon  nicht  so  leicht  zu  Ire  Heu ,  und  ebensowenig  existirle  bisher 

ein  Mittel,  um  jeder  der  bekannten  vier  Monobromzimmlsiiuren  mit 

Sicherheit  das  betreffende  der  vier  Symbole 

II. C. Cell,        CJI  .C.  II  Dr  .C.CJl:,        C„U,.C.  Iii. 

Ii  II  II  II 

llr . C.CO.  Oll     llr  .C .  CO  Oll        II.  C.CO. Oll       H  C. CO . 0 II 

h- Bromzimmlsauren  ,V-Bi  omzimmlsauren 

zuzuweisen. 

Dieses  Mittel  ergiebt  sich  jedoch  von  selbst,  wenn  man  alle 
Vorgange  der  Bildung  ungesättigter  geometrisch-isomerer  Verbindungen 
sowie  diejenigen  ihrer  Verwandlungen  in  einander  am  körperlichen 
Modell,  oder  doch  mit  steter  Berücksichtigung  der  geometrischen 
Verhältnisse,  verfolgt. 
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§  7.  Zunächst  liegt  es  auf  der  Hand,  dass  beim  U  eberga  ngc 
einer  dreiwerthigen  Bindung  zweier  Kohlcnsloffatonio  in 
die  zwei  wer  tb  ige,  vorausgesetzt  dass  kein  anderer  Vorgang  als 
der  der  einfachen  Addition  und  der  Lösung  nur  eines  der  drei  Valenzen- 
paare erfolgt,  die  zwei  von  vornherein  an  die  Kohlensloff- 
alniue  angelagerten  Hadicale  auf  d  i eselbe  Seite  der  gemein- 
schaftlichen Axe  heider  Systeme  fallen  müssen,  denn  es  kann 


Fip.  «0.  Kifl.  <i. 


i:  a.c.v 

oder   III    -j-  i  c  nur  zu      II  werden, 
V.  h.O.v 

h 

so  lange  als  die  gegenseitige  Bindung  der  beiden  andern  Valenzpaare 
nicht  geändert  wird.  Dieses  Mittel  erlaubt  jedoch  nur  eine  verhüll- 
nissmJissig  seltene  Anwendung. 

§  8.  Ungleich  häufiger  entstehen  ungesättigte  geometrisch- 
isomere  Körper  aus  gesattigten  Verbindungen,  indem  jedem  der  bei- 
den einwerthig  vereinigten  Kohlensloflatome  ein  einwerthig  gebun- 
denes Radical  entzogen  wird,  worauf  die  dadurch  frei  werdenden 
Rindestellen  sich  aneinander  schliessen.  Die  so  merkwürdigen,  bisher 
gar  nicht  unter  einem  Gesichtspunkt  zusammenfassbaren  Debergiinge 
slructuridenlischer  aber  doch  verschiedener  Modilicalionen  vollziehen 
sich  in  analoger  Weise,  indem  die  erste  ungesättigte  Verbindung 
durch  Addition  zweier  Hadicale  in  eine  gesättigte  übergeht,  und 
letztere  durch  darauf  folgenden  Austritt  ebenso  vieler  Reste  wieder 
zur  ungesättigten  wird.  So  z.  B.  kann  die  Umwandlung  von  Malein- 
säure in  Fumarsäure  bei  Einwirkung  von  conccnlrirlcn  Ilalogen- 
wassersloffsauren  nur  dadurch  erfolgen,  dass  ein  Molekid  der  letzteren 


1  i  JoHANNKS  WiSLICENlS, 

sich  mit  Maleinsäure  zu  inonohalogensubstituirtor  Bernsteinsäure  vor- 
bindet und  hierauf,  namentlich  wenn  etwas  Wasser  zugegen  ist, 
wieder  eine  Abspaltung  von  HalogenwasserstolV  erfolgt: 

C2  Iii {<: 0 . 0 II),  +  //  ttr  =  C2  H:i  Hr. (CO .  0  II),  =  //  flr  +  C,  //2 [CO .  0  //)2 . 
Maleinsäure  B  ro  mbe  r  n  s  t  e  i  nsä  u  r  e  F  u  m  a  r  sä  u  r  e 

Damit  wird  auch  verständlich,  dass  eine  kleine  Quantität  ge- 
nügend concentrirlcr  BromwassorstolTsäure  wie  ein  Ferment  grosse 
Mengen  von  Maleinsäure  in  Fumarsäure  überführt. 

§  9.  In  der  gesättigten  Verbindung  nun  ist  die  Aenderung  der 
Lage  der  Kadicale  durch  Drehung  des  einen  Systemes  gegen  das 
andere  möglich.  Diese  Drehung  aber  muss,  wenn  bei  einer  späteren 
Zersetzung  immer  <lasselbe  Proriuct  entsteht,  eine  gesetzmässige  sein  und 
kann  durch  nichts  anderes  als  die  speeifischen  Anziehungsgrössen 
zwischen  den  mit  dem  Kohlenstofl'atoinpaare  verbundenen  Badicalen 
bedingt  werden. 

Sind  die  sechs  an  ein  solches  KohlensloH-Atompaar  gebundenen 
Kadicale  von  gleicher  Art,  so  werden  die  selbständigen  Rotationen  beider 
Systeme  im  wesentlichen  anstandslos  unter  dem  Kinflussc  von  Wärine- 
slössen vor  sich  gehen  —  anders  dagegen,  wenn  an  beiden  Atomen  ver- 
schiedenartige Radieale  lagern.  Hierbei  wird  allerdings  eine  Voraus- 
setzung gemacht  werden  müssen,  nämlich  die,  dass  die  in  einem  Ver- 
bindungsmolekule  auch  nicht  direet  miteinander  vereinigten 
Klementaratoine  noch  anziehend--  und  zwar  nicht  nur  gravi- 
tirend,  sondern  chemisch  anziehend  —  aufeinander  wirken. 

§  10.  Diese  Voraussetzung  aber  lässt  sich  auch  aus  anderen 
^tatsächlichen  (iründen  nicht  ablehnen;  sie  ist  gerade  so  nothwendig, 
wie  die  Annahme  gegenseitiger  chemischer  Einwirkung  zwischen  den 
Atomen  sich  nahe  tretender  verschiedenartiger  Moleküle  als  Ursache 
der  chemischen  Umsetzungen  zwischen  solchen.  Wenn  sie  nicht 
exislirte,  wären  Dissocialionsvorgänge  unmöglich,  ebenso  alle  inner- 
molekularen Umwandlungen  und  die  ganze  Summe  von  ^tatsächlichen 
Aenderungen  der  Substituirbarkeil  einzelner  Klemenlaralome  infolge 
des  Vorhandenseins  gewisser  anderer  —  also  aller  jener  Proccsse, 
bei  welchen  durch  einen  ersten  Subslituenten  die  specitische  Orien- 
tirung  eines  zweiten  nach  bestimmtem  chemischen  Orte  stattiindet. 

Die  gegenseitigen  i  n  ne  r  mol  e  k  u  I  a  r  e  n  Einwirkungen 
nicht  direet  mit  einander  verbundener  Klementaratoine 
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müssen  aber  dieselbe  Ursache  haben  wie  die  Wirkungen 
verschiedenen  Molekülen  angehörender  Atome  auf  ein- 
ander,  es  sind  die  Wirkungen  der  specifischen  Affinitäten. 

Unter  dein  Einflüsse  derselben  muss  die  Drehung  der  beiden 
einwerthig  mit  einander  verbundenen  Kohlenstoffsysteme, 
deren  jedes  zwei  verschiedene  Arten  von  Radicalen  bindet,  in  der 
Weise  erfolgen,  dass  die  mit  den  grosseren  Affinitäten 
auf  einander  wirkenden  E I  em en  t  ar a  tomo  sich  einander 
möglichst  n  ah  ein  und  ihre  Richtungen  zur  gemeinschaftlichen 
Axe  zunächst  parallel  werden. 

So  z.  R.  wird  für  das  Aethylendichlorür  die  bei  seiner  Ent- 
stehung aus  Olbiidendem  und  Chlor -Gase  zuerst  eintretende  Con- 
figuration1)  des  Molekules 

Kit;.  88.  F.*.  83. 


+  t:i2 


infolge  des  bekannten  Aflinitatenverhaltnissos 

//  ;  //+//:  //  -|   CA  :  CA  <//.//+  2  (II :  CA) 
unter  Drehung  dos  einen  Syslemes  gegen  das  anderem 

pie  **•  Vx*-  übergehen  müssen.  Hei- 

ff^  „  ÖT-=r  r=^B 


in 


oder 


de  aber 
tisch. 


sind  iden- 


§11.  Es  soll  in- 
dessen keineswegs  ge- 
sagt sein,  dass  diese  Lage 
eine  absolut  stabile  sei. 
Warmestösse  von  gerin- 
W  ger  Intensität  werden 
allerdings  nur  Schwin- 


I)  Der  Ausdruck  Cmifigiimtion  wurde  \on  Wunderlich  vorgeschlagen. 


Johannes  Wislickms, 


gungen  der  Systeme  um  diese  (Ion  wirksamsten  Affinitaten  (Mitsprechende 
Lage  veranlassen;  energischere  Slösso  dagegen,  welche  die  richtenden 
Anziehungen  zu  überwinden  vermögen,  worden  Rotationen  des  einen 
Systemes  gegen  das  andere  zur  Folge  haben.  In  einem  .Molekular- 
aggregate müssen  daher  hei  genügend  hoher  Temperatur 
immer  (lonfiguratio nen  vorkommen,  welche  den  grössten  An- 
ziehungen  nicht  entsprechen.  Ihre  Zahl  wird  mit  steigender 
Mit lellempei  ahn  der  Masse  wachsen.  Stets  aber  werden  die  durch 
die  stärksten  anziehenden  Klüfte  bedingten  Lagen  die  bevorzugteren, 
und  selbst  bei  hohen  Temperaturen  in  grösserer  Anzahl  vorhanden  sein, 
als  jede:  der  nur  durch  die  Wlinneslössc  veranlassten  (Konfigurationen. 

§  12.  Ks  soll  hier  ein  Umstand  nicht  mit  Stillschweigen  über- 
gangen werden,  der  -  wenn  auch  für  die  Anwendung  der  oben 
entwickelten  Hypothese  auf  die  bekannten  chemischen  Thatsachcn 
vorläufig  ohne  hervorragende  Bedeutung  —  doch  die  Gestalt  der  Mole- 
küle wesentlich  beeinflussen  und  damit  für  die  Kry  stall  form  organischer 
Verbindungen  bestimmend  werden  kann. 

Wirken  die  vier  mit  einem  einzigen  Kohlenstoll'atoiue  verbundenen 
Badicale  mit  ungleichgradiger  Affinität  auf  einander  ein,  so  werden  die 
Bindestellen  Aenderungen  ihrer  Lage  erfahren  müssen.  Das  Modell  des 
KohlenstolTsysleriies  ist  dann  nicht  mehr  das  reguläre  Tetraeder,  wie 
schon  von  vant  Hoff')  ausgeführt  wurde.  Solche  Verschiebungen  werden 
auch  stattfinden,  wenn  analoge  AffinilHlsvci  haltnisse  zwischen  den  an 
zwei  mit  einander  verbundenen  Kohlenstoffatomen  gelagerten  Badicalen 
obwalten,  und  zwar  in  dem  Sinne,  dass  die  mit  stärkeren  Affinitäten 
ausgerüsteten  Atompaare  sich  noch  weiter  nähern.  Aus 


Fig.  i6.  Fig.  il. 


S.  17.     Vt;l.  »ussiTtlcm  §  JiS. 
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§13.  Um  in  dein  folgenden  speciellen  Theile  nicht  zu  über- 
flüssigen Wiederholungen  genöthigt  zu  sein,  muss  ich  noch  einen 
Punkt  von  allgemeiner  Bedeutung  hervorheben. 

Wenn  eine  ungesättigte  Verbindung  mit  zweiwerthig  verkuppel- 
tem Kohlenstoflpaare  in  eine  gesättigte  übergeht,  so  kann  die  Addition 
der  hinzutretenden  beiden  Radicalc  an  jeder  der  beiden  Bindestellen, 
die  einander  zunächst  geometrisch  gleichwertig  sind,  stattfinden. 
Diese  Gleichwertigkeit  ist  eine  vollkommene,  wenn  jedes  der  beiden 
Kohlcnstoflatome  weiter  mit  zwei  gleichartigen  Radicalen  vereinigt 
ist,  so  dass  durch  Lösung  der  einen  (1  .  1 '  in  Fig.  28)  oder  der 
anderen  (2.2')  Bindung  immer  geometrisch  identische  Configura- 
tionen  hervorgerufen  werden.    So  wird 


Fig.  38.  Fig.  i9.  Fig.  30. 


Fig.  H.  Fig.  82.  Fig.  38. 


Die  Körper  Fig.  29  und  Fig.  30  sind  geometrisch  identisch  und  nur 
von  verschiedenen  Seiten  betrachtet,  ebenso  Fig.  32  und  Fig.  33. 

Anders  ist  der  Erfolg,  wenn  mindestens  das  eine  der  beiden 
Kohlenstoflatome  mit  zwei  verschiedenen  Radicalen  verbunden  war 
und  durch  die  Addition  ein  drittes  hinzukommt.    Es  wird  dann  zu 

AbUnd].  a.  K.  S.  OMolUrh.  J.  Wim.  XXIV.  j 
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einem  asymmetrischen,  und  nun  ergeben  sich  —  da  jede  der 
beiden  Bindcstellcn  gleich  gut  wie  die  andere  zur  Addition  geeignet 
ist  —  die  entgegengesetzten  Folgen  in  der  Anordnung  der  einzelnen 
Radicale,  d.  h.  es  entstehen  Körper,  die  sich  nicht  gegenseitig  decken 
könuen,  sondern  Spiegelbilder  von  einander  sind: 


Fig.  34.  Fi}!    33.  I'ig  36. 


Es  ist  nHmlich  in  Fig.  35  die  Folge  n:b:c  linksliitifig,  in  Fig.  36 
dagegen  rechtsliuifig.  Wenn  nun  entgegengesctztlUufigc  Folgen  der 
gleichen,  mit  asymmetrischen  Kohlensloffatomen  verbundenen  Radicale 
entgegengesetzte  optische  Activitat  bedingen,  so  erklärt  sich  hieraus 
sofort,  warum  man  durch  solche  Rcactionen  nie  Producta 
gewinnt,  welche  die  Polarisationsebene  des  Lichtes  drehen, 
denn  die  rechts-  und  linksdrehende  Modificalion  entstehen 
nebeneinander  in  gleichen  Mengen. 

§  14.  Folgt  auf  den  Uebergang  einer  ungesättigten  in  eine 
gesattigte  Verbindung  die  Rückbildung  einer  ungesättigten  unter 
Austritt  von  zwei  Radicalen,  so  ist  die  Art  der  Asymmetrie  ohne 
Einfluss  auf  die  Configuralion  des  Productes;  es  ist  also  in  diesem 
Falle  gleichgültig,  welche  der  beiden  Bindestellen  der  ersten  unge- 
sättigten Verbindung  bei  der  Addition  gelost  wird.  Optisch  ent- 
gegengesetzt wirkende  Modificalion en  liefern  identische 
Producta,  wenn  sie  unter  Verlust  des  gleichen  der  an 
das  asymmetrische  Kohlcnstoffatom  gelagerten  Radi- 
cale in  ungesättigte  Verbindungen  übergehen. 

Bei  Vorhandensein  von  besonders  energisch  richtenden  Affini- 
täten von  a  und  c  würden  durch  Drehung  sieh  ergeben 


UllKtt  IHK  RÄUMLICHE  ANORDNUNG  DER  AtOME. 


19 


aus  Fig.  35: 


aus  Fig.  30: 


Werden  nun  a  dos  asymmetrischen  Systeme*  und  c  vom  anderen 
abgespalten,  so  entstellen  durch  Vereinigung  der  frei  wei  denden  Knlilcn- 
stoffbindestellcn 


Fig.  39. 


Fig.  «0. 


aus  Fig.  37: 


aus  Fig.  38: 


Verliert  dagegen  das  asymmetrische  System  das  Radical  c,  das 
andere  a,  so  ergeben  sich 


Fig.  41. 


Fig.  *i. 


aus  Fig.  37: 


aus  Fig.  38: 


C  *■   U 

Die  Bilder  Fig.  39  und  iü  lassen  direel  die  Identität  der  (lon- 
liguralionen  erkennen;  Fig.  il  und  42  erscheinen  zwar  auf  den 
ersten  Blick  verschieden,  sind  aber  nichts  als  die  Ansichten  zweier 
geometrisch  identischer  Körper  von  entgegengesetzten  Seiten  her. 
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§  15.  Späterhin  wird  Öfters  bei  Gelegenheit  der  Besprechung 
ungesättigter  Verbindungen,  welche  zweiwerthig  verkuppelte  Kohlen- 
stoflatonie  enthalten,  von  den  hier  auftretenden  Synimetriclagen  die 
Kode  sein  müssen.  Um  nicht  jedesmal  gezwungen  zu  sein,  sie 
graphisch  darzustellen,  empfiehlt  es  sich,  für  dieselben  besondere 
Bezeichnungen  einzuführen,  bei  deren  Wahl  ich  mich  des  Rathcs 
meines  Schwagers,  des  Professors  der  Mathematik  an  der  Univer- 
sität zu  Sirassburg,  Dr.  Th.  Rkye  zu  erfreuen  hatte. 

Die  einfachsten  Falle  geometrischer  Isomerie  ungesättigter  Ver- 
bindungen ergeben  sich  dann,  wenn  jedes  der  beiden  zweiwerthig 
verkuppelten  KohlenstolTatonic  mit  denselben  beiden  unter  sich  ver- 
schiedenen Hadicalen  verbunden  ist.  Solche  Körper  von  der  all- 
gemeinen Formel 

Cah 
II 

Cab 

werden  im  Gegensätze  zu  den  structtir-isomeren 

Caa 
Ii 

Cbb 

schon  hingst  symmetrische  genannt.   Die  tagen  der  beiden  vier 

Atome  «  und  //  sind  in  der  Thal  auch  geometrisch  symmetrische,  jedoch 

in  verschiedener  Weise.    Bei  der  Conliguralion 

a.C.b 
II 

b  .Ca 

liegen  die  gleichartigen  Radicale  symmetrisch  zum  gemeinschaftlichen 
Schwerpunkte  und  zur  gemeinschaftlichen  Axe  beider  Systeme, 

Fig.  *3. 


ihre  Lagen  sind  daher  cen Irisch-  oder  axialsym metrische. 
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a.C.b 
II 

a.C.b 


oder 


Fig.  45. 


Bei  der  zweiten  Configuration 

Fig.  4*. 

dagegen  liegt  a :  a  und  b :  b  zum 
Mittelpunkte  oder  zur  gemein- 
schaftlichen Axe  nicht  sym- 
metrisch, wohl  aber  zu  einer 
Ebene,  welche  durch  die  beiden 
Bindestellen  des  KohlenstofT- 
atompaares  senkrecht  zur  Axe 
gelegt  werden  kaun.  Sie  sind 
deshalb  als  plansymraetrisch  zu  bezeichnen. 

Die  Ausdrücke,  centrisch-  oder  axial- 
symmetrisch  und  plansymmetrisch  können 
übrigens  nicht  nur  fllr  die  an  den  betreffenden 
Stellen  gebundenen  gleichartigen  Radicale  selbst, 
sondern  auch  für  die  Stellen  oder  Lagen  an  sich 
gebraucht  werden,  so  dass  man  z.  B.  in  einer 
Verbindung 


die  Lagen  nicht  nur  von  a  .  <i,  sondern  auch  von  b  :  c  als  ccutriseh- 
oder  axialsymmetrische,  in 

Fig.  46. 


dagegen  als  plansym  metrische,  und  a  :  b  so- 
wie a :  c  als  axialsymmelrische  bezeichnen 
kann. 


§  16.  Correspondirende  Lagen  oder  Stellen  dagegen  mögen 
im  Folgenden  diejenigen  genannt  werden,  welche  zur  gemeinschaft- 
lichen Axe  eines  Doppelsystcmes  in  gleicher  Richtung  liegen,  von 
welchen  Senkrechte  zur  Axe  einander  daher  parallel  sind.  In 
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Fig.  *7. 


correspondiren  demnach  die  Stellen  a  und  a\  b 
und  b',  c  und  t'\  in  doppolt  verkuppelten  Systemen 
sind  die  plansymmelrischen  Lagen  zugleich  die 
eorrcspondii  enden. 


III,  Specialer  Theil. 

Die  Hypothese  in  ihrer  Anwendung  auf  einzelne  Gruppen 

chemischer  Thatsachen. 

§  17.  Im  Folgenden  wird  zu  zeigen  sein,  wie  die  im  vorigen 
Abschnitte  entwickelte  Erweiterung  der  Theorie  von  der  räumlichen 
Lagerung  der  Klcmcnlaralome ,  welche  sich  mir  Ihm  der  Verfolgung 
der  Bildung  einzelner  geometrisch-isomerer  ungesättigter  Verbindungen 
am  Modell  ergab,  nicht  nur  die  bisher  unverständlichen  analogen 
Vorgänge  von  einem  einzigen  Gesichtspunkte  aus  vollständig  aufklart, 
sondern  auch  auf  eine  Reihe  anderer,  bisher  ganz  dunkler  chemischer 
l'rocesse  helles  Licht  wirft. 

In  erster  Linie  sind  die  relativ  einfacheren  Vorgänge  zu  be 
sprechen,  bei  welchen  die  Lagerungsvcrhiiltnisse  und  die  chemische 
Natur  der  nur  zwei  direct  untereinander  verbundenen  KohlenslolF- 
atom  -  Systemen  angehörenden  einfachen  oder  zusammengesetzten 
Radicak;  in  Betracht  kommen ;  an  sie  wird  die  Betrachtung  solcher 
Processe  anzuschliessen  sein,  bei  welchen  die  Verhältnisse  von  drei 
oder  mehr  Systemen  von  ursüchlirher  Bedeutung  sind. 

A.  Die  räumlichen  Lagerungsverhältnisse  der  Atome  in  Doppel-Systemen. 

1.  Die  ungesättigten  Kohlenwasserstoffe  und  ihre 
Substitutionsproductc. 

§  18.  Die  beiden  Toi  a  nd  ich  lor  (Ire  und  Tolandi- 
br om Uro.  —  Im  Jahre  1871   wurden  gleichzeitig  von  Zini*')  und 

r  Bcr.  d.  <l.  ehem.  (»es.  4,  288. 
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von  Limprioit  und  Schwanert  ')  zwei  isomere  Tolandichlorüi  e  erhalten, 
indem  erstcrer  das  aus  Bcnzil  und  fünffach  Chlorphosphor  dargestellte 
Tolantetrachlorid  in  alkoholischer  Lösung  mit  Zink  kochte,  die  beiden 
letzteren  dagegen  Slilbcn  mit  Phosphorpentachlorid  auf  170°  erhitzten. 
Die  in  weitaus  vorwiegender  Menge  entstehende  Verbindung  ist  in 
Alkohol  sehr  leicht  löslich  und  krystallisirl  in  Nadeln  von  63°  Schmelzp., 
wogegen  das  in  geringerer  Quantität  auftretende,  in  Alkohol  beträcht- 
lich schwerer  lösliche  Isomere  bei  153°  schmelzende  Tafeln  bildet. 

Liebermann  und  Homeyer2)  gelangten  zu  denselben  Resultaten, 
als  sie  Tolantetrachlorid,  welches  beim  Einleiten  von  Chlor  in  sieden- 
des Toluol  in  grossen  Mengen  entstanden  war,  mit  Alkohol  und 
Zinkstaub  kochten.  Beide  Dichlorüre  gewann  ferner  Hanhart3)  beim 
Erhitzen  von  unverdünntem  Benzotrichlorid  mit  Kupferpulver  und 
Onltrowicz4),  als  er  das  aus  Benzotrichlorid  und  Kupfer  zunächst 
entstehende  Tolantetrachlorid  mit  Eisenpulver  und  Essigsäure  in 
Keaclion  brachte.  Dabei  erhielt  er  auf  1  Thcil  der  bei  Iii  3" 
schmelzenden  Tafeln  5  Theilc  der  leichter  löslichen  Nadeln  von  03° 
Schmelzpunkt. 

Als  Liehermann  und  Homeyer  ')  dagegen  Chlorgas  zu  in  Chloro- 
form gelöstem  Tolan  leiteten,  gewannen  sie  nur  das  hochschmelzende 
Tolandichlorür,  für  welches  sie  den  Schmelzpunkt  143°  angeben. 

Alle  diese,  durch  die  bisherigen  Theorien  nicht  erklärbaren 
ThalsachcD  werden  durch  die  oben  angestellten  Erwägungen  als 
nolh wendige  Consequenzen  der  neuen  Hypothese  durchaus  ver- 
ständlich. 

Nach  §  7  muss  das  bei  143°  schmelzende  Tolandichlorür,  wenn 
es  das  Product  einfacher  Chloraddition  an  Tolan  ist,  das  plansym- 
metrische  sein: 


1)  Ber.  d.  «1.  ehem.  Ges.  i.  379. 

2)  Ebenda,  12,  Hit  (1879). 

3)  Ebenda  15,  898  i1H8i). 

4)  Ebenda  17,  833   I  884J. 

5)  a.  a.  O  S.  1974. 


- 
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Tolan  Q Hb .  C    C.Ct,  //.,  TolandichlorUr  votn 

Schmelzp.  143° 


Das  aus  Tolanlctrachlorid  durch  Chlorentziehung  entstehende 
Isomere  muss  dann  als  das  axialsynunetrische  angesprochen  werden. 
Zu  demselben  Resultate  betreffs  des  letzleren  fuhrt  überdies  die  An- 
wendung von  §  10  auf  das  Tolantelrachlorid.  Von  den  für  dasselbe 
möglichen  Configurationen 


Fig.  50.  Fig.  54.  Fig.  5S. 


sind  diejenigen,  welche  Fig.  51  und  Fig.  52  entsprechen,  die  weit- 
aus mehr  begünstigten,  als  die  in  Fig.  50  dargestellte.  Beide  ent- 
halten zwei  Chloratome  an  correspondirenden  Stellen,  welche  —  unter 
Zusamraenschluss  der  letzteren  —  an  Metall  abgegeben  werden  können. 
Dabei  ruuss 
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Fig.  53. 


Fig.  54. 


aus  Fig.  öl : 


aus  Fig.  32: 


a 


a 


d.  h.  aus  beiden  ein  und  dasselbe  centrisch-symmetrische  Tolandi- 
chlorür  (Schmelzpunkt  68°)  als  der  Menge  nach  weitaus  überwiegen- 
des Product  entstehen.  Da  aber  gleichzeitig  eine  gewisse,  mit  steigen- 
der Temperatur  wachsende  Anzahl  von  Molekülen  der  weniger  be- 
günstigten Contiguration  Fig.  50  (nach  §  II)  zugegen  sein  wird,  so 
bildet  sich  in  geringeren  Mengen  auch  das  bei  I  i3°  schmelzende 
plansymmetrische  DichlorUr. 

§  19.  TolaudibromUre  sind  aus  dem  Tetrabromiir  bisher 
nicht  dargestellt  worden,  dagegen  erhielten  Limpricut  und  Sciiwanert1) 
beim  Vermischen  einer  ätherischen  Tolanlösung  mit  Brom  zwei  Di- 
bromüre,  nämlich 

\)  schwer  lösliche  Schüppchen  von  200°  —  205°  Schmelzpunkt 
in  grosser  und 

2)  leichter  lösliche  Nadeln  von  64°  Schmelzpunkt  in  viel  gerin- 
gerer Menge.  Zu  demselben  Ergebnisse  gelangten  Likbkrmann  und 
Homeyer2),  als  sie  anstatt  der  ätherischen  Lösung  eine  solche  in 
Schwefelkohlenstoff  anwendeten. 

Das  schwer  lösliche  und  hochschmelzende  Dibromür  ist  auch  hier 
wieder  das  plansymmc  tri  sehe,  durch  directe  Addition  entstandene. 
Das  gleichzeitig  gebildeto  axialsymmetrische  (Gi°  Schmelzp.) 
dagegen  setzt  die  vorübergehende  Existenz  von  Tolantetrabromür 
voraus,  welches  beim  Zusammentreffen  des  plansymmelrischen  Di- 
bromürs  mit  Brom  entsteht  und  nach  Herstellung  der  begünstigteren 
Lage  wieder  zwei  Bromatome  an  noch  vorhandenes  Tolan  abgiebl: 


1)  Ber.  d.  d.  cliem.  Ges.  I,  37U 

2)  Ebenda  12,  1974. 
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Fig.  55.  Fig.  56. 


Schmclzp.  6i° 

Im  Beginne  des  Bromzusalzos  zu  Tolanlüsung  wird  sich  nur  das 
direcle  Addilionsproduct  bilden  und  erst  spater,  wenn  die  unver- 
bundenen  Tolanmolekule  seltener  werden,  ein  Theil  derselben  in 
Tetrabromür  und  dieses  durch  Abgabe  der  Hälfte  seiner  Bromalome 
an  begegnende  Tolanmolekule  zu  dem  axial-symmetrischen  Isomeren 
werden. 

§  20.  Geometrische  Isomerien  der  ungesättigten  Kohlen- 
wasscrsloffe  der  Fetlgruppc  sind  bisher  nicht  beobachtet 
worden.  Auch  für  ihre  Halogensubstil utionsproduete  fehlen  noch 
alle  Gründe  solche  anzunehmen,  mit  Ausnahme  der  disubstiluirlen 
Aethvlcne. 

Wenn  die  Beobachtung  von  Tawilparoff ')  richtig  wäre,  dass 
die  Zersetzung  von  BromöthylendibromUr  mit  alkoholischer  Kalilösung 
ausser  dem  bei  91°  siedenden  unsymmetrischen  Dihromälhylen  eine 

I)  Likric's  Ann.» Ion  ii. 
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isomere,  bei  157  siedende  Verbindung  liefeil,  .so  müsste  in  dieser 
ein  symmetrisches  Dibromäthylen  vorliegen,  welches  mit  dem  aus 
Aeetylen  dargestellten  von  108  — 110"  Siedepunkt ')  geometrisch 
isomer  sein  würde.  Ohne  Zweifel  aber  ist  nach  meinen  an  anderer 
Stelle  zu  veröffentlichenden  Beobachtungen  jene  bei  157"  siedende 
Verbindung  im  Wesentlichen  nichts  anderes  als  Bromaeetylbromid, 
welches  aus  dem  unsymmetrischen  Dibromäthylen  durch  direcle  Sauer- 
stoffaufnahme entsteht '*).  DafUr  spricht  auch  die  Dampfdichte,  welche 
von  Sabanejew  zu  6,97  gefunden  wurde,  während  Dibromäthylen  nur 
6,43,  Bromacotylbromür  dagegen  fast  genau  den  beobachteten  Werth 
—  nämlich  f»,98  —  verlangt. 

Dagegen  existiren  ohne  Zweifel  zwei  verschiedene  symmetrische 
Dijodälhylene,  beides  Producte  der  Einwirkung  von  Aeetylen  auf  Jod. 
Sabaxejew3)  beobachtete  hierbei  die  Bildung  einer  flüssigen  neben 
einer  festen  Verbindung.  Letzlere  schmilzt  bei  73°  und  siedet  unver- 
ändert bei  192",  wahrend  das  flüssige  Isomere  erst  unterhalb  0°  erstarrt 
und  selbst  mit  Wasserdampfen  nicht  unverändert  flüchtig  ist.  Danach 
ist  die  letztere  Verbindung  möglicherweise  das  plansymmetrischc.Ace- 
lylendijodür,  das  Product  der  directen  Addition  von  zwei  Jodatomen  an 
das  Aeetylen,  denn  ein  solches  muss  nach  dem  allgemeinen  Verhallen 
der  Verbindungen,  welche  Jodatome  an  benachbarten  KohlenstolTatomen 
enthalten,  sehr  unbeständig  sein.  Das  feste,  unverändert  destillirende 
Acelylendijodür  dagegen  würde  als  das  centrisch-symmelrischc  ungleich 
beständiger  sein  müssen  und  aus  dem  flüssigen  durch  vorübergehende 
Bildung  von  Tetrajodür  in  ahnlicher  Weise  wie  das  centrisch-symme- 
trische  Tolandibromür  (voriger  §}  entstehen.  Eine  eingehende  Unter- 
suchung dieser  Verhältnisse  ist  in  meinem  Laboratorium  im  Gange. 

2.  Fumarsäure,  Maleinsäure  und  ihre  Derivate. 

§  21.  Die  ungemein  verwickelt  erscheinenden  und  bisher  ganz 
unverständlich  gebliebenen  Beziehungen  zwischen  der  Fun  rarsäure 
und  Maleinsäure  bieten  im  Lichte  der  neuen  Theorie  keine  Rälhsel 
mehr.  Die  überwiegende  Zahl  ergiebt  sich  aus  ihr  ohne  weiteres, 
und  nur  wenige  der  bekannten  Thatsachen  verlangen  die  Annahme 

0  S.xbanejew.  Likmu's  Annaion  1  TS,  116  und  116.  i'öl. 
i)  Dkmoi.k,  Bor.  d.  d.  chem.  Ges.  H,  316 
3)  Liebigs  Annalon  178,  II«. 
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von  Zwischenvorgängen,  für  deren  wirklichen  Verlauf  ich  in  einer  be- 
sonderen Mittheilung  demnächst  die  experimentellen  Beweise  geben 
werde. 

§  22.  a)  Schon  die  Entstehung  der  Fumarsäure  und 
Maleinsäure  aus  der  Aepfelsäure  und  die  Aenderung  der 
relativen  Ausbeulen  je  nach  der  bei  Zersetzung  der  Aepfelsäure  ein- 
gehaltenen Temperatur  erklärt  sich  vollkommen  und  nur  durch  geo- 
metrische Betrachtungen. 

Wird  Aepfelsäure  nicht  höher  als  bis  auf  150°  im  Oelbade  er- 
hitzt, so  resultirt  fast  nur  Fumarsäure,  deren  Bildung  der  bevor- 
zugten Configuration  (§  11)  der  Aepfelsäure  entspricht : 

Fig.  60.  Fig.  öl. 


CQOH 


COMB 


Die  Maleinsäure  oder  ihr  Anhydrid  dagegen  kann  nur  ent- 
stehen, wenn  die  beiden  Systeme  die  weniger  bevorzugte  Lage  Fig. 
62  gegen  einander  einnehmen: 

Fig.  6t.  Fig.  63. 

R0\ 


=  tll20  + 


■COM 


wobei  es  gleichgültig  ist,  ob  Maleinsäure  selbst  und  aus  dieser  ihr 
Anhydrid,  oder  erst  Aepfelsäureanhydrid  und  aus  ihm  MaleYnsliurc- 
auhydrid  gebildet  wird.  Aus  der  zweiten  möglichen  weniger  be- 
vorzugten Lage 
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Fig.  64.  kann  überhaupt  keine  ungesättigte  zweibasische 

Säure  abgeleitet  werden.  Nach  den  in  §  11 
entwickelten  Gesichtspunkten  ergiebt  sich  nun  in 
Uebereinstimmung  mit  den  Thalsachen  ferner, 
dass  —  da  bei  höherer  Temperatur  die  weniger 
bevorzugten  Lagen  in  einer  Masse  von  Aepfel- 
säurcmolckulcn  bedeutend  zahlreicher  als  bei 
niederer  vorhanden  sein  müssen  —  stärkeres 
Erhitzen  auch  mehr  MaleTnsäurcanhydrid  unter 
den  Productcn  auftreten  llisst.  Erwärmt  man 
Aepfelsäure  von  vornherein  auf  170° — 180°,  so  ist  die  Ausbeute 
an  letzterem  in  der  That  schon  eine  nicht  unbeträchtliche;  —  sie 
wird  wesentlich  noch  gesteigert,  wenn  die  Temperatur  des  Oelbades 
schnell  auf  200°  gebracht  und  auf  dieser  Höhe  gehalten  wird.  Nie 
aber  erreicht  sie  die  Hälfte  des  theoretischen  Betrages,  sondern  es 
bleibt  eine  noch  immer  bedeutendere  Quantität  von  Fumarsäure  zu- 
rück, wenn  die  Temperatur  nicht  etwa  ausreicht,  um  letzlere  un- 
verändert zu  verflüchtigen  oder  zu  zersetzen. 

Ist  durch  irgend  eine  Ursache  die  Aepfelsäure  anhydrisirt  — 
was  ebenfalls  nur  bei  der  weniger  begünstigten  Configuration  Fig.  62 
geschehen  kann  — ,  so  ist  die  Lage  der  Systeme  fixirt,  und  bei 
weiterer  Zersetzung  kann  sich  nur  Malei'nsäureanhydrid  bilden.  So 
erhält  man  letzteres  allein  aus  dem  Anhydrid  der  Essigester-  Aepfel- 
säure1), und  aus  denselben  Gründen  liefern  die  Anhydride  halogen- 
subsliluirter  Bernsleinsäuren  diejenigen  der  Maleinsäure  und  ihrer 
Substitutionsproducte 2) . 

§  23.  b)  Maleinsäure  verwandelt  sich  beim  Zusam- 
mentreffen mit  starken  Säuren  —  am  schnellsten  mit  den  Halo- 
genwasserstoflsäuren  —  fast  quantitativ  in  Fumarsäure3),  letzlere 
dagegen  bleibt  unter  denselben  Umständen  unverändert  oder  bildet 
mit  rauchender  Chlor-  und  Bromwasserstoffsäure  monosubstituirte 
Bernsteinsäuren.  Dabei  können  die  Mineralsäurcn  wie  Fermente 
wirken,  und  so  in  kleiner  Menge  die  Umwandlung  grosser  Quanti- 


1}  AjiScnüTZ,  Her.  d.d.' ehem.  Ges.  14,  «791. 

2)  Ansciiütz  und  Bknnf.ht,  ebenda  15,  643. 

3)  Keki*l£,  Lirbig' s  Annalen,  Supplement-Bd.  4,  134;  Kekui.k  und  Strhckkh, 
ebenda  S23,  4  86. 
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taten  Maleinsäure  l>ewerkslelligen.  Ganz  ebenso  werden  die  Ester 
der  Maleinsäure  in  Fumarsäureester  übergeführt 1  . 

Bei  der  grossen  Leichtigkeit,  mit  welcher  die  Maleinsäure  im 
Vergleiche  zur  Fumarsäure  Additionsproducte  bildet,  wird  sie  zu- 
niichsl  die  Elemente  der  Mineralsauren  aufnehmen  und  in  eine  suhsti- 
tuirle  Bernsteinsäure  Ubergehen: 


welche  unter  dem  richumden  Einflüsse  der  grosseren  Affinitäten 
durch  Drehung  des  einen  Systems  gegen  das  andere  die  bevorzugte 
I-agerung  Fig.  07  annimmt,  und  nun  unter  dem  Einflüsse  der  thcils 
durch  «las  anwesende  Wasser,  theils  durch  die  Schwerlöslichkeit  der 
Fumarsäure  bedingten  Abspaltung  von  Bromwasserstoff  zu  Fumar- 
säure werden  muss: 


Fig.  67.  Fig.  «S. 


Die  Fumarsäure  dagegen  wird  bei  der  Bindung  von  Bromwas- 
serstoff direct  zu  Monobrombernsteinsäure  von  der  bevorzugten  Lige 
Fig.  67.  Hier  fehlt  jede  Ursache  zur  Drehung,  so  dass  aus  dem 
Additionsproducte  nur  Fumarsäure  zurückgebildet  werden  kann. 

i    Ossiwut,  HeriHile  «I  d.  chrtn.  Gos.  Ii.  in9:i. 


Digitized  by  Google 


I  BKH  IHK  «  U  MLICHK  AnoUI»M -Mi  l»KH  Ati»IK.  .'i  I 

§  24.  c)  Wenn  die  Kster  der  Maleinsäure  durch  eine 
Spur  freien  Jods  glatt  in  V  um  ;i  r  sii  u  re  rest  e  r  Ubergehen1;, 
so  wird  ebenfalls  zuniiehst  eine  Addition  von  Jod  stattfinden,  wel- 
cher nach  gegenseitiger  Drehung  der  Systeme  Austritt  von  Jodwas- 
serstoff und  Keduetion  der  vorübergehend  entstehenden  Jodfumnr- 
süure  folgen  kann : 


Fi;.',  r.'j.  [■;.■.  70.  Fi-.  7i 


Wie  bei  der  Umwandlung  der  Maleinsäure  in  Fumarsäure  durch 
BromwasserslolT  letzterer  immer  wieder  abgespalten  und  dadurch 
belahigt  wird,  den  ganzen  Verlauf  der  Vorginge  mit  neuen  Mengen 
Maleinsäure  durchzumachen,  so  wird  das  liier  stets  regenerirte  Jod 
durch  immer  neuen  Kintritl  in  die  Ke;iction  grosse  Mengen  des 
plansymmetrischeu  Maleinsaureestei  s  in  den  axialsymmeli  ischen  Fumar- 
süureesler  Überfuhren.  t'.erade  diese  fermenlartigen  Wirkungen  d<«s 
Jods  und  der  Halogenwassei  slolfsauren  sind  es  überdies,  welche  den 
obigen  Entwickelun-en  wesentlich  zur  Stütze  dienen. 


I)  Ans,  im/    Her    I  i. 
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§  25.  d)  Die  aus  Fumarsäure  durch  Aufnahme  von 
zwei  Bromatomen  entstehende  Dibrombernstcinsäurc  zer- 
fallt beim  Kochen  mit  viel  Wasser  nach  einiger  Zeit  vollständig  in 
Bromwasscrstofl"  und  Brommaleinsäu  re'),  weil  dem  Addilionsvor- 
gange  (Fig.  75)  die  Drehung  (Fig.  76)  folgen  muss  und  durch  Aus- 
tritt von  Bromwasscrstoflf  jetzt  in  jedem  Falle  nur  ein  MaleYnsäure- 
derival  (Fig.  77)  resultiren  kann: 

Fig.  7*.  Fig.  75.  Fig.  76,  Fig.  77. 


Fumarsäure  Dibrombcrnsteinsäure  Brommaleinsäu  rc 

§  26.  c)  Aus  gleichen  Gründen  aber  geht  das  Bromadditions- 
produet  der  Maleinsäure,  die  Isodibrombcrnsteinsäurc,  in 
Bromfumarsäurc2)  Uber: 


Kig.  7«.  Fig.  79.  Fig.  80.  Fig.  8«. 


Maleinsäure  Isodibrombernsteinsäure  Bromfumarsäurc 


§  27.  f)  In  umgekehrtem  Processe  wird  aus  Bromma lein- 
säure   und  rauchender  Bromwasserstoffsäurc  Dibrom- 

1)  Petri,  Annalcn  4  98,  6J. 

2)  Kkkilk,  Ann.  Suppl.  t,  »I  ;  Ann.  130,  I. 
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bcrnstc instt urc  erhalten'),  indem  Fig.  77  -j-  UJlr  zu  Fig.  76 
wird.  Ebenso  geht  die  Bromfumarsiiure  wieder  in  Isodibrom- 
bernsteinsliure2)  über  (Fig.  81  -|-  Hlir  =  Fig.  80). 

Neben  den  genannten  symmetrischen  Additionsproducten  ent- 
stehen aber  aus  Brommaleinsäure  gewisse  Mengen  von  Bromfumar- 
siiure, aus  letzlerer  aber  auch  Dibrombornstcinsäure.  Diese  bisher 
sicherlich  nicht  in  allen  ihren  Phasen  genau  studirten  Vorgänge 
(sonst  müsste  auch  aus  BrommaleYnsüure  etwas  Isodibrombernstcin- 
siiuro  erhallen  worden  sein)  setzen  voraus,  dass  neben  der  sym- 
metrischen Addition  von  Brom  Wasserstoff  in  gewissem  Betrage  auch 
eine  unsymmetrische  nebenher  lauft.  Die  so  aus  BrommalcTn-  und 
Bromfumarsiiure  entstehende,  gleiche  und  wahrscheinlich  höchst  un- 
beständige asymmetrische  Dibrombcrnsteinsüurc  wird  in  ihren  drei  mög- 
lichen Configurationcn  keine  einzige  von  besonderer  Bevorzugung  haben. 

Brommaleinsiiure  ergiebt  direet  die  Configuration  Fig.  82,  Brom- 
fumarsiiure dagegen  Configuration  Fig.  84.  Beide  aber  können  durch 
Drehung  nicht  nur  in  einander,  sondern  auch  in  Configuration  Fig. 
83  übergehen: 

Fig.  88.  Fig.  83.  Fig.  8*. 


Nun  liefert  bei  Bromwasserstoffaustritl  Fig.  82  immer  Brommalein- 
siiure, wogegen  Fig.  83  und  84  Bromfumarsiiure  entstehen  lassen. 
Aus  jeder  von  beiden  ungesättigten  gebromten  Siitiren  muss  daher 
die  andere  und  damit  auch  durch  darauffolgende  symmetrische  Ad- 
dition jede  der  beiden  Dibrombernsteinsliuron  entstehen. 

§  28.    g)  Die  auffällige  Thatsache,  dass  BrommalcinsUurc 
durch  Behandlung  mit  unzureichenden  Mengen  von  Na- 

\)  Petri,  Annalen  195,  67. 
i)  Derselbe,  ebenda. 

Abbandl.  d.  iL  b.  UewUwU.  d.  Win«.  XXIV.  3 
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triumarumalgani  nicht  in  Maleinsäure,  sondern  ersl  in  Fumar- 
säure1) und  dann  in  Bernsteinsaure  übergeführt  wird,  ist  ohne 
Zweifel  die  Folge  davon,  dass  bei  dieser  Reaction  nicht  direct  eine 
Ersetzung  von  Brom  durch  Wasserstoff  erfolgt,  sondern  zunächst 
letzteres  Element  addirt  wird  und  die  so  gebildete  Brombcrnstcin- 
siiure  nach  der  Drehung  Bromwassersloff  abspaltet: 

Fig.  85.  Fig.  8ß.  Fig.  87.  Hg.  88. 


§  29.  h)  BrommaleinsiSure  und  Bromfumarsüurc  wer- 
den durch  Aufnahme  von  je  zwei  Bromatomen  in  die 
gleiche  Tribrombci  nsteinsilure  verwandelt2).  Da  die  letztere 
in  der  Gruppe  (III Hr.  CO.  Oll  ein  asymmetrisches  Kohlenstoffatom 

enthüll,  so  muss  sie  in  zwei  geometrisch  isomeren  optisch  entgegengesetz- 
ten Modifirntioncn  existiren,  deren  jede  aus  jeder  der  gebromten  unge- 
sättigten Säuren  in  gleicher  Menge  entsteht,  weil  jedes  der  beiden  Kohlen- 
sloff-ßindtingspaare  für  die  Bromaddition  gleich  geeignet  ist.  So  liefern: 


Fig.  89.  Fig.  »0.  Fig.  91. 


BrommaleTnsäurc 


\)  Pkthi,  Annalen  lO.'i.  G4. 
1)  Derselbe,  ebenda  tOS,  09. 


Digitized  by  Google 


Cbkr  ihr  räumliche  Anordnung  i>rr  Atome. 


35 


Fig.  9S.  Fig.  93.  Fig.  9*. 


Hromfumarsäure. 


Nun  ist  aber  Fig.  91  mit  Fig.  93,  und  ebenso  Fig.  90  mit  Fig.  94 
identisch,  da  jede  der  beiden  durch  Drehung  des  einen  Systems 
gegen  das  zweite  direct  zur  anderen  wird. 

§  30.  i)  Von  der  gleichen  Beweiskraft  für  die  Richtigkeit  der 
für  Fumarsäure  und  Maleinsäure  angenommenen  geometrischen  For- 
meln, wie  der  Uebergang  der  letzteren  in  die  erstere  {§  23)  ist  die 
Thatsache,  dass  MalcYnsäure  durch  Pcrmanganatlösung  zu 
inactiver  Weinsäure1),  Fumarsäure  dagegen  zu  Trauben- 
säure*)  oxydirl  wird.  In  beiden  Fällen  gehen  beide  Kohlenstoff- 
systeme —  CIL  CO.  011  durch  Addition  von  Hydroxyl  in  die  asymme- 
trischen —  CH {011)  {CO.  OH)  über.  Dieselben  weisen,  aus  der 
Maleinsäure  gebildet,  die  entgegengesetzten  Folgen  der  an  die  Kohlen- 
stoflatome  angelagerten  Radicale  auf: 


Fig.  95.  Fig.  96.  Fig.  97. 


<)  Kekulk  und  Ansciiütz,  Ber.  d.  d.  chem.  Ges.  14,  713. 
t)  Kkkule  und  Ansciiütz,  Ber.  d.  d.  chem.  Ges.  13,  tl50  und  Anschütz, 
Liebigs  Annalen  S26,  «91. 
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Die  Ordnungsfolgc  von  CO.  Oll :  Oll :  II  ist  in  Fig.  06  in  dem 
oberen  Tetraeder  eine  linksgehende,  im  unleren  dagegen  eine  rechls- 
gehende,  sobald  man  letzteres  in  die  gleiche  Stellung  wie  vorher 
das  andere  bringt,  in  Fig.  97  dagegen  hat  das  obere  Rechtsfolge, 
das  untere  dagegen  Linksfolge.  Es  müssen  demnach  in  jedem  der 
gebildeten  Moleküle  die  gleichen  zwei  optisch  entgegengesetzt  wir- 
kenden asymmetrischen  Systeme  mit  einander  verbunden  sein,  so 
dass  immer  nur  die  optisch  inactive  Weinsilure  entstehen  kann.  Die 
Fumarsäure  dagegen  verhüll  sich  geometrisch  ganz  anders.  Hei  der 
Addition  von  2 .  Oll  an  das  Hindungsstellenpaar  2 . 2'  gehen  beide 
Systeme  in  solche  mit  Rechtsfolge,  bei  der  Anlagerung  an  1.1'  in 
solche  mit  Linksfolge  Uber;  es  entstehen  also,  da 


Fig.  98.  Fig.  99.  Fig.  100. 


wird,  aus  Fumarsäure  nur  Moleküle,  in  welchen  die  beiden  Systeme 
sich  in  ihrer  Wirkung  auf  die  Schwingungsebeno  des  Lichtes  unter- 
stützen, also  rechtsdrehende  und  linksdrehendc  in  gleichen  Mengen, 
d.  h.  die  in  beide  optisch  entgegengesetzte  Modifikationen  spallbare 
TraubcnsUure.  Ganz  analoge  Verhallnisse  müssen  selbstverständlich 
die  Isodibrombernslcinsäure  und  Dibrombernsteinsüure  aufweisen. 

§  31.  Von  den  bekannten  Umwandlungen  der  in  die  Fumar- 
und  Maleinsäure-Gruppe  gehörigen  Körper  lassen  sich  in  der  Form, 
in  welcher  sie  bis  jetzt  beobachtet  wurden,  zwei  Thatsachcn  nicht 
mit  der  entwickelten  Theorie  vereinigen.  Es  sind  dies  einmal  der 
Uebcrgang  eines  Theiles  der  mit  Brom  in  Berührung  gebrachten 
Maleinsäure  (§  26)  in  Fumarsäure1),  welcher  zunächst  unerklärbar 
erscheint,  und   andererseits  die  Entstehung  von  Dibronifumarsäure 


<)  Pktri,  Annalcn  195,  50. 
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durch  Anlagerung  von  Krom  an  Acelylendicarbonsäure1),  welche  der 
Theorie  geradezu  widerspricht  (§  7).  Durch  eine  ausgedehnte  Unter- 
suchungsreihe, über  welche  ich  demnächst  an  anderein  Orte  eingehend 
berichten  werde,  hat  sich  nun  herausgestellt,  dass  bei  jenen  Vor- 
gangen die  Processe  keineswegs  so  einfach  verlaufen,  wie  man  bisher 
annahm,  dass  in  beiden  Fullen  reichlich  Bromwasserslofl*  gebildet 
wird,  welcher  ja  für  sich  genügt,  um  Maleinsäure  in  Fumarsäure, 
und  Brommalel'nsäure  in  Bromfumarsäure  überzuführen  (vergl.  §  23 
und  27).  Meine  Versuche  haben  ferner  für  die  Acetylendicarbon- 
säure  ergeben,  dass  dieselbe  nur  unter  den  früher  eingehaltenen  Be- 
dingungen in  Dibromfumarsäure  übergehl,  dass  sie  dagegen  in  voller 
Uebereinstimmung  mit  der  Theorie  DibrommaleTusäurc  liefert,  sobald  es 
gelingt  (und  zwar  in  um  so  grösserer  Menge,  je  besser  es  gelingt)  die 
Einwirkung  der  stets  durch  Nebenvorgänge  gebildeten  BromwasserstolF- 
säure  auf  Acetylendicarbonsäure  zu  verhindern.  Es  existirl  damit 
jetzt  meines  Wissens  in  den  genetischen  Beziehungen  der  Fumar- 
säure und  Maleinsäure  keine  einzige  Thatsache  mehr,  welche  nicht 
durch  die  ausgeführten  geometrischen  Betrachtungen  sich  erklärte, 
keine,  die  der  neuen  Hypothese  nicht  entschieden  als  Stütze  diente. 


3.  Die  Brenzcitroneusüuren  und  ihre  Derivate. 

§  32.  Von  den  durch  trockene  Destillation  der  Citroncnsäure, 
resp.  der  Acouitsäurc,  entstehenden  isomeren  ungesättigten  Säuren 
sind  nur  die  Citrakonsä uro  und  Mesakonsäurc  geometrische 
Isomere,  während  die  Ita konsäure  die  Elemente  in  anderer  Reihen- 
folge mit  einander  verbunden  enthält: 

Clh  Cll2 

l  II 

C.CO.  OH  C.CO.  Oll 

Ii  i 

CIL  CO  .  Oll  Uli  .  CO  .  Oll 

Cilrakon-  und  Mesakonsäurc  Itakonsäure 

Die  letztere  Art  der  Slruclur  lässt  verschiedenartige  räumliche 

Gruppirungsweisen  nicht  zu,  wohl  aber  die  erstere.    Durch  die 

Fähigkeit,  leicht  ein  Anhydrid  zu  bilden,  charakterisirt  sich  die  Citra- 

konsäure  als  das  Analogon  der  Maleinsäure,  d.  h.  sie  enthält  die 


t)  Bamjrowsm.  Bct.  11,  221?. 
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beiden  Carbo\ylgruppen  an  plansymniclrischeu  Stellen,  wogegen  in 
der  der  Fumarsäure  entsprechenden  Mesakonsaure  die  Carboxyle 
centriseh  symmetrische  Lagen  einnehmen. 

§  33.  Dem  entspricht  der  Ucbergang  der  Citrakonsäure  in 
Mesakonsäure  bei  Behandlung  mit  Mineralsäuren.  Wenn  die  Ele- 
mente der  Bromwasserstoffsäure  addirl  werden,  so  muss  eine  gegen- 
seitige Drehung  der  beiden  einwerthig  verbundenen  Kohlensloflatom- 
sysleme  in  dem  Sinne  eintreten,  dass  möglichst  die  negativen  Hadi- 
cale  des  einen  Systems  zu  den  positiven  des  anderen  in  correspon- 
dirende  Stellung  treten.  Die  unter  dem  Einflüsse  des  Wassers  dar- 
auffolgende Abspaltung  von  Bromwassersloff  aber  wird  immer  zu 
Mesakonsäure  fuhren: 

Fig.  10«.  Fig.  102.  Fig.  103. 


/r 

Monobronibrcnzwein 
saure 


CitrakonsUure 


Fig.  10*. 


Fig.  103. 


durch  Drehung  ent- 
stehen die  bevorzug- 
teren Lagen 


bei  Abspaltung  von  HBr  aber  bildet  sich  in  beiden  Fallen 
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Fig.  106.  Fig.  107. 


Mesakonstture 


Wird  dagegen  Citrakonsäure  —  oder  besser  ihr  Anhydrid  — 
mil  bei  0°  gesUUigter  BroniwasserstofTsaure  Ubergossen,  so  kominl 
es  zur  Abspaltung  der  letzteren  nicht,  da  es  an  ungesättigtem  Was- 
ser fehlt,  sondern  die  Monobrombrenzweinsäure  bleibt  erhalten.  Es 
müssen  sich  dabei,  jenachdem  sich  das  eine  oder  das  andere  der 
KohlenstolTbindepaare  bei  der  Addition  der  Saure  löst,  zwei  ent- 
gegengesetzte asymmetrische  Modilicationen ,  und  zwar  beide  in 
gleichen  Mengen,  bilden.  Die  Monobrombrenzweinsäure  ist  deshalb 
optisch  indifferent,  wird  aber  in  eine  rechts-  und  eine  linksdrehende 
ModiGcation  zerlegbar  sein.  Genau  dieselben  beiden  Monobrom- 
brenzweinsäuren  bilden  sich  durch  Addition  von  Bromwusserstoff  an 
die  Mesakonsäure,  und  entstehen  hier  die  bevorzugten  Lagen  von 
vornherein.  Dem  eulsprechend  wurden  die  aus  MaleinsUureanhy- 
drid  und  Mesakonsäure  durch  stärkst  rauchende  Bromwasserstoff- 
süuro  entstehenden  Productc  identisch  befunden. 

§  34.  Wird  nicht  Bromwassereloff,  sondern  Brom  zu  Citrakon- 
säure und  Mesakonsäure  addirt,  so  müssen  sich  zwei  verschiedene 
Dibrombrcnzweinsaurcn  bilden,  von  welchen  die  Citradibrombrenzwein- 
süure  der  Isodibroiubernsteinsäure  und  inactiven  Weinsäure,  den 
Additionsproductcn  der  Maleinsäure,  die  Mesadibrombrenzweinsäure 
dagegen  denen  der  Fumarsäure:  der  Dibrombernslcinsäurc  resp.  der 
Traubensäure,  entsprechen  wird  (vergl.  §  25,  26  und  30).  In 
ahnlicher  Weise  wie  die  Dibrombernsteinsaure  durch  Kochen  mit 
Wasser  in  Brommaleinsäure  Ubergeht,  ist  aus  der  Mesadibronibrenz- 
weinsaure  die  Bromcitrakonsaure  und  beim  blossen  Erhitzen  das  An- 
hydrid der  letzteren  gewonnen  worden.   Kochendes  Wasser  verwan- 
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dclt  die  Cilradibrombrcnzweinsaure  dagegen  in  anderer  Weise,  indem 
neben  Propionaldchyd,  Kohlensaure  und  BroimvasserstoÜ"  die  Brotn- 
mcthakrylsaurc  entsteht.  Beim  Erhitzen  für  sich  liefert  sie  Brom- 
cilrakonsäureanhydrid,  da  jedenfalls  zunächst  beim  Erwärmen  die 
Anhydridbildung  (Citradibrombrenzwcinsäureanhydrid)  und  erst  hier- 
auf, d.  h.  nach  dadurch  erfolgter  Fixirung  der  Lage  der  Systeme, 
die  Abspaltung  von  BromwasserstolT  erfolgt. 

§  35.  Der  Übergang  der  Citradibrombrenzweinsaurc  in  Brom- 
methakrylsiiure  gehört  einer  Gruppe  von  Erscheinungen  an,  welche 
gleichfalls  nur  bei  geometrischer  Betrachtungsweise  ihr  volles  Ver- 
standniss  finden.  Es  sind  dies  die  sehr  verbreiteten  Zersetzungen, 
welche  namentlich  an  den  Alkalisalzen  halogensubslituirter  Sauren 
unter  Austritt  von  Brommctall  und  Kohlensaure  und  Bildung  einer 
ungesättigten  Verbindung  —  sei  dieselbe  Kohlenwasserstoff,  Halogen- 
substitutioosproducl  eines  solchen  oder  eine  ungesättigte  Saure  von 
geringerer  BasiciUtt  —  vor  sich  gehen.  Da  diese  Processc  alle  ein 
Gemeinsames  haben  und  bei  ihrer  ZurUckführung  auf  raumliche 
Atomanordnung  drei  KohlenstofTsy steine  in  Bedacht  gezogen  werden 
müssen,  so  empücht  es  sich,  dieselben  in  besonderem  Kapitel  mit 
einander  zu  besprechen. 


4.  Die  ungesättigten  Säuren  der  Akrylsäurogruppe. 

§  36.  In  der  Gruppe  der  der  Akrylsaurc  analog  consliluirten 
Sauren  treten  zahlreiche  Isomcrien  auf,  welche  nur  auf  räumlich 
verschiedene  Lagcrungsvcrhaltnissc  der  in  gleicher  Reihenfolge  mit 
einander  verbundenen  Elcmenlaratomc  zurückgeführt  werden  können. 

Die  Akrylsaure  selbst,  sowie  ihre  u-  Substitutionsproductc  sind 

unfähig  geometrische  Isomere  zu  bilden,  da  bei  der  Struclur 

H.C.II 
Ii 

n.  c.co. ou 

nur    eine   Lagerungsmöglichkeit   vorhaudeu    ist    und  die  Formeln 

U-C—ll  ,  //— 6-7/ 

II  und  ii 

H—C—CO .  OH  HO .  CO-C-  R 

raumlich  identisch  sind.  Die  [i-  und  «-/?-sub.stiluirlen  Akrylsauren 
dagegen   müssen  in  je  zwei  geomelrisch   isomeren  ModiHcationen 
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existiren,  und  sind  unter  den  Homologen  der  Akrylsäurc  und 
ihren  analogen  aromatischen  Verbindungen  in  grosserer  Zahl  bekannt. 
Eine  Zeitlang  schien  es  sogar,  als  ob  auch  räumlich  isomere  Mono- 
chlorakrylsäuren  dargestellt  seien,  da  Otto  und  Beckurts  •)  aus  «-Dichlor- 
propionsiiure  eine  unzweifelhafte  «-Chlorakrylsüure  als  bei  176° — 
180°  siedende  Flüssigkeit  dargestellt  zu  haben  schienen,  so  dass  die 
von  Werigo  und  Werner2)  aus  «-^Chlorpropionsüure  gewonnene, 
bei  64° — 65°  schmelzende  Isomere  als  die  der  zuerst  von  Pinner 
und  Biscnotp3)  aus  Chloralid  durch  Reduction  mit  Zink  und  Salz- 
säure erhaltenen  zweifellosen  ^-Chlorakrylsüure  von  84° — 85°  Schmelz- 
punkt geometrisch  Isomere  erschien.  Seit  aber  Otto  und  Beckurts') 
erkannten,  dass  ihre  vermeintliche  «-Chlorakrylsüure  ein  Gemisch 
gleicher  Moleküle  von  «-Dichlorpropionsiiure  und  Brenztraubensiiure  war, 
und  sie  aus  erslerer  durch  verdünnte  Kalilauge  die  Werigo'scIic 
Süure  darstellten,  ist  diese  als  «-Chlorakrylsüure  anzusehen. 

Für  die  ^-Chlorakrylsüure  ergiebt  sich  nach  ihrer  Entstehung 
aus  Propiolsüurc  durch  Addition  von  Chlorwasserstoff  als  wahrschein- 
lichste die  der  Formel 

a—c—n 
ii 

U—C—CO.OII 

entsprechende  Configuration.  Die  geometrisch  Isomere  ist  demnach 
noch  zu  suchen. 

a)  Die  Krolonsüuren  und  Methakry IsUurc. 
§  37.  Seitdem  R.  Frikdricu5)  nachgewiesen  hat,  dass  die 
/?-ChorisokrolonsHure  durch  Alkalien  auch  bei  Temperaturen,  welche 
weit  unterhalb  jener  der  Umwandlung  der  Isokroloiisüurc  in  Kroton- 
süure  liegen,  genau  in  dieselben  Producte  verwandelt  wird  wie  die 
Chlorkrotonsüure,  musste  die  Annahme  verschiedener  Structur  für 
dieselben  aufgegeben  werden.  Krotonsüure  und  Isokrotonsüurc  er- 
hallen beide  die  Formel  6'//3 . 67/ :  67/ .  CO .  Ö//,  ihre  ^-Chlorsubsli- 
tutionsproduete  sind  67/3.  6' 67: 67/.  CO. OH.  Für  jede  dieser  Slructur- 
formeln  exisliren  zwei  Raumformeln: 

I)  Her.  d.  d  ehem.  Ges.  9,  1 879  und  10,  I y 4 8 . 

t)  Liebip's  Annalen  170,  168. 

3)  Ebenda  179,  85. 

i)  Her.  d.  d.  ehem.  Ges.  18,  240  u.  f. 

5)  Liebig's  Annalen  219,  322  u.  f. 
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(pf-Chlorkrotonsaurc,  (^-Chlorisokrotonstture, 
Schmelzp.  94,3  °)  Schmclzp.  59,5  °) 

und  ebenso  muss  es  zwei  a-Chlorkro  ton  säuren  geben: 


Fig.  1U.  Fig.  H8. 


Welche  dieser  Lagerungsweisen  der  einen  oder  anderen  der 
bekannten  Verbindungen  zukommt,  ist,  da  die  isomeren  bisher  nicht 
in  ähnlicher  Weise  wie  die  Malein-  und  Fumarsäuren  in  einander 
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haben  verwandelt  werden  können,  nur  aus  ihren  Beziehungen  zur 
Tetrolsaure  mit  einiger  Wahrscheinlichkeit  zu  ermitteln. 

Beide  /jf-Chlorkrotonsauren  gehen  bei  Behandlung  mit  Kalilösung 
in  die  Tetrolsaure  Uber,  die  ß-C  hlork  rotousa  u  ro  in  kürzester 
Zeit  und  glatter  Reaction  schon  bei  einer  Temperatur  von  70°  und 
durch  verdünnte  Kulilauge1),  während  die  Chlorisokroto  nsäure 
erst  bei  100°  wesentlich  Ubersteigender  Temperatur''')  in  weit  ge- 
ringerer Ausbeule  die  TetrolsUure  liefert.  Die  Configuration  der 
/^-Chlorkrotonsaure  muss  daher  die  der  Tetrolsaurebildung  gün- 
stigere, d.  h.  die  der  Fig.  1 1  ö  entsprechende  sein. 

Für  die  /^-Chlorisokrotonsaure  ergiebt  sich  damit  die  Raumformel 
Fig.  III,  für  die  Isokrotonsaure  Fig.  109  uud  für  Krotonsaure 
Fig.  108.  Zu  dem  gleichen  Resultate  führt  die  Beobachtung,  dass 
bei  der  Addition  von  Chlorwasserstoff  an  Tetrolsaure  wieder  ß-C\\\or- 
krotonsUurc  von  94,5°  und  nicht  Chlorisokrotonsäurc  entsteht. 

Welche  der  beiden  Configurationen  Fig.  1 1 2  und  1 1 3  der  be- 
kannten »-Chlorkrotonsaure  von  97,5°  Schmelzpunkt  entspricht,  lassl 
sich  auf  Grund  des  bisher  vorliegenden  Thalsachenmatcriales  nicht 
entscheiden.  Ich  habe  in  Folge  der  hier  noch  vorhandenen  Lücken 
die  Untersuchung  der  halogensubstituirten  Krotonsauren  wieder  auf- 
geuommeu  und  gefunden,  dass  die  «-Chlorkrotonsaure  aus  dem 
Isokrolonsauredichlorür  bei  der  Zersetzung  mit  Alkali  entsteht.  Sie 
muss  danach  die  «-Chlorkrotonsaure,  mit  correspondirender  Stellung  von 
Clls  und  CO.  011  sein,  da  auf  die  Addition  von  2  Atomen  Chlor  an  die 
Isokrotonsaure  eine  Drehung  der  Systeme  gegen  einander  erfolgen  muss : 

Fig.  114.  Fig.  115.  Fig.  <  16.  Fig.  117. 


caou 


Isokrotonsaure 


Isokrolonsauredichlorür 


a-Chlorkrotonsüurc 


I)  Liebig's  Annnlcn  219,  :U7 — 349. 


1)  Ebenda  3  41—345. 
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Ebenso  giebt  das  Chloradditionsproduct  der  gewöhnlichen  Kro- 
tonsüure  eine  neue  vierle,  bei  viel  niedrigerer  Temperatur  (66,5°)  schmel- 
zende Chlorkrolonsiiure,  welche  aus  den  gleichen  Gründen  «-Chlor- 
isokrolonsfture 

Clh.C.ll 
II 

CLC.CO.OII 

isl.  Die  Ergebnisse  dieser,  sowie  einer  gleichzeitigen  Arbeil  über 
die  Derivate  der  aus  den  isomeren  Krolonsauren  entstehenden 
rt-^-DibrombuttcrsHuren  werde  ich  demnächst  an  anderem  Orte  aus- 
führlicher mitlheilen. 

§  38.  Von  den  gebromteu  Kro tonsiiuren  waren  bisher 
nur  zwei  Isomere  bekannt.  Die  eine,  bei  I06,"i"  schmelzende  er- 
hielten Bisciiokf  und  Githzkit ')  aus  Propcnvltricarbonsäure,  Michael  und 
Norton2)  aus  der  «-Dibrorubullcrsaure  durch  Behandeln  mit  alkoholischer 
Kalilosung,  die  zweite  ebenso  aus  der  «-^-Dibronibutterstiure,  dem 
KrotonsUuredibromür,  als  bei  92°  schmelzende  Masse.  Die  letztere  war 
schon  1 866  von  Kokser1)  auf  gleiche  Weise  gewonnen,  von  ihm  aber 
trotz  ihres  höheren  Schmelzpunktes  für  identisch  mit  der  Brommclha- 
krylsuurc  gehalten  worden.  Erlenmeyeh  und  Miller4)  erhielten  sie 
später  zusammen  mit  «-Bromkrotonsilure  nach  demselben  Verfahren. 
Zuletzt  wurde  sie  von  C.  Kolbe  ')  untersucht,  der  ihren  Schmelzpunkt 
zu  90°  fand  und  sie  für  /f-Bromkrotonstture  erklärte. 

Der  einzige  Grund  für  diese  Annahme  ist  ihre  Verschiedenheit 
von  der  «-Bromkrotonsäurc.  Sic  isl  jedoch  ohne  Zweifel  nur  die 
geometrisch  Isomere  der  letzteren,  denn  diese  entsteht  nach  meiner 
Beobachtung  genau  so  aus  dem  IsokrotonsHuredibromür.  In  aller- 
jüngster  Zeit  kommen  auch  Michael  und  Browne fi)  zu  dem  Schlüsse, 
dass  sie  die  »Allo «-«- BromkrolonsUure  sei,  da  die  von  ihnen  aus 
Telrolstture  und  Bromwasserstoff  dargestellte  ^Bronikrotonsiiurc  bei 
04.5° — 9öu  schmilzt  und  andere  Eigenschaften  besitzt. 

Aus  den  im  vorigen  Paragraphen  erörterten  Gründen  wird  von 

1)  Her.  d.  d.  ehem.  Ges.  14,  616. 

2)  Ebenda  Seile  1102. 

3)  Uebig's  Annalen  13",  533. 

i)  Her.  d.  d.  rliem.  iivs.  Li,  49. 

fi)  Journ.  f.  pr.ikl.  Cliem.   2j  V>,  39i. 

(i)  Ebenda  35,  2ü7. 
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beiden  «-Bromkrolonsauron  die  hei  I06,;V  schmelzende  die  wirk- 
liche «-gcbromte  Krolonsilure,  die  von  90"  Schmelzpunkt  dagegen 
ff-Brom-lsokrotonsliure  sein : 


«-Bromkroton>aui  e  (1 00,"»°  Schmp.)  «-Bromisokrolonsiiurc  (9(TSchmp.) 

Die  den  KrolonsiUiren  isomere  Melliakrylsiiure  kann  als«-Melha- 
krylsiiure  nur  in  einer  ein/igen  Modificalion  exisliren,  dagegen  müssen 
ihre  Hnlogensuhslitulionsproducle  geometrische  Isomere  aufweisen. 
Solche  liegen  augenscheinlich  in  der  hei  62"  — 63°  schmelzenden, 
aus  CilradihromhrenzweinsUure  entstehenden  Brommethakry IsUure 
und  in  der  neben  ihr  aus  Mesadibrombrenzw einsaure  erhaltenen1) 
Isohrommclhakrylsuiirc  von  GG°  Schmelzpunkt  vor.  Auch  über 
diese  Sauren  sind  neue  Untersuchungen  im  Gange  (vcrgl.  §  53). 

b)  Die  McthylkrotonsUurcn  und  die  Homologen. 

§  39.  Die  Tiglinsilurc  und  Angel ikasüure  stehen  nach 
den  vorhandenen,  in  letzter  Zeit  namentlich  von  Fittig  und  seinen 
Schülern2)  ausgeführten  Untersuchungen  wahrscheinlich  in  ähnlichem 
Verhüllnisse  zu  einander,  wie  Krotonsäure  und  Isokrotonslture,  d.  h. 
sind  geometrisch  Isomere.  So  wird  z.  B.  die  Angelikasaure  bei 
40slündigem  Kochen  vollkommen  in  Tiglinsäure  verwandelt.  Indessen 
sind  unsere  Kenntnisse  über  die  einschlagigen  Verhaltnisse  noch  so 
lückenhaft,  dass  sie  erneute  —  gleichfalls  in  der  Ausführung  befind- 
liche —  experimentelle  Studien  verlangen. 

§  40.  Ein  Gleiches  gilt  von  den  höheren  Homologen  der  Akryl- 
säurereihe.  So  sind  z.  B.  die  Structurverhöltnisse  der  durch 
Addition  von  BromwasscrstoiT  an  Sorbinsaure  entstehenden  Dibrom- 
capronsaure  und  der  bei  der  Verbindung  von  Brom  mit  Hydro- 
sorbinsaurc  erhaltenen  Isodibromcapronsaure  noch  nicht  genügend 
aufgeklart,  um  bestimmte  Schlüsse  auf  die  Configuration  der  aus 
ihnen  erhältlichen  ungesättigten  Verbindungen  zuzulassen.  Auch  der 
Uel>ergang  der  Hydrosorbinsaure  durch  ihr  BromwasserstolT- 
addilionsproduct,  die   Bromcapronsaurc ,  bei  Abspaltung  von  Brom- 


U—C—Clh 


(;//,_(;__// 
Ii 

H,  _  c  _  co .  Oll 


lir-C  —  CO.OII 


1)  Firne  nnd  Kbcsruaek,  Liebig's  Annalen  i06,  16. 
1)  Liebig's  Annalen  195,  79.  9?.  108. 
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Wasserstoff  in  Isohyd rosorbinsäurc')  neben  Kaprolacton  gehört 
hierher.  Haben  in  der  Hydrosorbinsäure  CHS.  C//3. 67/2.  CII:  CH.CO.  HO 
die  Propyl-  und  Carboxylgruppe  centrisch-symmelrische  Lage  (Fig.  118), 
so  wird  bei  ihrer  Umwandlung  in  die  gesättigte  Bronieapronsäure 
(Fig.  1 19  und  120)  eine  Drehung  der  Systeme  in  dem  Sinne  erfolgen 
müssen,  dass  beide  Gruppen  sich  an  correspondirendc  Stellen  begeben 
(Fig.  121  und  122)  und  beim  Wiederaustrille  von  Brom  mit  Wasser. 
stolT  sich  die  geometrisch  isomere  Säure  mit  plansymmetrischor  Stellung 
(Fig.  123)  bildet: 

Fig.  H8.  Fig.  H9.  Fig.  130. 


+  ////>  = 


Hydrosorbinsäure  (?) 

Fig. 


Fig.  Mi. 


Fig.  ti3. 


durch 
Drehung  wird 
Fig.  119  zu: 


// 


aus  beiden  aber 
entsteht  durch 
Austritt  von  II Hr 


am 


Isohydrosorbinsaure  (?) 


§  40.  Die  höchsten  Glieder  der  Akrylsäurereihe  gehen  be- 
kanntlich bei  der  Behandlung  mit  Mincralsiiuren,  namentlich  aber  mit 
einer  Spur  salpetriger  Säure,  in  Isomere  von  etwas  höheren  Schmelz- 
punkten und  —  wenigstens  soweit  die  Spaltung  bei  der  Zersetzung 

1)  I.anosbkug,  Licbig's  Annalcn  200,  51  und  Hjelt,  Bcr.  d.  d.  ehem.  Ges. 
5t,  <H8. 
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durch  Alkalien  in  Betracht  kommt  —  gleicher  Structur  Uber.  Es  sind 
dies  die  Hypogäsäure,  Oclsäure  und  Erucasäure,  welche  zu  Gaidin- 
süure,  Elardinsäure  und  Brassidinsäure  werden.  Vorläufig  ist  Grund 
vorhanden,  den  Vorgang  —  da  die  Salpetrigsäurc  hier  stets  wie 
ein  Ferment  wirkt  und  daher  aus  dem  zuerst  entstandenen  Vcrbin- 
bindungsproducle  immer  wieder  austritt,  um  dieselben  Processe  an 
anderen  Molekülen  zu  veranlassen  —  als  einen  dem  Übergänge  der 
MalciQSÜure  in  Fumarsäure  (§  23)  und  der  Ilydrosorbinsäure  in  Iso- 
hydrosorbinsäure  analogen  anzusehen.  Damit  aber  würden  die  (Fol- 
säuren der  Fette  der  Raumformol 

R-C—II 
Ii 

U—C.  —  CO.OII 

die  künstlich  aus  ihnen  erhaltenen  Isomeren  dagegen  dem  Ausdruck 

//_6_/f 
n 

n—c—co.OH 

entsprechen,  wobei  Ii  für  die  Alkohol radicale 
steht. 

c)  Die  Zimmtsäure,  ihre  Isomeren  und  Homologen. 

§  41.  Schon  in  der  Einleitung  wurde  die  hier  einschlägige 
Literatur  kurz  besprochen.  Die  von  Michael  und  Norton  signalisir- 
ten  und  den  früher  bekannten  Bromzimmtsäuren  isomeren  Additions- 
produete  von  BromwasserstofT  an  Phenylpropiolsäure,  welche  Erlen- 
metbr  und  Stockmeier  bereits  einige  Jahre  vorher  dargestellt  hatten, 
ohne  ihre  Beobachtungen  genügend  zu  veröffentlichen,  müssen  nach 
§7  —  vorausgesetzt  dass  sie  durch  einfache  Anlagerung  eines 
Brom-  und  eines  Wasserstoffatomens  entstehen,  —  er-  und  /2-Brom- 
zimmtsäuren  mit  plansymmetrischer  Stellung  der  Phenyl-  und  Carb- 
oxylgruppe  sein: 

I 

C  U-C—CJh        ,      ^  IfrC—CJI, 

a  »'         +a//«r—  b        "  +(«— b)  II 

C        ^  BrC—CO.OU  HC— CO  .  Oll 

l 

co.no 

Daraus  ergeben  sich  für  die  bereits  bekannten,  aus  ZimmlsHuredibro- 


1 
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inilr  durch  Einwirkung  von  alkoholischer  Kalilosung  erstehenden 
Bromziinmlsauien  die  Kaumformeln 

1 1  und  1 1 

jtr—c—co.oii  ii—c— co .  an 

«-Bromzimmtsüure  /?-Bmm/.immlstturc 
Welcher  der  beiden  für  die  Zimmlsiuircformel  CJh.CII  CIL CO  Oll 
möglichen  Configurationen 

//  C  Cr,  Cr  //j  —  C  // 

I.         Ii  und   II.  Ii 

//—  *;  —  co .  oii  Ii—  c—  co .  011 

die  uns  bekannte  ZimmtsJiure  entspricht,  isl  zwar  vorläufig  noch 
nicht  mit  absoluler  Sicherheil  festzustellen,  doch  scheint  ihr  die 
Raumformel  I.  zuzukommen,  da  aus  dieser  allein  sich  diejenigen 
der  langer  bekannten  Bromzimmtsiiuren  ergeben.  Denn  nur  wenn 
Zimmtsaure 

Fig.  41*. 


ist,  so  entsteht  ein  Dibromur 


Fig.  115. 


Fig.  416- 


Fig.  187. 


welches  durch 
Drehung  über- 
gehen kann  in 


und  durch  Austritt  von  BromwasserslolT  die  Bromzimmtsäuren 


Digitized  by  Google 


Uber  die  räumliche  Anordnung  drr  Atome.  49 


Fig.  118.  Fig.  U9. 


zu  liefern  vermag.  Wenn  es  gelingen  sollte,  in  den  Bromzimmlsäuren 
die  Halogenatome  einfach  durch  Wasserstoff  zu  ersetzen,  ohne  durch 
Addition  bis  zur  PhenylpropionsJture  zu  gelangen,  so  würden  die  aus 
«ler  ZimmtsUure  dargestellten  Bromzimintsüurcn  ohne  Zweifel  eine 
Isozimmtsüure,  die  aus  der  Phenylpropiolsaure  gewonnenen  dagegen 
die  gewöhnliche  Zimmtsäure  geben.  Auch  hier  sind  neue,  in  meinem  La- 
boratorium  bereits  begonnene  Versuche  vonnölhen. 

§  42.    Die  der  Zimmlsaure  strueturisomere  Atropasiiurc 

( "(j  //;,  .C—CH-i  H —  C  —  // 

I  oder  1 1 

CO. OH  CJh.C.CO.OH 

liisM  geometrische  Isomere  nicht  erwarten.  In  der  Thal  haben  sich 
auch  die  zuerst  von  Lossen1)  entdeckte  «-Isa  tropasflure  und  die 
von  Fittig2)  neben  derselben  aufgefundene  (1-  Isatro  pasiiure  un- 
zweifelhaft als  Polymere  der  AtropasUurc  herausgestellt  und  sind 
untereinander  selbst  slructurisomer,  so  dass  sie  deshalb  hier  nicht 
in  Frage  kommen. 

§  43.  Die  Homologen  der  Zimmtsäure,  namentlich  die  Phenyl- 
krolonsäuren ,  lassen  geometrisch  Isomere  erwarten,  sind  aber 
von  Fittig  und  seinen  Schülern9)  nicht  in  dieser  Richtung,  sondern 
lediglich  auf  die  aus  ihnen  entstehenden  Laclone  untersucht  worden. 

d)  K  u  m  a  r  i  n  ,  Kumarinsäuro  und  K  u  m  ii  r  s  a"  u  r  e. 

§  44.  Das  Kumarin  und  seine  Homologen  lösen  sich  bekannt- 
lich in  Alkalilangen  zu  höchst  unbeständigen  Metallverbindungon  auf, 

Ij  l.iebig's  Annalen  138,  437. 
*)  Ebenda  «06,  35. 

3;  EbtMuh  tu»,  <n  11.  r. 

Al.hmJl  d.  K.  3.  U-coIIm*.  4.  W,-   XXIV  * 
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aus  welchen  durch   Siiuren,  und  zwar  schon  durch  Kohlensaure, 

die  Kumarine  unverändert  wieder  abgeschieden  werden.     R.  Willi- 

ajison'),  der  diese  Metallverbindungen  in  festem  Zustande  darstellte, 

fand  sie  entsprechend  der  Formel 

CH.Qlli.OM 
Ii 

CII.CO.OM 

zusammengesetzt.  Sie  sind  demnach  phenolbasische  Salzo,  denen 
durch  Kohlensaure  nicht  nur  das  an  Stelle  des  Phenolhydroxylwas- 
serslo(Talomes  stehende,  sondern  —  wie  oft  bei  den  Salzen  der 
y-  und  fMIydroxylsauren  —  auch  das  salzbasischc  Mclallalom  unter 
Laclonbildung  entzogen  wird: 

cii.cji.oNa  au;,,  Oll 

ii  +2//,o+2r;o2-2AT«//f;o3+  n  = 

cn.  co.  o  Na  cu  co  .on 

CII.C,llt 
'tNaHC03  +  II  ^0  +  //20. 


CIL  CO 

Durch  längeres  Erhitzen  mit  sehr  coneentrirter  Alkalilösung  oder 
durch  Schmelzen  mit  Ätzalkalien  gehen  diese  basischen  Mctallsalze 
der  Kumarin  saure  in  isomere  Verbindungen  Uber,  aus  welchen 
nur  stärkere  Mineralsäuren  die  Orthokumarsliu  ren2)  frei  machen. 
Letztere  geben  beim  Erhitzen  nicht,  wie  man  vermuthen  sollte, 
direel  wieder  Kumarin,  sondern  nur  wenn  man  sie  mit  rauchen- 
der Bromwasscrstolfsaure  in  die  Additionsproducte  verwandelt  und 
diese  durch  Wasser  zersetzt1). 

Firne. 4)  bemerkt  bei  dieser  Beobachtung:  »Diese  Reaction  ist 
»um  so  bemerkenswerther,  da  die  RUckvervvandlung  der  Orthoku- 
»marsüure  in  Kumarin  bis  jetzt  nur  auf  einem  Wege,  durch  Erhitzen 
»der  Acetylkumarsaure  auf  hohe  Temperaturen  gelungen  ist.  Es 
»ist  schwer,  sich  Uber  die  wasserentzichende  Wirkung  der  Brom- 
»wasscrstolTsäure  in  diesem  Falle  Rechenschaft  zu  geben,  da  wohl 
»kaum  anzunehmen  ist,  dass  das  Phenolhydroxyl  in  der  Kumarsaure 
»  vorübergehend  durch  Brom  ausgelauscht  wird.« 

\)  Journ.  of  the  Gliom.  Soc.  1875,  850. 

2)  Delalandr,  Liebig' s  Annalen  45.  334  :  Bleirtrki;,  ebenda  59,  4  83;  Firne, 
ebenda  526,  351. 

3)  Fittig,  ebenda. 

i)  Ebenda  Seile  35 i. 
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Diese  Verhältnisse,  ebenso  wie  die  zuerst  von  Prrkin')  auf- 
gefundene und  von  Fittig  und  Eberl2)  bestätigte  Isomerie  der  aus 
MethylUther-Salicylaldehyd  und  analogen  Aetheraldehyden  synthetisch 
dargestellten  Aelhylathcr-Orthokumarsäuren  mit  den  aus  den  Metall- 
derivaten der  Kumarine  und  Alkyljodüren  gewonnenen  Derivaten  der 
Kumarinsituren,  lassen  sich  in  der  Thal  abermals  wieder  nur  mit 
Hülfe  geometrischer  Betrachtungen  begreifen. 

§  45.  Für  die  KumarinsHure  ist  die  räumliche  Formel  durch 
den  ausserordentlich  leichten  Uebergang  in  ihr  inneres  Esteranhydrid, 
tlas  Kumarin,  gegeben:  die  beiden  sich  miteinander  so  leicht  anhydrisch 
verbindenden  Gruppen  müssen  auf  derselben  Seite  der  gemeinschaft- 

67/ 

liehen  Axe  des  Doppelsystems  ^  ,  demnach  plansymmetrisch  liegen, 
ahnlich  wie  die  Carboxylgruppcn  der  Maleinsäure  und  CitrakonsUure: 


Fig.  <30.  Fig.  <34. 


Kumarin  Kumarinsaurcs  Salz 


Die  Orthokumarsäure  dagegen,  welche  nach  dem  Ansäuern 
ihrer  Salze  nicht  wieder  in  Kumarin  Ubergeht,  wird  die  beiden 
Gruppen  in  centrisch-syramelrischer  Lage  enthalten.  Ihre  Bildung 
aus  Kumarin  beim  Erhitzen  mit  überschüssigem  Aetzkali  erfolgt  ent- 
weder durch  innermolekulare  Umlagerung,  oder  wird  durch  vorüber- 
gehende Addition  der  Elemente  des  Alkalis  veranlasst,  ahnlich  wie 


1)  Journ.  of  the  Chcm.  Soc.  <  877  t.  414  und  418. 

J)  Liebig's  Annaion  2t  6,  142  (ver«!.  auch  ebenda  226,  353. 
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Fumarsäure1)  und  Maleinsäure2)  dieselben  bei  langem  Erhitzen  auf- 
nehmen und  zu  Acpfelsilure  werden,  oder  wie  Fumarsüureestcr  und 
Maleinsaureester  NatriumHlhylal  binden  und  in  die  Aethylütheriipfel- 
säture3)  übergehen.  Aus  Fig.  131  entsteht  so  beim  Hinzutritt  von 
KOII: 

Fig.  4  33.  Fig.  133. 

#T«=rT   mCJLOX 


oder 


COOK 


worauf  nach  erfolgler  Drohung  die  Wicderabspallung  von  KOII  unter 
Bildung  von  kumarsaurcm  Salze  erfolgen  würde: 

Fig.  «35.  Fig.  4  38. 

*W  


geben  beide  =  KOII  -f- 


Kuinarsaures  Kalium 

§  IG.  Dass  in  der  Kumarsiiurc  die  Oxyphenvi-  und  Carboxyl- 
gruppe  sich  in  centrisch-symmetrischen  Lagen  befinden,  wird  durch 
den  Uebergang  in  Ku  marin  durch  Anlagerung  von  Brom  Wasserstoff 
und  dessen  Wiederabspaltung  vollauf  bestätigt.  —  Auf  den  Addilions- 
vorgang 


I)  Linnemann  und  Lovni.,  Liebig' s  Ann.ilen  I9i,  84. 
2}  van  tIIopp,  Her.  d.  ct.  cliem.  Ges.  18.  27  4  3. 

3)  Pumiie,  Journ.  of  llieaiem.  Sor.  1881  t.  34  \  unü  Bcr.  d.  d.  rliem.  Ges.  18, 
Ref.  536. 
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Fig.  IJ7.  Fig.  118. 


Kumarsaure 

wird  unter  dem  Eiuflussc  der  Tendenz  zur  Lactonbildung  die  Drehung 
der  Systeme  gegeneinander  stattfinden  : 

Hg.  II».  Fig.  MO. 


worauf  nach  so  geschehener  Fixirung  der  Lage  durch  Austritt  von 
11  Br  Kuinarin  entstellt: 


Fig.  Hl. 


Her  lürfolg  ist  der  gleiche,  wenn  hei  der 
Addition  das  Brom  in  die  «-Stellung  tritt. 


§  47.  Die  aus  dem  basisch  kumarinsauren  Natrium  durch  Alkyl- 
jodürc  entstehenden  «-Alkylathcr-Kumarsaurcn  (§  44  Seite  51)  sind 
selbstverständlich  die  Kuinarinsaurcdcrivalc 
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Fig.  U4.  Fig.  «43. 


«-Mcthvlather-kumarsaures 
Natrium,  besser:  Methyl- 
ather-kumarinsaurcs  Natrium, 


wogegen  bei  der  Kondensation  von  Methyl-Salicylaldehyd  mit  essig- 
saurem Natrium  dureb  die  Einwirkung  von  Acetanbydrid  die  /f-Methyl- 
ather-Kuniarsäure  oder  schlechtweg  MethylUlhor-Kumarsäure 
entsteht: 


Fig.  1*4.  Fig.  145. 


5.  Die  Umwandlungen  ungesättigter  Verbindungen  in  geometrisch 

Isomere  durch  Wärme. 

§  48.  Eine  grosse  Zahl  ungesättigter  Verbindungen,  welchen 
geometrisch  Isomere  entsprechen,  wandeln  sich  in  solche  um,  wenn 
sie  nur  genügend  lange  Zeit  auf  gewisse  Temperaturen  erwärmt 
werden,  ohne  dass  andere  chemische  Verbindungen  —  und  wäre  es 
auch  nur  in  sehr  geringer  Quantität  unter  fermentartiger  Wirkung  — 
hinzukommen. 
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Hierher  gehören  z.  B.  der  theilwcisc  Uebergang  von  Fumar- 
säure in  Maleinsäurcanhydrid,  von  Mcsakonsäurc  in  Citrakonsäurc- 
auhydrid  und  der  halogensubstituirten  Fumarsäuren  in  die  Anhydride 
ebensolcher  Maleinsäuren.  Analoge  Vorgange  sind  die  Umsetzung 
der  Isokrolonsäure  in  Krotonsäure  bei  180° — 190°,  der  Angelika- 
säure in  Tiglinsäurc  bei  derselben  Temperatur,  sowie  der  (tf-C.hlor- 
krolonsäure  in  die  /?-Chlorisokrotonsäure  bei  20slUndigcni  Erhitzen  auf 
150° — 100°.  Auch  die  UeberfUhrung  der  Methyläther-Kumarinsäure 
iu  Methylälher-Kumarsäure  erfolgt  auf  gleichem  Wege. 

Die  genannten  Vorgänge  sind  auf  innermolekulare  Umsetzungen 
durch  die,  alle  Bindungsenergien  vermindernde,  Wärmewirkung 
zurückzuführen,  sei  es  dass  dabei  ein  Platzwechsel  der  betreffenden  an 
C 

II  gebundenen  Radicale  direct  und  im  Sinne  der  Bildung  beständigerer 

Verbindungen  stattfindet,  oder  dass  sich  zeitweise  die  zweifache 
Bindung  beider  Kohlensloflatome  zum  Theil  so  weit  lockert,  dass 
unter  der  Wirkung  energischerer  Affinitäten  eine  Drehung  der  Systeme, 
darauf  der  l'ebertritt  des  dieselbe  nicht  veranlassenden  Radicales  an 
die  nascirende  Valenz  desselben  Kohlenstolfalomes  und  zuletzt  die 
Wiederherstellung  der  doppelten  Bindung  erfolgt.  t 

Wenn  z.  B.  Isokrolonsäure  in  Krotonsäure  übergeht,  so  würde 
dieser  Vorgang  im  ersten  Falle  dem  Schema 


Fig.  146.  Fig.  H7. 


entsprechen,  indem  Methyl  und  Wasserstoll'  ihre  Plätze  vertauschen ; 
im  zweiten  Falle  würden  die  in  folgenden  Bildern  ausgedrückten 
Zwischenstadien  durchlaufen  werden: 
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Fig.  U8.  Fig.  14».  Fig.  «50. 


Als  Ursache  der  Acndcrung  erscheint  hier  die  grössere  AfliuiUH  dos 
Methyl  zur  negativen  Carboxylgruppe.  Bei  dem  Uebcrgangc  von 
^ChlorkrotonsUure  in  Isochlorkrolonsliure  würde  allerdings  das  negative 
Chloratom  in  möglichste  Niihe  zur  C.O.OH  treten  —  vielleicht  unter 
dem  Einflüsse  des  HvdroxvkvasserstofJatomes,  welches,  wenn  man 
sich  die  Carboxylgruppe  ebenfalls  räumlich  zu  dem  Reste  vorstellt, 
in  ganz  besondere  Nahe  zu  der  Stellung  3  tritl. 

Der  Uebergang  der  Sauren  der  Fumarsäure -Configuration  in 
jene  der  MalcYnstturegruppc  ist  durch  ganz  analoge  Verhältnisse  wie 
bei  den  /M-hlorkrotonsliuren  bedingt  und  liegt  in  der  Tendenz  zur 
Anhydridbildung,  welche  nur  an  den  Sauren  mit  plansymmetrischer 
Lage  der  Carboxylgruppcn  möglich  ist.  Die  Keaclion  erfolgt  hier  erst 
bei  wesentlich  oberhalb  200°  liegenden  Temperaturen,  welche  die- 
jenigen der  Anhydrisirung  der  Maleinsauren  an  Höhe  übertreffen. 
Wird  durch  Erwärmung  die  zweiwerthige  Bindung  vorübergehend  so- 
weit gelockert,  dass  eine  Drehung  der  Systeme  erfolgen  kann,  so 
folgt  auf  den  Eintritt  correspondirender  Stellung  der  Carboxylgruppcn 
—  gleichgiltig  ob  dieselbe  die  Folge  überwiegender  Aflinitatswirkungen 
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oder  blosser  Wäruieslösse  ist  —  sofort  die  Anhydridbildung  und 
damit  die  Fixirung  der  Systeme  in  der  entsprechenden  Lage. 

Die  Aenderungen  der  Configuralion  bei  höherer  Temperatur 
treten  auf  diese  Weise  in  volle  Analogie  zu  den  auch  sonst  nicht 
abzulehnenden  Aenderungen  der  Constitution  chemischer  Verbindungen 
durch  innermolekulare  Umseizungen,  wie  sie  z.  B.  bei  dem  Uebergange 
optisch  acliver  Modificationen  organischer  Verbindungen  in  die  nach 
entgegengesetzter  Richtung  drehenden  oder  in  die  inacliven  statt- 
finden müssen. 

B.  Wirkungen  der  räumliohen  Lagernngs Verhältnisse  der  Atome  bei 
drei-  and  mehrfachen  Kohlenstoffsystemen. 

1.  Der  gleichzeitige  Anstritt  von  Metalihaloiden  und  Kohlensäure  aus 
den  Salzen  halogensubstituirter  organischer  Säuren. 

§  49.  Den  Arbeiten  Fittiu's  und  seiner  Schüler  verdanken 
wir  den  Nachweis  der  grossen  Häufigkeit  und  das  eingehende  Stu- 
dium einer  Reaction,  deren  erste  Entdeckung  Kbkule1)  gelegentlich 
seiner  Untersuchungen  Uber  ungesättigte  Säuren  machte,  indem  er 
den  Zerfall  der  neutralen  citradibrombrenzweinsauren  Salze  in  Brom- 
metall, Kohlensäureanhydrid  und  Brommethakrylsäure  fand. 

Fittiu  sah  zu  seiner  Ueberraschung  analoge  Zersetzungen  an  den 
Neutralsalzen  zahlreicher  anderer,  auch  einbasischer,  bromsubstitu- 
irter  Säuren  ablaufen  und  machte  darauf  aufmerksam,  dass  diese 
Reaction  von  der  Stellung  des  austretenden  Bromatoms  zur  Carb- 
oxylgruppe  abhängig  sein  muss.  Seine  Annahme,  dass  beide  an 
das  gleiche  KohlcnstotTalom  gebunden  seien,  das  Brom  sich  also  zum 
Carboxyl  in  der  «-Stellung  befinde,  wurde  bedingt  einmal  durch  die 
theoretische  Wahrscheinlichkeit ,  dass  zwei  Radicale  namentlich 
dann  sich  stark  beeinflussen,  wenn  sie  im  Moleküle  möglichst 
benachbarte  Orte  einnehmen,  andrerseits  aber  durch  die  damals  all- 
gemeine Deutung  der  bei  137"  schmelzenden  Bromhydrozimmtsäure 
als  der  «-Säure.  Diese  Ansicht  macht  es  freilich  nothwendig,  in 
vielen  Fällen  eine  innermolekulare  Verschiebung  von  WasserstofT- 
alomen  am  KohlcnstolTkerne  anzunehmen,  wie  z.  B.  bei  der  Bil- 
dung von  Styrol  aus  der  Bromhydrozimmtsäure 


I)  Licbig's  Annalcn,  Supplcmcntband  2,  98. 
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Cti  lh 

i  CJl, 
Cih  i 
l  =  An  ilr  4-  COi  -f  Cll 

Cll  llr  l 1 

i  Cih 
CO.ONa 

BromhydrozimmlStiure  Styrol 
Gegen  diese  Deutung  führte  zuerst  Erlenmeyer  ')  schwer  wie- 
gende Gründe  ins  Feld,  welche  jedoch  Fittiu2)  nicht  als  entschei- 
dend anerkannte,  obgleich  er  zugab,  dass  die  Erlenmeyer'scIio  An- 
sicht gerade  für  die  Entstehung  des  Styrols  den  grossen  Vorzug  be- 
sitze, eine  Ortsündcrung  dos  Wasserstoffs  unnOlhig  zu  machen: 

Cü  Hs 

I  CJh 
Clllir  I 

I  ^NaBr-\-  6'ü2  +  Cll 

Cih  » ' 

I  Cih 

CO.ONa 

Er  erklärte  die  Frage  nach  der  Constitution  der  analog  zer- 
falleuden  Säuren  als  eine  noch  offene,  wendete  sich  aber  bei  seiner 
Kritik  der  Gründe  Erlbnmeyer's  eigentlich  nur  gegen  die  wenigst 
beweiskräftigen  und  bezeichnete  gerade  den  wichtigsten  —  die  Ent- 
stehung des  angeblichen  «-,  in  der  Thal  aber  ^-Chlorstyrols  aus  dein 
Dichlorür  des  Acetophenonradicales  —  als  nicht  stichhaltig.  Nun 
aber  verläuft  dieser  Process  genau  wie  die  Ueberführung  des  Ace- 
tons in  ^-Chlorpropylen 

Cih  cih        cih  cih 

I  III 

CO-\-PCh=l>0Ch  +  CCh    und  CCh=:HCl+Ca 
I  I  I  II 

Cih  Cih         cih  cih 

Das  vermeintliche  «-Chlorstyrol  inuss  deshalb  ^-Chlorstyrol  sein: 

Cn  lh  C«  lh  Cq  Ih  Cß  lh 

I  III 

CO+PCh=zVOCk-\-  CCh    und    CCl2  =UCl-\-  CCl 
l  I  I  Ii 

Cih  Cih  cih  Cih 

Seit  jener  Zeit  sind  einige  Thalsachen  bekannt  geworden,  welche 

1}  Der.  d.  il.  ehem.  Ges.  12,  « 607. 
2)  Licbig's  Annalen  200,  87. 
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entschieden  darlhun,  dass  mit  dem  Metall  des  Neulralsalzes  gerade 
ein  ^ständiges  Halogenatom  austritt. 

Wallach1)  zunächst  fand,  dass  die  Salze  der  aus  Chloralid  bei 
der  Rcduction  mit  Zink  und  Salzsäure  entstehenden  /9-Dichlor- 
akrylsUure  sich  in  der  Wärme  unter  Kohlensaureentwickclung  in  Chlor- 
metall  und  Chloracetylen  zersetzen: 

CCk 

H  cci 
ch     =  NaCi-\-co2-\-m 

l  67/ 

CO.ONa 

und  nach  Otto  und  Beckurts2)  entsteht  aus  der  Dichlordimcthyl- 
bernsteinsUure  durch  Kochen  ihrer  Salze  die  Chlorliglinsaure.  Pas 
kann  aber  nur  geschehen,  wenn  das  austretende  Chloratom  zu  der 
sich  abspaltenden  Kohlensaure  die  /S-Slcllung  inne  halte: 

CO  .  OK 

i  ah. ca 

cih.c.a  " 

l  =  A'67  +  6'02+  67/3.6 

67/3.6\67  i 

l  COOK 
CO .  OK 

Ucbrigens  wurde  schon  vorher,  und  zwar  im  FiTTic'schen  Labo- 
ratorium, eine  zu  gleichem  Schlüsse  fuhrende  Thatsache  durch  Petri  :t) 
aufgefunden.  Nach  Diesem  verwandelt  sich  die  Tribrombernslcin- 
saure  schon  beim  Kochen  ihrer  wassrigen  Lösung  in  eine  Dibrom- 
akrylsäure,  welche  gemäss  ihrer  Entstehung  aus  Mucobromsaure  nur 
die  «-/2-Dibromakrylsäure  sein  kann.  Auch  hier  muss  demnach  mit 
dem  Carboxyl  ein  zu  diesem  in  der  ^-Stellung  befindliches  Brom- 
atom entfernt  werden: 

60.0//  60, 
I 


CHBr  CUDr 
l         =  HBr-\-  M 
CBr2  Clir 
t  l 
CO. OH  CO. OH 


0  Licbig's  Annalcn  203,  88. 

2)  Ber.  d.  d.  ehem.  ücs.  18,  853 — 856. 

3)  Liebig's  Annalcn  195,  70. 
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Wie  fest  sich  diu  Meinung  gesetzt  halte,  dass  hei  derartigen 
Hcactioncn  die  «-ständigen  Halogcnutome  bcthciligl  seien,  zeigt  die 
schon  erwähnte  Arbeit  C.  Kolbes1),  welcher  das  bei  Zersetzung  des 
Nalriumsalzcs  des  Krotonsauredibromilrs  gebildete,  bei  59°  siedende 
Brompropylen  als  /f-Brompropylen  bezeichnet.  Es  kann  nun  aber 
gar  nicht  zweifelhaft  sein,  dass  das  längst  bekannte,  aus  Bromace- 
tol  (CB9.  CBri.CUi)  entstehende  Isomere  von  47° — 48°  Siedepunkt 
das  wirkliche  ^-Brompropylen,  das  bei  59° — 60°  siedende  dagegen 
«-Brompropylen  ist.  Damit  spricht  denn  auch  C.  Kolbe's  Beobach- 
tung wieder  für  die  Belheiligung  des  ^-ständigen  Halogeuatomes  an 
der  Heaclion : 

Ol*  Cll, 
i  i 

CHßr  Cll 
I  —NnBr +  C02  +  II 

Cll  Ii r  CUlir 
I 

6'O.OJVa 

Da  meines  Wissens  in  der  Thal  kein  einziges  Beispiel  existirt,  wel- 
ches auch  nur  mit  heute  noch  gewichtigen  IMausibilitatsgründen  die 
KiTTiG'sche  Ansicht  unlerslützte,  so  muss  angenommen  werden,  dass 
es  ganz  allgemein  gerade  die  /^-Stellung  ist,  welche  den  Eintritt  der 
fraglichen  Zersetzung  ermöglicht. 

§  50.  Dieser  in  der  That  ohne  Platzwechsel  von  WasserstofT- 
alumen  stattfindende  Verlauf  verliert  seine  überraschende  Eigenlhüni- 
lichkeit  vollkommen,  wenn  man  ihn  an  Hand  der  entwickelten  Theorie 
geometrisch  verfolgt ;  es  ist  dabei  nur  erforderlich,  die  Lageruugs- 
verhaltnisse  der  Elementaratome  auch  eines  dritten  KohlenstolFaloms 
mit  in  Betracht  zu  ziehen. 

Wird  eine  ^-halogensubstituirte  Saure,  z.  B.  die  Phenyl-^-Brom- 
propionsäure,  in  ihr  Alkalisalz  verwandelt,  so  muss  unter  dem  Ein- 
flüsse der  besonders  starken  chemischen  Anziehung  zwischen  Halogen 
und  Metall  die  möglichste  räumliche  Annäherung  der  beiden  Elemente 
im  Sinne  von  Fig.  153  eintreten: 


I)  Journ.  f.  prakt.  Cbem.   2]  ib,  31»*. 
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Die  Entfernung  der  beiden  Bindestellen 
4  und  1",  welche  hauptsachlich  in 
Frage  kommen,  ist,  wenn  die  gemein- 
schaftlichen Axen  der  beiden  Doppel- 
systeme /. //  uud  II.  III  in  eine,  und 
auch  jene  Bindestcllen  in  dieselbe  Ebene 
fallen,  nur  um  ein  Geringes  grösser  als 
diejenige  der  correspondirenden  Stellen 
eines  Doppelsystems,  denn  beide  ver- 
halten sich  zu  einander  wie  1 ,023 : 1 . 
Tritt  dagegen  durch  die  Affinität  zwi- 
schen dem  Halogen  und  dem  Metall  die 
in  §  1 2  erwlihntc  Neigung  der  Axen  oder 
Aenderung  der  Anziehungsrichlungen 
ein,  so  kann  die  Annäherung  von  4  zu  \"  eine  noch  grössere  werden. 
Da  übrigens  das  Melallntom  nicht  dircel,  sondern  durch  Vermittelung 
eines  Sauerstoflalomes  dein  Kohlenstoff  angelagert  ist,  so  wird  die 
Entfernung  vom  Halogenatome  sich  in  jedem  Falle  auf  einen  sehr 
geringen  Betrag  reduciren,  und  die  chemische  Einwirkung  beider  auf 
einander  um  so  leichter  zu  ihrer  Vereinigung  und  ihrem  Austritte  aus 
dem  Moleküle  fuhren,  fn  dem  Augenblicke,  wo  dies  geschieht,  nascirt 
die  vorher  metallbindende  Valenz  des  Sauerstoflalomes  und  sättigt 
sich  unter  Lösuug  der  Bindung  zwischen  den  Stellen  4'  und  4"  durch 
die  vierte  Valenz  des  Kohlenstoflatomes  ///,  so  dass  Kohlensaure  frei 
wird  und  gleichzeitig  unter  Vereinigung  der  frei  gewordenen  Stellen 
4  und  4"  die  ungesättigte  Verbindung  —  hier  Styrol  —  entsteht. 
Fig.  153  geht  dadurch  Uber  in 

Fig.  15*. 


-f-  Na  llr. 
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§  51.  Die  Leichtigkeit,  mit  welcher  solche  Zersetzungen  ein- 
treten, ist  eine  ausserordentlich  verschiedene.  So  Finden  sie  an  den 
Salzen  der  Phenyl-/?- Brompropionsäure,  Phenyl-rc-/?-Dibrompropion- 
säure,  der  Bromwasserstoff-  und  Brom-Additionsproducle  der  Tiglin- 
siiiire,  Aethylkrotonsäure  und  der  Citrakonstture  schon  bei  gewöhnlicher 
Temperatur  statt,  während  sie  sich  bei  den  a-/2-dibrombuttersauren 
Salzen  selbst  auf  dem  Wasserbade  nur  langsam  vollenden.  Zweifel- 
los sind  hier  die  mit  den  KohlenslofTatomcn  verbundenen  Reste  und 
ihr  Einfluss  auf  die  Lagerungsverhaltnisse  von  ursächlicher  Be- 
deutung. In  einigen  Fallen  kann  man  sich  vom  Boden  der  entwickelten 
Theorie  aus  davon  Rechenschaft  geben. 

So  lässt  sich  z.  B.  der  Unterschied  in  dem  Verhalten  des  Zimmt- 
siiuredibromilrs  und  Krotonsliuredibromiirs  darin  erkennen,  dass  beim 
ersteren  die  zum  Zerfall  führende  Configuration  Fig.  153 

Fig.  155. 


die  unbedingt  bevorzugte  ist,  während  bei 
dem  Krotonsäuredibromür  die  entsprechende 
Figur  156  infolge  der  stark  positiven  Natur 
der  Methylgruppe  und  ihrer  Wirkung  auf  das 
«-ständige  Bromalom  mit  der  nicht  zu  jener 
Zersetzung  geeigneten  Lage  Fig.  157  zu  con- 
curriren  hat: 

Fig.  «57. 


Fig.  156. 


§  52.  Neben  der  Abspaltung  von  Ilalogenwasserstoff  oder  Halogen- 
metall und  Kohlensäure  aus  den  Molekülen  der  /?-substituirtcn  Säuren 
und  ihrer  Salze  laufen  sehr  häufig  andere  Vorgänge  —  Parallel- 
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processe  —  ab,  welche  —  da  sie  ebenfalls  in  den  raumlichen 
Lagerungsvcrhaltnissen  ihre  Erklärung  finden  —  noch  besondere  Be- 
sprechung erfordern.  Oft  kann  durch  Aenderung  der  äusseren  oder 
der  chemischen  Bedingungen  der  eine  dieser  gleichzeitigen  Vorgange 
so  beträchtlich  zurückgedrängt,  der  andere  so  befördert  werden, 
dass  nicht  selten  geradezu  eine  Umkehr  der  Verhaltnisse  eintritt. 

Ganz  allgemein  ist  die  Erscheinung,  dass  der  Austritt  von  Kohlen- 
saure am  leichtesten  oder  überhaupt  nur  in  neutralen  oder  höchstens 
kohlensaures  Alkali  enthaltende  Lösungen  vorsieh  geht,  wahrend  die  freien 
,5-halogensubstituirten  Säuren,  oder  ihre  Salze  bei  Anwesenheit  Uber- 
schüssigen  Aetzalkalis  sich  vorwiegend  in  anderer  Richtung  zersetzen. 

Wahrend  z.  B.  eine  mit  Soda  schwach  übersättigte  Lösung  von 

/*-Bromhydrozimmtsäure  in  weitaus  überwiegender  Menge  (65%,)  in 

Slyrol  übergeht'), 

Q  lh  Q  Ih 

I  l 

67/  Br  =  Na  Br  +  CO,  +  Cll  , 

I  II 
Clh.CO.ONa  67/2 

nebenbei  nur  etwa  5%  Zimmtsaure  liefert 

6«  H:>  C6  Ih 

I  I 

2  CHItr  4-  Na*  CO,  =  2  Na  Iir  +  C02  -f//2ö+2  CII 
I  Ii 

Clh.CO.ONa  CII.CO.ONa 

und  der  Rest  zu  Phcnylmilchsäurc  wird 

Q  Hi  C6  Ih 

i  Ii 

2  67/ Br  _|.//20-f-i\rflJ6,Os=2A'fl/?r-f602+  2  67/.  0// 

CH2.CO.ONa  CHt.CO.ONa 

so  werden  beim  Kochen  der  freien  Saure  mit  Wasser  38  —  40%  in 
Zimmlsaure  und  ca.  60  %  in  Phenylmilchsaure  verwandelt,  und  beim 
Erhitzen  ihres  Salzes  mit  alkoholischer  Kalilösung  fast  die  Hälfte  in 
Zimmtsaure  und  der  Rest  in  Styrol  übergeführt. 

Es  beruht  dies  einzig  und  allein  auf  den  ganz  verschiedenen 
bevorzugteren  Konfigurationen  der  freien  Säure  und  ihrer  Salze.  Unter 
den  drei  Lagen  der  Systeme  in  der  freien  Saure 


I)  KiTTtc  und  Bimmen,  Liebig's  Annalen  195,  136.  137. 
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Fig.  188.  Fig.  IM».  Fig.  1«0. 


sind  die  begünstigercn  sicherlich  die  in  Fig.  158  und  Fig.  159  dar- 
gestellten, welche  beim  Abspalten  von  Bromwasserstoff  Zimmtstturcn 
liefern,  wogegen  Fig.  160  —  aus  welcher  allein  der  gleichzeitige 
Austritt  von  Hlir  und  (I0t  und  die  Bildung  von  Styrol  abgeleitet 
werden  kann  —  die  weit  weniger  begünstigte  ist.  Geradezu  umge- 
kehrt wird  das  Verhliltniss  bei  dem  Natriumsalze.  Sind  endlich  noch 
freie  Aet/alkalimolekulc  vorhanden,  so  wird  hiinlig  das  Bromatom  durch 
ein  solches  eliminirt  und  ein  «-ständiges  Wasserstoflatom  durch  die 
Hydroxylgruppe  noch  mit  abgespalten  werden,  ehe  das  Bromatom  mit  dem 
Metall  des  Salzes  auszutreten  vermag,  und  der  Rest  wird  sich  zu  Zimmt- 
säure  schliessen.  Ist  das  Halogen  —  gleichgültig  ob  bei  Umsetzung  mit 
Wasser  oder  mit  Alkali  (im  letzteren  Falle  aus  Fig.  1 60)  —  einmal  durch  Hy- 
droxyl  ersetzt,  so  unterbleibt  die  Bildung  einer  ungesättigten  Verbindung. 

Auf  ganz  analogen  Verhallnissen  beruhen  die  Parallelzersctzun- 
gen  der  DibromhydrozimmtslUire.  Die  aus  der  Addition  von  Brom 
an  Zimmlsäurc  (vergleiche  §  41)  unmittelbar  hervorgegangene  Con- 
(iguration  Fig.  161  ist  in  ganz  besonderem  Grade  schlecht  begün- 
stigt, dagegen  unterscheiden  sich  Fig.  1 62  und  Fig.  1 63  bei  weitem  nicht 
in  dem  Maasse  zu  Ungunsten  der  letzteren,  wie  Fig.  160  gegen  Fig.  159: 

Fig.  161.  Fig.  16S.  Fig.  168. 
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Infolge  dessen  entsteht  schon  aus  der  freien  Dibromhydrozimmtsaure 
sehr  viel  «-Bromstyrol.  Nach  ihrer  Ueberführung  in  Ncutralsalz  ist 
letzteres  fast  das  einzige  Product,  weil  dann  die  Lagerungsverbalt- 
nisse  Fig.  163  selbst  vor  Fig  162  ganz  wesentlich  bevorzugt  sind. 
Wird  dagegen  ein  Bromatoni  durch  überschüssiges  Aetzkali  heraus- 
genommen, so  verbindet  sich  gleichzeitig  ein  Wasserstoflatom  mit  dem 
Hydroxyl  und  es  entsteht  «-Bromzinimtsäure  aus  Fig.  162,  ^-Brom- 
zinimtsäure  aus  Fig.  163. 

Im  Allgemeinen  ahnlich  in  Bezug  auf  die  Ausbeuten  an  den 
Producten  der  Parallelprocesse  verhalt  sich  nach  C.  Kölke  die  tt-{i- 
Dibrombultersäure  aus  Krotonsäurc,  je  nachdem  ihre  Losung  in 
freiem  Zustande,  oder  in  Form  ihrer  neutralen  Salze,  oder  endlich 
bei  Gegenwart  von  freiem  Alkali  erwärmt  wird.  Ein  Unterschied 
gegenüber  den  Zimmlsäurederivalen  jedoch  tritt  insofern  hervor,  dass 
im  letzteren  Falle  gar  kein  Brompropylen  entsteht.  Es  hat  dies 
augenscheinlich  darin  seinen  Grund,  dass  das  Alkali  unter  Bildung 
von  «-Broraisokrolonsiiurc  bereits  gewirkt  hat,  ehe  die  tröge  verlau- 
fende Abspaltung  von  Kohlensaure  einen  irgendwie  nennenswerthen 
Betrag  erreichte  (vergleiche  §  38  und  51). 

§  53.  Die  Salze  geometrisch  isomerer  ^-halogen- 
substituirter  Sauren  werden  im  Allgemeinen  bei  der 
Abspaltung  von  Chlornietall  und  Kohlensaure  auch 
geometrisch  isomere  ungesättigte  Verbindungen  bilden 
müssen. 

Obwohl  dieser  Salz  systematisch-experimenteller  Prüfung,  mit 
welcher  ich  beschäftigt  bin,  noch  bedarf,  so  sind  doch  einzelne  ihm 
entsprechende  Thatsachen  bereits  bekannt. 

Die  Halogcnaddilionsproductc  der  Gitrakonsaurc  und  Mcsakon- 
saure,  welche  zu  den  unter  Kohlensaureentwickelung  leicht  zerfal- 
lenden Verbindungen  gehören,  liefern  beim  Kochen  mit  Wasser  und, 
sobald  sie  mit  Soda  neutralisirt  werden,  schon  bei  gewöhnlicher 
Temperatur  halogensubstituirle  Methakrylsauren.  Aus  der  (iitradi- 
brombrenzweinsaure  wurde  nur  die  bei  62° — 63°  schmelzende  Brom- 
methakrylsaure,  aus  Mesadibrombrenz weinsaure  neben  «lieser  noch 
die  Isobrommethakrylsaure  (Schmelzpunkt  65° — 66°)  erhalten. 

Die  Verwandlung  der  Citrakonsaure,  resp.  Citradibrombrenzwein- 
säure  findet  in  den  folgenden  Phasen  statt: 

Abfc.odl.  i.  K.  S.  üw.INch.  d.  Win«.  XXIV.  5 
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Fig.  16<.  Fig.  16.-,.  Fig.  <66.  Fig.  167. 


Mosakonsaure  Mesadibrombrenzweinsilure  Isobrominethakrylsiuir 


Wenn  bei  der  lelztercn  Zersetzung  etwas  Hrommcthakrylsaure 
mil  entsteht,  so  wird  «lies  durch  die  grossere  Stabilität  derselben, 
d.  Ii.  durch  die  überwiegende  Verwandtschaft  des  Broms  zum  Methyl 
veranlasst  werden  können,  welche  einen  innermolekularcn  Platzwechsel 
im  Sinne  der  folgenden  Figuren  veranlasst.  Aus  Fig.  170  wird  im 
Moniente  des  Austrittes  von  Sa  Hr  -\-  (Iii, 


Fig.  172.  Fi«.  173.  Fig.  17*. 
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Der  bei  beiden  Zersetzungen  reichlich  auftretende  Propyluldehyd 
aber  entsteht  durch  nochmalige  Abspaltung  von  Na  Itr  -j-  6"Ö2  unter 
Mitwirkung  der  Elemente  eines  Molekules  Wasser,  wiihrcnd  ohne 
die  letztere  Allylen  resuUirt,  welches  Friedrich1)  unter  den  Produc- 
ten  der  Einwirkung  von  Alkalien  auf  Hrommelhakrylsaure  nachwies. 
Fig.  172  wird  zu  Nalir-\-C02  + 


Fig.  175.  Fig.  176. 


Propylaldehyd 


2.  Die  Bildung  der  Lactone  und  der  Anhydride  zweibasischer  Säuren. 

§  54.  Zu  den  auf  geometrischen  Gründen  beruhenden  Reac- 
tionen  gehören  ohne  Zweifel  auch  die  eigentümlichen  Wirkungen 
zwischen  solchen  Elementen,  welche  am  gesiUtigten  Kohlensloffkerne 
sich  in  der  sogenannten  ^-Stellung  zu  einander  befinden2).  Wenn 

t)  Liebig's  Annalen  103,  359. 

i)  Vergl.  Hjklt,  Ber.  d.  d.  ehem.  Ges.  15,  630. 
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dieselben  sich  chemisch  slark  anziehen,  so  wird,  eventuell  unter 
Drehungen  der  vier  Kohlensloflsystcme,  die  Configuration  Fig.  179 
eintreten: 


Pig  179. 

H 


y-brombuttersaures  Natrium. 


Die  in  Frage  kommenden  Stellen  rücken  einander  hier  ganz  beson- 
ders nahe,  so  dass  ihre  Entfernung  nur  noch  0,667  von  derjenigen 
der  correspondirenden  Bindestellen  eines  Doppelsystemes  betragen 
kann.  Die  energischen  chemischen  Wirkungen  zwischen  den  diese 
Stellen  besetzenden  Uadicalen  sind  dadurch  vollkommen  verständlich. 
So  existiren  z.  B.  die  Salze  der  ^-ha logensubsti  tuirlen  Sauren 
schon  bei  gewöhnlicher  Temperatur  nicht,  da  die  Configuration 
Fig.  179  für  sie  die  weitaus  bevorzugtere  ist.  Das  Halogenatom 
vereinigt  sich  mit  dem  in  seiner  nächsten  Nähe  befindlichen  Metall 
und  das  Sauersloflatom  tritt  mit  der  zweiten  Valenz  an  seine  Stelle. 

Die  freien  y-Hvdroxylsiiuren  dagegen  zerfallen  nicht  alle  sofort 
von  selbst  in  Wasser  und  Lacton.  Für  die  y-Oxybutters8ure 
z.  B.  wird  die  bevorzuglere  Lage  an  sich  die  in  Fig.  180  darge- 
stellte sein: 
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F,8-  ,8°-  Nur  infolge  der  Wärmeslösse 

tritt  —  namentlich  schnell  beim 
Aufkochen  der  Lösung  —  die 
Hydroxylgruppe  des  Systems 
IV  zeitweise  iu  Nachbarschaft 
zum  Säurehydroxyl  des  Sy- 
slemcs  III  und  es  ündet  dann 
unter  Wasseraustritt  die  Esler- 
bildung,  hierdurch  aber  die 
Fixirung  der  Lage  statt. 
Ist  eines  der  WasserstofT- 
qB  atome  in  System  I  dagegen 
durch  ein  negatives  Radical, 
z.  B.  durch  Carboxyl  ersetzt 
—  wie  in  der  Ilamalsäure, 
so  muss  die  zur  Lactonbildung 
fuhrende  Configuralion  sich 
viel  leichter  einstellen,  da 
CO  .  Oll  zu  //  des  Systeme«  I 
in  möglichste  Nähe  treten  wird.  Solche  y-Oxysäurcn  zerfallen  schon  bei 
gewöhnlicher  Temperatur  in  Wasser  und  Lactonc,  resp.  Laclonsäu- 
ren;  die  Itamalsäure  z.  B.  wird  schon  beim  Ansäuern  ihrer  Lösun- 
gen sofort  zu  Parakonsäure: 


CO. Oll 


H 


II —  C—C —  // 


CO.  Oll 

II 


Oll    ="*0  + 


// 


c 

I 

// 


Oll 

C  —  O 


0 

//  _  C—(;~o 
I 

II 


Diatercbinsäure  zu  Terebinsäure  u.  a.  m. 

§  55.  Analog  der  Lactonbildung  geht  die  Anhydridbildung 
solcher  mehrbasischer  Säuren  vor  sich,  welche  zwei  C.arboxylgrup- 
pen  an  benachbarten  Kohlenstolfalomen,  die  Hydroxylgruppen  der- 
selben also  in  ^-Stellung  zu  einander  enthalten.  Die  zur  Anhydrid- 
bildung fuhrende  Conliguration  ist  allerdings  hier  nicht  die  begUn- 
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stigtere,  sondern  nur  die  zeitweilige  Folge  von  Warmestössen  (vergl. 


So  ist  die  Bernsleinsäure  z.  B.  bei  gewöhnlicher  Temperatur 
sicherlich 

Fiß.  4  8).  Fig.  4  82. 

fff 


und  wird  erst  beim 
Erhitzen  theilweise  zu 


oder: 


Fig.  4  83. 


Ist  die  Anhydridbildung  in 
dieser  Lage  einmal  vollzogen, 
so  kehren  die  Systeme  in  die 
an  sich  bevorzugtere  Con- 
(iguration  nicht  zurück,  da 
die  neue  jetzt  fixirt  ist  und  erst 
dann  wieder  durch  Drehung 
verändert  werden  kann,  wenn 
die  Schliessung  des  Ringes 
durch  Hydratbildung  gelöst 
wurde. 


§  56.  Die  Umstände  bei  der  Entstehung  der  u- Lac  ton  sau- 
ren finden  durch  die  geometrischen  Verhaltnisse  gleichfalls  ihre  Er- 
klärung. 

Wenn  fünf  zu  einfacher  Kette  verbundene  Kohlenstoffatom-Sy- 
steme mit  je  einem  Badicale  der  beiden  endstandigen  besonders  an- 
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ziehend  auf  einander  wirken,  so  Irrten  die  t  * »t  i lsjm >iulii enden  Binde- 
stellen fast  in  Berührung.  Hei  Aendei  ungcu  der  f.onligut  nlinn  durch 
WaruiestÖsse  und  dadurch  htnlin^le  Drehungen  der  Systeme  wird 
jene  Lage  zeitweilig  auch  dann  eintreten,  wenn  sie  nicht  die  be- 
vorzugtere ist.  und  es  nmss  mit  erhöhter  Temperatur  ''in«'  ohne 
dieselbe  ausbleibende  Heaetion,  /..  B.  K>leranh\dridbiUlung  der  «1-Lac- 
tone,  stattfinden  können.  Diese  Conliguration  ist  aus  rig.  1  Si  er- 
sichtlich. 


Fil-,  i<; 


Sie  setzt  wie  die  übrigen  Figuren  \oraus,  da.-s  die  \ier  Binde- 
stcllen  gegen  den  Mittelpunkt  des  Kohlenstotl'atomes  gleii'hwerlhige 
Lagen  besitzen.  In  diesem  Talle  hclindcu  >i<h  die  gemeinsamen 
Bindestellen  siimmtlieher  und  die  für  die  Laclonbildung  in  Betracht 
kommenden  eoi Tespondirenden  der  endstüiubgen  Kohlenslotl'alome 
auf  einein  Kreise,  dessen  ltudiu>  mcIi  zur  Knlfernuni;  einer  Binde- 
slelle  vom  .Mittel[nmkle  f.',:''  \erh.'ilt  wie  1,11  i  L  Die.  übrigen 
in  Betracht  kommenden  Abslande  li.iben  dann  folgende  relativen 
Werthc : 


72 


Johannes  Wislicems, 


Entfernung  der 

z.  B. 
Linie 

A 

H 

C 

D 

Bitidestellon  vom  Mittelpunkte  des  Kohlenstoffatoms 

C  .  u 

i,000 

0,612 

0,500 

0,375 

Bindeslellen  des  einfachen  Systems 

n.b 

1,633 

( ,000 

0,8t" 

0,612 

Mittelpunkte  zweier  KohlcnstofTatomc 

2,000 

1 ,225 

t,000 

0,705 

Corrcspondircnde  Bindeslellen  des  Doppelsystems 

b.d 

4,067 

1,633 

1,333 

t,000 

»                    »des  dreifachen  Systems 

c  .d 

2,724 

t,66< 

t,36t 

t,022 

»                   »      des  vierfachen  Systems 

c .  e 

1,779 

1,089 

0,890 

0,667 

»                   »      des  fünffachen  Systems 

cf 

0,181 

0,111 

0  091 

0,068 

Die  bei  reffenden  Bindestellen  rücken  sich  bei  dem  fünffachen  Sy- 
steme allerdings  so  nahe,  dass  ein  mit  beiden  vereinigtes  Sauerstoff- 
alom  in  dem  Zwischenräume  cf  keinen  Platz  haben  wird.  Die  Ent- 
fernung der  Bindeslellen  der  Kohlenstolfatome  vom  Mittelpunkte  ist 
in  den  Constructioncn  der  Abbildungen  nämlich  nicht  als  Entfernung 
der  Mittelpunkte  der  an  dieselben  angelagerten  Atome,  sondern  als 
Entfernung  der  Begrenzungsflächo  der  Kohlenstolfatome  gedacht.  Der 
wirkliche  Absland  der  Mittelpunkte  zweier  direel  mit  einander  ver- 
bundener Kohlenstoffatomo  ist  demnach  doppell  so  gross  (C,  Cu). 
Wenn  auch  die  Grössen  der  Elementaratome  nicht  alle  gleich  sein 
werden,  so  dürften  sie,  namentlich  diejenigen  des  Kohlenstoffs 
und  Sauerstoffs,  doch  nicht  in  dem  Grade  von  einander  ver- 
schieden sein,  wie  c  f  von  6  c.  Es  folgt  daraus,  dass  die  Lage  der 
fünf  Kohlenstoffatome  eines  <)-Lactones  nicht  die  in  r'ig.  184  darge- 
stellte bleiben  kann,  sondern  dass  sich  durch  Eintritt  von  O  zwischen 
die  Bindestellen  c  und  f  entweder  der  Kreis  gewaltsam  erweitert, 
oder  die  Bindestellen  a,  b,  c,  (/  und  f  aus  der  Ebene  des  Kreises  nach 
iheilweise  entgegengesetzten  Bichtungen  heraustreten.  Bei  der  Bildung 
der  y-Lactone  würde  diese  von  Spannungszuslanden  innerhalb  des  Mole- 
kules  begleitete  Vergrößerung  der  die  Bindestellen  verbindenden  Curvc 
nicht  erfolgen.  Da  der  Zw  ischenraum  ce,  in  welchen  das  Sauerstoflalom 
einzutreten  hat,  nur  um  ein  Geringes  grösser  als  derjenige  der  Bindestellen 
des  einfachen  Systemes  ist,  so  würde  eher  eine  Verengerung,  aber  nur 
eine  verbaltnissmassig  sehr  geringe,  des  Ringes  die  Folge  sein. 

Mit  diesen  Verhaltnissen  hangt  vielleicht  die  Erscheinung  zusammen, 
dass  die  vollkommene  I  berführung  der  r)-Oxy  fettsauren  in  r)-Lactone 
wesentlich  schwieriger  als  jene  der  y-Oxysaurcn  in  y-Lactone  vor 
sich  geht1). 

1)  Licbig  s  Annahm  2t6,  135. 
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§  57.  Auch  das  ganz  abweichende  Verhalten  der  /?-und  «-Oxy- 
säurcn  wird  mit  Hilfe  dieser  geometrischen  Betrachtungen  ersichtlich. 

Die  /?-hydroxylsubstiluirton  Fettsauren  zersetzen  sich  bei  100° 
noch  nicht,  zerfallen  aber  bei  höherer  Temperatur,  so  lango  das 
«-ständige  Kohlenstoflatomsystem  noch  direct  gebundene  Wasserstoff- 
aloine  enthalt,  in  ungesättigte  Säuren.  Ihre  bevorzugte  Contigura- 
tion  wird  z.  B.  in  der  /^-Milchsäure  die  in  Fig.  185  dargestellte  sein; 
durch  Wärmestösso  muss  auch  die  der  Fig.  186  entsprechende  zeit- 
weilig sich  einstellen. 

Wenn  auch  die  Entfernung  der  beiden  Hydroxyl-Bindestellen 
der  Systeme  I  und  II  in  Fig.  180  nicht  viel  grosser  ist  als  diejenige 

Fig.  4  85.  Hg.  «86. 


des  Hydroxyls  in  System  I  von  dem  correspondirend  gelagerten 
Wasserstonatome  in  System  II  Fig.  185  (1,022:1,000),  so  wirkt  sie 
doch  gerade  einer  lactonarligen  Ringschliessung  entschieden  entgegen, 
da  sich  mit  der  Zwischcnlagerung  eines  mit  beiden  Systemen  verbunde- 
nen Sauerstoffatomeseine  beträchtliche  Verengerung  des  Ringes  und  damit 
der  Stabilität  des  Molekules  hinderliche  Spannungszuslände  einstellen 
müssen.  Der  Ucbergang  der  /^-Milchsäure  in  die  Akrylsäure  dagegen 
wird  ausser  durch  die  etwas  grössere  Nähe  der  correspondirendun  Stellen 
(OH  in  System  I  und  //  in  System  II  Fig.  185)  durch  die  unleug- 
bare Reaclionsfähigkeit,  d.  h.  Lockerung  der  Bindungsintensiläl  der 
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in  der  «-Stellung  zum  Carboxyl  befindlichen  Wassersloffatome  be- 
günstigt. 

Dass  die  «-Oxysauren  nicht  in  ähnlicher  Weise  zu  ungesattigteu 
Sauren  werden,  ist  schon  in  ilircr  Slructur  begründet;  dass  sie  lac- 
lonartiger  Hingsehliessung  nicht  fähig  sind,  hat  die  gleiche  Ursache 
wie  bei  den  pf-Oxy  sauren;  ja  dieselbe  tritt  hier  mit  verstärkter  Kraft 
ins  Gewicht.  Wenn  in  dem  Doppelsysteme  die  Entfernung  zwischen 
correspondircnden  Biudestellen  nur  um  Weniges  geringer  ist  als  beim 
dreifachen,  so  wird  der  Eintritt  eines  mit  beiden  verbundenen  Sauer- 
stoffatomes  eine  noch' stärkere,  weil  auf  nur  zwei  und  nicht  auf  drei 
KohienstolTalome  vertheilte,  Neigung  der  Axen  oder  Ablenkung  der 
Bindungsrichtungen  und  imicrmolckularc  Spannung  zur  Folge  haben. 
Der  lactidartigen  Veresterung  zwischen  zwei  und  mehreren  Molekülen 
dagegen  steht  ebensowenig  etwas  im  Wege,  wie  der  Eslerbildung 
zwischen  getrennten  Sauren  und  Alkoholmolekuleu  überhaupt. 


§  58.  In  ähnlicher  Weise  wie  für  die  Erklärung  der  in  den  vor- 
stehenden Abschnitten  besprochenen  Erscheinungen  lassen  sich  geo- 
metrische Betrachtungen  der  Molckulur-Gonslitution  auch  auf  andere 
Gruppen  von  Vorgängen  mit  Erfolg  ausdehnen.  Ich  verzichte  vorläufig 
auf  die  Behandlung  derselben,  um  diese  Abhandlung  nicht  allzusehr  an- 
wachsen zu  lassen.  Es  kam  mir  für  diesesmal  nicht  darauf  an,  die  ein- 
schlägigen Thalsachen  in  erschöpfendem  Umfange  zu  discutiren,  sondern 
mehr  darauf,  die  Hauptzüge  der  neuen  Theorie  und  ihre  Anwend- 
barkeit zur  Erklärung  bisher  unverstandener  Thatsachen  zu  entwickeln. 
Spaterhin  werden  sich,  namentlich  beiMiltheilungen  der  Ergebnisse  ex- 
perimenteller Untersuchungen,  Gelegenheiten  finden,  die  gelassenen 
Lücken  auszufüllen.  Die  räumlichen  Verhaltnisse  bei  der  Hingschlies- 
sung habe  ich  nur  soweit  berücksichtigt,  wie  sie  für  die  Bildung 
der  Lactonc  und  der  Anhydride  zweibasischer  Sauren  von  Bedeu- 
tung sind,  jede  weitere  Verfolgung  derselben  aber  absichtlich  unter- 
lassen, da  A.  v.  Baeyer  augenscheinlich  in  ihrem  Studium  begriffen 
ist.    Den  Satz  v.  Barvers'):  »die  Ringsehliessung  ist  offenbar  dieje- 

fi  Her.  d.  <1.  ehem.  des.  «8,  iill. 
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nige  Erscheinung,  welche  am  meisten  über  die  räumliche  Anord- 
nung der  Atome  Auskunft  geben  kann«,  möchte  ich  vorläufig  nicht 
ganz  gelten  lassen.  Von  weit  grösserer  Bedeutung  sind  zunächst 
noch,  wie  ich  im  Vorstehenden  dargethan  zu  haben  glaube,  die  ein- 
fachsten Vorgänge  der  Umwandlung  gesättigter  in  ungesättigte  und 
ungesättigter  in  gesättigte  Verbindungen,  bei  denen  nur  zwei  oder 
drei  Kohlenstoffatom-Systeme  in  Betracht  kommen,  und  bei  welchen 
Fragen  wie  die  mit  dem  Eintritte  von  Spannungszusländen  verbun- 
denen Acnderungeu  der  Anziehungsrichtungen  vorläufig  unberücksich- 
tigt bleiben  können.  So  geisl-  und  wcrthvoll  dieser  von  v.  Baeyer 
gegebene  Begriff  auch  jetzt  schon  ist  und  so  fruchtbar  er  in  der 
Zukunft  werden  dürfte,  so  grosse  Vorsicht  ist  heute  noch  in  seiner 
Anwendung  geboten.  Auch  ist  er  entschieden  einer  Erweiterung 
bedürftig. 

Zwangsweise  Aenderungcn  der  Auziehungsrichtungen  werden  sich 
z.  B.  schon  für  ein  einziges  Kohlensloffatoinsyslein  ergeben,  wenu 
dasselbe  Radicale  von  zweierlei  Art  enthält.  Die  Uebercinstimmung 
der  vier  Bindestellenlagen  mit  den  Ecken  des  einer  Kugel  eingeschrie- 
benen regulären  Tetraeders  wird  nur  dann  möglich  sein,  wenn  die 
vier  angelagerten  einfachen  oder  zusammengesetzten  Radicale  voll- 
kommen gleichartig,  die  chemischen  Anziehungen,  welche  sie  auf  ein- 
ander ausüben,  alle  gleich  gross  sind,  wie  bei  dem  Grubengase  Clh 
oder  dem  Perchlormethan  CClx.  Ist  aber  das  Kohicnstoffatom  mit 
drei  Atomen  des  einen  (a.u.a)  und  mit  einem  Atom  eines  anderen 
Elementes  (b)  verbunden,  so  werden  in  Folge  der  verschieden  gros- 
sen Affinität  von  b  zu  jedem  Atome  a  und  der  Atome  a  unter  ein- 
ander die  Lagen  der  Bindestellen  den  Ecken  einer  nur  noch  gleich- 
schenkligen dreiseitigen  Pyramide  entsprechen,  welche  eine  stumpfe 
sein  muss,  wenn  Affinität  b:a^>a:a  ist,  eine  spitze  dagegen,  wenn 
das  Verhältniss  sich  umkehrt. 

Steht  ein  Kohlensloffatom  in  Verbindung  mit  aa  und  bb,  so 
werden  die  Bindestellen  wie  die  Ecken  eines  quadratischen  Sphe- 
noides  zu  einander  liegen,  wenn  Affin  a:a—  Affin  b:b  und  Affin 
<i :6z  Affin  a:a  oder  Affin  b:b  ist.  Jedes  andere  Verhältniss  der 
Aflinitätsgrössen,  wie  auch  jede  Steigerung  der  Anzahl  der  Arten 
von  gebundenen  Atomen  muss  Lagen  herbeiführen,  welche  sich  um 
so  mehr  von  der  Gestalt  des  regulären  Tetraeders  entfernen,  je  man- 
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Hinfälliger  die  Verhältnisse  zwischen  den  Grössen  der  Anziehung 
jedes  der  Atome  zu  jedem  anderen  werden.  Mit  jeder  solchen 
Aenderung  der  Bindestellenlage  muss  aber  eine  Abweichung  der  An- 
xichungsrichlungcn  gegen  den  Mittelpunkt  des  KohlenslolTatomes  von 
den  notmalen  regulären,  und  damit  nicht  nur  eine  Aenderung  der  Ge- 
stalt des  Systeme*,  sondern  auch  der  Eintritt  von  Spannungszuslän- 
deu  verbunden  sein.  Dio  auf  die  Eigenschaften  von  organischen 
Molekülen  influirenden  geometrischen  Verhältnisse  werden  damit  äus- 
serst verwickelte,  und  entziehen  sich  grösstenteils  vorläufig  jeder 
speeiellen  Verwerlhung. 

Es  gilt  daher  von  allen  solchen  Versuchen  mehr  noch  als  mit 
Beziehung  auf  die  von  Ihm  entwickelten  theoretischen  Betrachtungen 
der  Schlusssatz  v.  BaeyekV),  dass  ihnen  durchaus  nicht  der  Werth 
einer  abgeschlossenen  und  durch  die  Erfahrung  bestätigten  Theorie 
beigelegt  werden  solle. 

§  59.  Anders  steht  es,  wie  ich  glaube,  mit  denjenigen  Erör- 
terungen, welche  im  II.  Abschnitte  dieser  Abhandlung  gegeben  sind : 
sie  hüben  in  ihrer  Beschränkung  auf  die  einfachsten  räumlichen  La- 
gertingsverhältnisse,  trotz  der  noch  bestehenden  Unsicherheit  ihrer 
Anwendung  auf  manche  specielle  Fälle,  den  Werth  einer  wirklichen 
Theorie,  denn  ihre  einfache  hypothetische  Grundlage  erklärt  nicht  nur 
glcichmässig  eine  grosse  Zahl  bisher  absolut  unverständlicher  That- 
sachrn,  sondern  sie  ist  auch  ferner  der  experimentellen  Prüfung  fähig. 

Von  den  zahlreichen,  aus  ihr  ableitbaren  Problemen  ist  eine 
grosse  Reihe  theils  von  mir  selbst,  theils  von  meinen  Schülern  in 
AngrilT  genommen  worden.  Soweit  bis  jetzt  bestimmte  Resultate 
erzielt  sind,  entsprechen  sie  den  theoretischen  Voraussetzungen  in 
allen  Punkten.  Es  ist  mir  wie  schon  erwähnt  (§  31)  nicht  nur 
gelungen,  die  scheinbaren  Widersprüche,  welche  das  Verhalten  der 
Fumar-  und  Maleinsäure  und  ihrer  Substilulionsproducle  in  einigen 
Umsetzungen  darboten,  vollkommen  aufzuklären  und  als  solche  weg- 
zuräumen, sondern  ich  habe  aus  dem  Chloradditionsproducte  der 
Krotousäure  das  zweite  «-Chlorpropylen  und  die  vierte  Chlorkrolon- 
säure,  ganz  wie  es  meine  Theorie  vorraussehen  Hess,  gewonnen, 
und  aus  dem  Isokrotonsäuredichlorür  ebenso  ausser  dem  gewöhn- 


»)  Bcr.  «I.  d.  ehem.  Gos.  18,  22««. 


Über  die  räumliche  Anordnung  der  Atome. 


77 


liehen  «-Chlorpropvlen  die  bisher  schon  bekannte  «-Chlorkrotonsäurc 
dargestellt.  Von  meinen  Schülern  wurde  bereits  der  Nachweis  ge- 
führt, dass  Isokrotonsäuredihromür  wie  vorauszusetzen  durch  Abspal- 
tung von  Brom  Wasserstoff  die  zwischen  106°  und  107°  schmelzende 
«-Bromkrotonsciure  liefert,  und  dass  die  aus  KrotonsUuredibromür  ent- 
stehende, bei  90°  —  92°  schmelzende  Bromkrotonsäure  wirklich  die 
«-Bromisokrotonsilure  sein  muss.  Auf  dem  vorauszusehenden  Wege  ist 
ferner  das  zweite  geometrisch  isomere  Brompseudobutylen  und  Kro- 
lonylendibromtlr  erhalten  worden  u.  s.  w.  Ich  darf  infolge  dessen 
schon  jetzt  behaupten,  dass  sich  die  Theorie  am  Experimente  be- 
währt und  werde  mehrfache  Gelegenheit  haben,  in  der  Folge  den 
thatsachlichen  Beweis  hierfür  an  anderem  Orte  zu  fuhren. 

§  60.  Die  wichtigste  Errungenschaft  der  Theorie  ist  jedenfalls 
die  vollkommene  Aufklärung  der  sogen,  »abnormen «  Isomeriefalle 
und  der  Nachweis,  dass  in  isomeren  ungesättigten  Verbindungen  sich 
die  relativen  räumlichen  Lagerungsverhältnisse  wirklich  auf  Grund 
experimenteller  Forschungsergebnisse  bestimmen  lassen1).  Vorläufig 
existiren  damit  auf  Isomerieverhältnisse  bezügliche,  theoretischem  Ver- 
sländnisse durchaus  unzugängliche  Thatsaehen  so  gut  wie  nicht,  oder 
gar  nicht  mehr. 

Will  man  in  Zukunft  den  Namen  » Alloisomerie«  noch  anwenden, 
so  wird  man  darunter  die  Existenz  strucluridentischer,  aber  in  der 
räumlichen  Anordnung  der  Atome  verschiedene  Moleküle  zu  verstehen 
haben.  Ich  habe  schon  im  Jahre  1873  dafür  den  Namen  »geome- 
trische Isomeric«2)  vorgeschlagen  und  halle  denselben  für  besser,  weil 
er  bezeichnender  ist. 

0  Vergl.  namentlich  die  §§  18,  «9,  23,  30,  33,  3fi,  41. 
t)  Licbig's  Annalen  167.  3l!i. 
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I.  Theil. 

Das  Ellenbogengelenk 
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Otto  Fischer. 


Üb  er  die  Mechanik  des  Ellenbogengelenks  sind  so  zahlreiche 
Untersuchungen  angestellt  worden,  dass  Viele  den  Gegenstand  für 
erledigt  halten.  Als  Resultat  dieser  Untersuchungen  hat  sich  bei  fast 
allen  Autoren  ergeben,  dass  die  Bewegungen  im  Ellenbogengelenk 
um  eine  feste  Achse  stattlinden,  und  dass  sich  zu  dieser  Drehung 
noch  eine  geringe  Seitenbewegung  der  Ulna  in  medialer  Richtung 
zugesellt,  so  dass  aus  den  beiden  Bewegungen  eine  Schrauben- 
bewegung um  die  Langsachse  der  Trochlea  resultirt.  So  sagt, 
um  beispielsweise  nur  einige  Autoren  anzuführen,  Gegendair 
(Lehrbuch  der  Anatomie  des  Menschen,  Leipzig,  1883  pag.  241): 
»Die  Bewegung  geht  der  schrägen  Stellung  der  Trochlea  gemäss  nicht 
in  einer  planen  Ebene  [?],  sondern  in  einer  Schraubenflache  vor  sich, 
ist  bei  der  Streckung  ab-,  bei  der  Beugung  ansteigend.«  Henke 
(Handbuch  der  Anatomie  und  Mechanik  der  Gelenke,  Leipzig  1863, 
pag,  145):  »Genau  genommen  ist  die  Verbindung  der  Ulna  mit  dem 
Oberarm  mit  ihrer  ausschliesslichen  Drehung  um  eine  Achse 
kein  reines  Drehgelenk ,  sondern  eine  Schraube,  jedoch  von  sehr 
kleiner  Steigung.  Sie  ist  am  rechten  Arme  rechtsgewunden.«  Sappev 
(Traitö  d'Anatomie  descriptive,  Paris  1876,  pag.  649):«  L'avant-bras 
se  flechit  et  sVitend  sur  le  bras.  II  ext'cule  aussi  de  tres-minimes 
mouvements  d'inclinaison  laterale.  Dans  les  mouvements  de  flexion 
et  d'extension,  le  eubilus  et  le  radius  tournent  autour  d'un  axe 
qui  passe  par  le  centre  de  la  trochlee  et  du  condyle  de  l'humerus  « 
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Henle  (Handbuch  der  Bündcrlehre  des  Mensehen,  Braun- 
schweig, 1872,  pag.  76)  und  Meyer  (Statik  und  Mechanik  des 
menschlichen  Knochengerüstes,  Leipzig,  1873,  pag.  141  und  IT.) 
sprechen  ebenfalls  von  einem  Schraubcngelcnk  mit  4  mm  resp.  3  mm 
Schraubenhöhe. 

Bei  Hyktl  (Handbuch  der  topographischen  Anatomie,  Wien  1 860, 
pag.  348)  findet  sich  die  Annahme  einer  einzigen  Drehachse  und 
infolgedessen  einer  einzigen  Bewegungsebene  für  jeden  Punkt  der 
Lina,  wahrend  er  die  seitliche  Verschiebung  des  Knochens  nicht 
erwähnt. 

Angesichts  dieser  durchgangigen  Uebereinstimmung  in  den  An- 
sichten der  verschiedenen  Autoren  über  das  Vorhandensein  von  nur 
einer  Drehungsachse  möchte  es  recht  überflüssig  erseheinen,  die 
Untersuchungen  am  Ellenbogengclenk,  deren  bisherige  Resultate  schon 
in  alle  Lehrbücher  der  Anatomie  als  abgeschlossen  übergegangen 
sind,  wieder  aufzugreifen.  Dass  ich  es  trotzdem  gethan  habe,  dazu 
gab  folgende  Beobachtung  die  Veranlassung. 

Fixirt  man  den  Humerus  einer  vom  Rumpf  abgelösten  oberen 
Extremität  und  bewegt  dann  den  Vorderarm  aus  der  extremen  Streck- 
stellung in  die  extreme  Beugestellung,  so  kann  man  bei  aufmerk- 
samer Beobachtung  schon  mit  blossem  Auge  wahrnehmen,  dass  die 
Punkte  an  dem  der  Hand  zugekehrten  Ende  der  Ulna  sich  nicht  in 
einer  Ebene  bewegen,  sondern  aus  jeder  Ebene,  man  mag  sie 
gelegen  annehmen,  wie  man  will,  im  Verlaufe  der  Bewegung  heraus- 
treten. Genauer  kann  man  sich  davon  Uberzeugen,  indem  man  sich 
mit  Hülfe  eines  Papierblattes  eine  Ebene  senkrecht  zur  Langsaxe 
der  Trochlea  im  Baume  festlegt  und  dann  Beugung  und  Streckung 
im  Ellenbogengelenk  ausführt.  Wie  man  auch  das  Blatt  legt,  es 
gelingt  nicht  eine  Lage  ausfindig  zu  machen,  von  der  die  Ulnapunkte 
bei  der  Bewegung  nicht  betrachtliche  Abweichung  zeigten.  Nun 
würde  zwar  durch  die  Schraubenbewegung  eine  Abweichung  bedingt 
sein,  aber  dieselbe  könnte  doch  eine  Grösse  von  2  mm  nicht  über- 
sehreiten. Dies  hat  schon  Henke  richtig  bemerkt,  indem  er  sagt 
(a.  a.  0.  pag.  14«ii:  »Die  ganze  Höhe  eines  Ganges  der  Schraube 
betrügt  bis  zu  4  mm,  die  seilliche  Verschiebung  der  Ulna  bei  Durch- 
laufung ihres  ganzen  Spielraums  also  stets  unter  2  mm.  Dies  ist 
ganz  verschwindend   gegen  den  Effect  der  Drehung  um  die  Achse, 
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durch  den  die  von  der  Achse  weiter  entfernten  Theile,  also  nament- 
lich die  Hand,  einen  sehr  grossen  Weg  durchlaufen,  wahrend  jene  Ver- 
schiebung für  sich  natürlich  nur  immer  die  gleiche  ist,  wie  am  Gelenk.« 

Da  nun  aber  die  Abweichungen  der  Knochenpunkte  von  den 
supponirten  Bewegungsebenen  ersichtlich  die  Grösse  von  2  mm  weit 
überschreiten,  so  fragt  es  sich,  wodurch  dieselben  bedingt  sind. 
Eine  zutreffende  Erklüruug  dieser  Erscheinung  liefern  zuerst  die  Unter- 
suchungen von  Braune  und  Kyrklumi  (Ein  Beitrag  zur  Mechanik 
des  Ellenbogengelenkes,  Archiv  für  Anatomie  und  Entwicklungs- 
geschichte, Jahrgang  1879,  pag.  332),  indem  diese  Autoren  durch 
ihre  experimentellen  Untersuchungen  zu  dem  Resultat  gelangen,  dass 
die  Achse,  um  die  die  Bewegungen  im  Ellenbogengelenk  statlfindeu 
sollen,  etwas  schwankt.  Den  genauen  Verlauf  der  Schwankungen 
dieser  Bewegungsachse  zu  ermitteln,  war  man  infolge  der  Mangel- 
haftigkeit der  Methode  bisher  nicht  in  der  Lage.  Dies  liisst  sich 
nur  durch  eine  streng  mathematische  Analyse  der  Bewegung  im 
Ellenbogengelenk  feststellen.  Letztere  ist  aber  gerade  der  Gegen- 
stand der  vorliegenden  Arbeil,  im  Anschluss  an  die  frühere  prin- 
cipielle  Feststellung  der  Methode,  wie  man  bei  einer  strengen  Ana- 
lyst? der  Gelenkbewegungen  zu  verfahren  hat  (vgl.  Braune  und  Fischer, 
Die  bei  der  Untersuchung  von  Gelenkbewegungen  anzuwendende 
Methode,  Abhandlungen  der  math.-phys.  Klasse  der  Konigl.  Sächsischen 
Gesellschaft  der  Wissenschaften,  Bd.  XIII,  Leipzig,  1885).  Die 
Untersuchungen  haben  ergeben,  dass  die  Schwankungen  der  Be- 
wegungsachse und  damit  der  Lage  der  Bewegungsebenen  so  betrachtlich 
sind,  dass  sie  in  der  That  eine  bedeutende  Abweichung  in  der  Bahn 
eiues  jeden  Punktes  der  Lina  von  einer  ebenen  Bahn  bedingen,  und 
dass  der  Antheil,  der  bei  diesen  Abweichungen  der  von  allen  Autoren 
gefundenen  und  in  der  That  vorhandenen  Seitwarlsbcwegung  der 
Ulna  zuzuschreiben  ist,  verschwindet  gegenüber  dem  Einlluss  der 
Achsenschwankungen.  Von  einer  Schraubenbewegung  kann 
selbstverständlich  keine  Kede  sein,  sobald  es  sich 
nicht  mehr  um  eine  fest«»  Achse  handelt. 

Wie  schon  früher  auseinandergesetzt  wurde,  muss  jeder  mathe- 
matischen Behandlung  eines  derartigen  Bewegungsproblems,  wie  es 
beim  Gelenkmechanisinus  auftritt,  eine  sorgfältige  experimentelle  Be- 
stimmung der  Bewegungscurven  von  drei  starr  mit  dein  bewegten 
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Knochen  verbundenen  Punkten  vorausgehen,  welche  dann  das  Fun- 
dament für  alle  möglichen  Untersuchungen  über  die  Art  der  Gcleuk- 
bewegung  bildet.  So  einfach  die  Aufgabe  für  den  Mathematiker 
ist,  auf  dieser  Grundlage  weiter  zu  bauen  und  am  Schreibtisch  alle 
einschlägigen  Fragen  zu  erledigen,  so  schwierig  stellt  sich  meistens 
der  experimentelle  Theil  der  Untersuchung,  die  experimentelle  Auf- 
linduug  einer  geeigneten  Grundlage,  aus  der  man  die  Resultate  mit 
größtmöglichster  Genauigkeit  mathematisch  ableiten  kann.  Die 
Schwierigkeit  liegt  nicht  zum  grössten  Theil  in  den  Fehlerquellen 
bei  der  Messung  der  Lage  der  am  Knochen  tixirten  Punkte  in  den 
verschiedenen  Phasen  der  Bewegung,  denn  davon  kann  man  sich 
durch  stetige  Vervollkommnung  der  Messapparate  und  durch  grössere 
Sorgfalt  bei  der  Messung  bis  zu  gewissem  Grade  unabhängig  inachen, 
sondern  die  Schwierigkeit  liegt  im  Wesentlichen  in  der  zweckmässigen 
Wahl  der  starr  mit  dem  Knochen  verbundenen  Punkte,  deren  Be- 
wegung man  messen  will. 

So  unanfechtbar  daher  einerseits  der  Satz  ist,  dass  man  von 
einer  einzigen  experimentellen  Messung  als  Grundlage  ausgehend 
alle  Fragen  mit  Hülfe  mathematischer  Interpretation  der  Messungen 
lösen  kann,  so  muss  man  sich  doch  andererseits  klar  machen, 
dass  man  von  nur  einer  Messungsreihe  ausgehend  die  verschiedenen 
Fragen  nicht  mit  derselben  Genauigkeit  beantworten  kann,  indem  z.  B. 
bei  der  mathematischen  Behandlung  in  einer  bestimmten  Richtung 
geringe  Fehler,  die  sich  durch  zweekinassigcre  Wahl  der  Punkte  viel- 
leicht ganz  vermeiden  Hessen,  im  Verlaufe  der  Rechnung  oder  Con- 
struetion  sich  multipliciren,  während  sie  sich  bei  der  mathematischen 
Behandlung  nach  einer  anderen  Richtung  hin  gegenseitig  vernichten. 
Man  muss  daher  von  vornherein  für  jede  bestimmte  Untersuchung  die 
W  ahl  der  mit  dem  Knochen  verbundenen  Punkte  so  zu  treffen  suchen, 
dass  die  unvermeidlichen  Beobachtungsfehler  einen  möglichst  geringen 
Einfluss  auf  die  Genauigkeit  der  Resultate  besitzen.  Hierin  liegt  aber 
eben  die  Hauplschwicrigkeit  bei  der  exaclcn  Untersuchung  der  Gelenk- 
bewegungen, die  jedoch  niemals  unüberwindliche  Hindernisse  bedingt. 
Man  wird  im  gegebenen  Fall  nicht  nur  die  Wahl  der  für  die  Messung 
zu  benutzenden  Punkte  der  mathematischen  Behandlung  anzupassen 
haben,  sondern  man  wird  andererseits  nach  der  Messung  die  mathema- 
tische Methode  dieser  Messung  anbequemen  müssen,  indem  man  unter 
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allen  möglichen  die  heraussucht,  welche  im  gegebenen  Fall  die  grösste 
Genauigkeit  verspricht.  Man  wird  sich  z.  B.  zu  entscheiden  haben, 
ob  der  Weg  der  Rechnung  oder  der  Weg  der  Construclion  oder 
eine  geeignete  Abwechselung  beider  Wege  zu  der  grösseren  Ge- 
nauigkeit führt. 

Im  vorliegenden  Fall  wurden  aus  den  Messungen  bei  dem  einen 
Versuch  einmal  ausschliesslich  auf  analytisch -geometrischem  Wege, 
also  durch  Rechnung,  und  das  andercmal  auf  darstellend-geometrischem 
Wege,  also  durch  Gonstruction,  die  Resultate  abgeleitet.  Die  auf  den 
verschiedenen  Wegen  gefundenen  Resultate  zeigten  eine  derartige 
Übereinstimmung,  dass  man  in  diesem  Fall  mit  gleicher  Genauigkeit 
auf  die  eine  Weise  oder  auf  die  andere  Weise  verfahren  konnte  oder, 
wie  es  mit  den  Messungen  des  anderen  beschriebenen  Versuchs  ge- 
schah, theils  rechnend,  theils  construetiv. 

Da  der  analytisch-geometrische  Weg  ein  bekannterer  sein  dürfte, 
als  die  Methode  der  darstellenden  Geometrie,  und  da  ferner  ersterer 
sich  ungleich  besser  für  die  Darstellung  eignet  als  der  letztere,  so 
soll  die  mathematische  Behandlung  für  eine  der  beiden  an  ver- 
schiedenen Präparaten  gewonnenen  Messungsreihen  mit  Hülfe  ana- 
lytisch-geometrischer Methoden  in  extenso  mitgetheilt  und  in  Bezug 
auf  die  andere  Messungsreihe  den  gewonnenen  Resultaten  nur  ein 
kurzes  Referat  des  etwas  abweichenden  eingeschlagenen  Weges 
voraufgeschickt  werden. 

Es  waren  die  beiden  Messungsreihen  ausschliesslich  auf  die 
Ermittelung  der  Achsensch waukunge n  eingerichtet.  Die  vor- 
liegende Arbeit  behandelt  daher  auch  bloss  diese  Frage,  indem 
die  Beantwortung  anderer  wichtiger  den  Mechanismus  des  Ellen- 
bogengelenks betreffender  Fragen  späteren  Untersuchungen  vorbehalten 
sein  möge. 

Bekanntlich  kann  man  jede  Bewegung  aus  kleinen  Schrauben- 
bewegungen zusammengesetzt  denken.  Ersetzt  man  jede  unendlich 
kleine  Verrückung  durch  eine  Schrauben bewegung,  so  hat  man  in 
der  stetigen  Folge  der  Schraubenbewegungen  die  zu  analysirende  Be- 
wegung selbst.  Ersetzt  man  aber  nur  eine  Folge  von  die  Bewegung 
zusammensetzenden  endlichen  Verrückungen  durch  die  zugehörige 
endliche  Folge  von  Schraubenbewegungen,  so  hat  man  in  letzterer 
nur  mit  gewisser  Annäherung  die  Bewegung  selbst.    Jede  Schrauben- 
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bewcgung  ist  nun  aber  eine  Zusammensetzung  einer  Rotation  und 
einer  Translation  in  der  Richtung  der  Rotationsachse.  Kommt  die 
Bewegung,  die  man  analysiren  will,  einer  Parallelverschiebung  sehr 
nahe,  so  Uberwiegt  auf  jedem  herausgegriffenen  kleinen  Stück  der 
Bewegung  die  Translation  der  entsprechenden  Schraubenbewegung 
in  dem  Maasse  die  Rotation,  dass  man  letztere  vernachlässigen 
kann  und  dann  schon  in  der  Folge  der  Translationen  eine  Be- 
wegung besitzt,  welche  der  zu  analysirenden  sehr  nahe  kommt. 
Nähert  sich  die  Bewegung  einer  Rotation  um  eine  feste  Achse,  wie 
es  bei  der  Bewegung  im  Ellenbogengelenk  der  Kall  ist,  indem  man 
ja  bisher  diese  Bewegung  geradezu  als  Rotation  auffasste,  so  wird 
auf  jedem  herausgegriffenen  kleinen  Stuck  der  Bewegung  die  Rotation 
der  entsprechenden  Schraubenbewegung  in  dem  Maasse  die  Trans- 
lation uberwiegen,  dass  man  letztere  nicht  nur  vernachlässigen 
kaun,  sondern  sogar  vernachlässigen  muss,  weil  die  Grösse  derselben 
noch  unter  der  Genauigkeitsgrenze  der  Messungen  liegt.  Man  hat 
daher  in  diesem  Falle  die  Gesammlbewegung  als  eine  Folge  kleiner 
Rotationen  aufzufassen  und  wird  damit  die  Bewegung  im  Ellenbogen- 
gelenk  mit  so  grosser  Annäherung  treffen,  als  es  sich  bei  den  un- 
vermeidlichen Beobachtungsfehlern  überhaupt  erreichen  lasst.  Die 
Untersuchung  hat  sich  dadurch  a  priori  wesentlich  vereinfacht,  indem 
man  nun  nur  nöthig  hat,  die  Folge  der  successiven  Rotationsachsen 
zu  ermitteln. 

Von  vornherein  kann  man  sich  sagen,  dass  diese  Rotationsachsen 
alle  im  Innern  der  Trochlea  verlaufen  müssen,  da  die  Bewegung 
zweier  diametral  gegenüberliegender  Punkte  der  Gelenkpfanne  der 
lllna  im  ganzen  Verlaufe  der  Beugung  und  Streckung  des  Vorder- 
arms in  entgegengesetzter  Richtung  stattfindet.  Da  ferner  die  Trochlea 
abgesehen  von  ihrer  schrägen  Stellung  mit  gewisser  Annäherung  die 
Form  eines  Rotationskörpers  aufweist ,  so  sieht  man  auch  weiter 
a  priori  ein,  dass  diese  Rotationsachsen  in  der  Nahe  der  Mittellinie 
und  nicht  am  Rande  im  Innern  der  Trochlea  verlaufen  müssen.  Es 
bleibt  also  für  die  Rotationsachsen  im  Innern  der  Trochlea  nur  ein 
sehr  kleines  Gebiet.  Die  successiven  Rotationsachsen  müssen  infolge 
dessen,  wenn  sie  sich  nicht  alle  treffen,  was  unwahrscheinlich  ist, 
in  so  grosser  Nahe  an  einander  vorüberlaufen,  dass  man  ihre  wahre 
Lage  zu  einander  trotz  der  Genauigkeit  der  Messungen  auch  nicht 
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ermittelu  kann.  Man  begeht  daher  einen  erlaubten  Fehler,  wenn 
man  diese  Achsen  alle  durch  denselben  Punkt  im  Innern  der  Trochlea 
verlegt  und  nur  ihre  Richtungen  bestimmt.  Diese  Annahme  wird  über- 
dies durch  das  Experiment  bestätigt  indem  schon  Braune  und  Kyrklund 
(a.  a.  0.  pag.  332)  fanden,  dass  die  successiven  Rotationsachsen 
durch  einen  Punkt  gehen,  der  etwa  in  der  Mitte  des  Gelenkes,  naher 
der  medialen  als  lateralen  Seite  liegt. 

Es  reducirt  sich  somit  die  Aufgabe  darauf,  die  Richtung  einer 
Anzahl  successiver  Rotationsachsen  zu  bestimmen.  Mit  anderen 
Worten,  wir  denken  uns  die  Bewegung  im  Ellenbogcngelenk  aus 
mehreren  Rotationen  zusammengesetzt,  die  um  der  Richtung  nach 
verschiedene  Achsen  stallHnden.  Die  Gesammtheit  dieser  Rotationen 
stellt  dann  mit  der  bei  der  Genauigkeit  unserer  Messung  Uberhaupt 
erreichbaren  Annäherung  den  wirklichen  Verlauf  der  Ellenbogcn- 
bewegung  dar. 

Bei  jeder  Rotation  eines  Körpers  um  eine  feste  Achse  bewegen 
sich  alle  Punkte  desselben  in  zu  einander  parallelen  Ebenen,  und 
zwar  stehen  dieselben  alle  senkrecht  auf  der  Rotationsachse.  Hat 
man  also  die  gemeinsame  Richtung  der  Ebenen  gefunden,  so  hat 
man  damit  auch  die  gesuchte  Richtung  der  Rotationsachse  gewonnen. 
Die  gemeinsame  Richtung  der  Ebene  findet  man  aber,  wenn  man 
irgend  zwei  Strecken,  welche  in  verschiedenen  der  einander  paral- 
lelen Ebenen  liegen,  mit  ihren  Anfangspunkten  parallel  nach  ein  und 
demselben  Punkte  des  Raumes  verschiebt;  die  Ebene,  welche  durch 
diese  beiden  verschobenen  Strecken  geht,  ist  dann  auch  allen  diesen 
Ebenen  parallel  und  steht  ebenfalls  senkrecht  auf  der  Richtung  der 
Rotationsachse.  Da  zwei  Strecken  genügen,  um  diese  Ebene  zu  be- 
stimmen, so  hat  man  zur  Bestimmung  derselben  nur  die  VerrUckungcn 
von  zwei  mit  der  Ulna  fest  verbundenen  Punkten  zu  bestimmen. 
Es  genügt  also  dazu,  zwei  Nadeln  in  die  Lina  so  unverückbar  fest  ein- 
zutreiben, dass  ihre  Spitzen  möglichst  weit  vom  Gelenk  entfernt  sind. 
Diese  beiden  Nadelspitzen  sollen  der  Kürze  der  Darstellung  wegen  mit  Nt 
und  AT,  bezeichnet  werden.  Bewegt  man  nun  bei  fixirtem  Humerus 
die  Ulna  von  einer  Stellung  des  Knochens  in  eine  benachbarte  Stellung, 
so  werden  Nt  und  iV,,  wie  sie  auch  zum  Gelenk  Hegen  mögen,  Curven 
beschreiben,  die  mit  genügender  Genauigkeit  in  zwei  parallelen  Ebenen 
liegen.    Bezeichnet  man  mit  iV,'"',  iY^8'  die  Punkte  im  Räume,  an 
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denen  sich  vor  dieser  herausgegriffenen  Bewegung  AT,  und  A',  be- 
fanden, und  mit  N*'\  NJ"  die  Punkte,  an  denen  sie  sich  am  Ende 
dieser  Bewegung  befinden,  so  liegen  auch  die  beiden  Strecken,  von 
denen  die  eine  die  beiden  Lagen  AM"'  und  AT/"  der  Nadelspitze  Ar( 
und  die  andere  die  beiden  Lagen  AT,'"'  und  N3l"  der  Nadelspitze  AT, 
verbindet,  in  diesen  beiden  parallelen  Ebenen.  Diese  beiden  Strecken 
mögen  kurz  durch  A,'"'  iV,"'  und  A'^'A^"  bezeichnet  werden.  Ver- 
legt man  dann  Ar;a,Ar/"  und  N^N^  jede  parallel  mit  sich  selbst 
nach  einem  Punkte  des  Baumes,  am  zweckmtfssigsten  nach  dem 
Coordinatenanfang  0  selbst,  so  dass  A^'A'/"  in  ON<a>'  und  AV'iV;" 
in  ON™  '  Ubergeht,  so  ist  dann  die  Ebene,  welche  durch  ÖA',("'  und 
OS\u>'  gehl  oder,  was  dasselbe  ist,  die  Ebene,  welche  durch  die 
drei  Punkte  0,  Ar1("',  Af,10'  geht,  auch  parallel  jenen  beulen  Ebenen. 
Die  Senkrechte,  welche  man  im  Coordinatenanfangspunkl  0  auf  der- 
selben errichtet,  hat  dann  die  Richtung  der  gesuchten  Rotationsachse. 
Die  Ebene  lässt  sich  genauer  durch  0,  AT/"'  und  A1",'0'  legen,  wenn 
A,1'1'  und  A^'1'  nicht  zu  nahe  an  einander  liegen,  d.  h.  wenn  der 
Winkel  Nt{'rON31"'  nicht  zu  klein  ist.  Dieser  Winkel  ist  aber,  wie 
man  leicht  einsieht,  derselbe,  unter  dem  die  Nadelspitzen  Nt ,  A3  vom 
Gelenk  aus  erscheinen.  Aus  diesem  Grunde  wurden  die  beiden 
Nadeln  derart  in  den  Ulnaknochen  eingebracht,  dass  ihre  Spitzen  so 
zum  Gelenk  gestellt  waren,  dass  die  von  irgend  einen)  Punkte  des 
Gelenkes  nach  ihnen  gezogenen  Linien  ungefähr  einen  rechten  Winkel 
mit  einander  bildeten. 

Bewegt  man  nun  die  Ulna  von  der  extremen  Streckstellung  aus 
nach  und  nach  bis  zur  extremen  Beugestellung,  indem  man  in  ver- 
schiedenen Zwischenstellungen  den  Knochen  festhall  und  dabei  jedes- 
mal die  Lagen  der  Nadelspitzen  AT,  und  AT3  innerhalb  irgend  eines 
festgelegten  räumlichen  Coordiualcnsysteins  misst,  so  kann  man  aus 
den  gemessenen  Koordinaten  der  Nadelspitzen  für  die  verschiedenen 
festgehaltenen  Lagen  des  Knochens  in  der  angegebenen  Weise  die 
Rotationsachsen  konstniiren,  welche  zu  den  successiven  Verrückungen 
der  Ulna  gehören  und  hat  damit  die  Gesammtbewegung  der  Ulna 
analysirt.  Man  darf  die  successiven  Verrückungcn  des  Knochens 
nicht  zu  klein  nehmen,  weil  dann  die  Punkte  0,  A7/'*'  und  AT,10', 
welche  die  Lage  der  Bewegungsebenen  bestimmen,  zu  nahe  an  ein- 
ander rücken .    wodurch    die   Genauigkeit   der  Ebeuenbeslimmung 
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sein-  beeinträchtigt  wird.  Ks  ist  auch  hier  in  jedem  einzelnen  Falle 
der  Gegenstand  einer  notwendigen  Nebenunlersuehung,  zu  ermitteln, 
wie  gross  die  Verrüekuugen  mindestens  zu  nehmen  sind,  damit  die  un- 
vermeidlichen Ungenauigkeiteu  das  Endresultat  nicht  illusorisch  machen. 

Bei  dem  Versuch,  den  wir  unten  zuerst  beschreiben,  halten  wir 
die  Hl  na  während  der  Bewegung  in  22  verschiedenen  Stellungen 
festgehalten  und  jedesmal  die  Coordinaten  von  iY(  und  NA  gemessen. 
Wir  haben  also  21  Verrückungen  gemacht.  Kine  Construetion  der 
21  Rotationsachsen  ergab  aber  das  Resultat,  dass  die  Verrückungcn 
für  die  erreichbare  Genauigkeit  bei  den  Messungen  zu  klein  ange- 
nommen waren.  Daher  sind  nicht  die  Verrückungen  verwendet 
worden,  die  zu  zwei  aufeinanderfolgenden  der  gemessenen  Zwischen- 
stellungen  gehören,  sondern  es  ist  alternirend  immer  eine  Stellung 
unbenutzt  geblieben  und  eine  zur  Construction  benutzt  worden.  Da  wir 
die  22  Stellungen  mit  den  Zillern  1  bis  22  numerirt  haben,  so  haben 
wir  also  die  Vernickungen  1,3;  3,  5  u.  s.  w.  in  Betracht  gezogen. 
Beim  zweiten  Versuch  waren  überhaupt  nur  12  Stellungen  der  Ulna 
gemessen,  woraus  sich  1  I  brauchbare  Verrückungen  ergaben. 

Vor  der  Beschreibung  der  Messungen  in  extenso  soll  noch  er- 
wähnt werden,  dass,  obgleich  zwei  Nadeln  zur  Auffindung  der 
Richtungen  der  Rotationsachsen  genügen,  doch  noch  die  Curve  einer 
dritten  Nadel,  deren  Spitze  Nt  genannt  ist,  gemessen  wurde.  Diese 
dritte  Nadel  war  so  in  der  Ulna  befestigt  worden,  dass  ihre  Spitze 
iVs  in  die  Richtung  der  Verbindungslinie  der  Nadelspitze  IV,  mit 
einem  Punkte  a  auf  der  medialen  Aussenflaehe  der  Trochlea,  der 
nicht  sehr  weit  vom  medialen  Austritt  der  bisher  angenommenen  ein- 
zigen Bewegungsachse  entfernt  war,  fiel.  Ausserdem  lag  IV,  gerade 
in  der  Mitte  zwischen  A*  und  «,  so  dass  man  aus  den  Curven  für 
N  und  IV.  leicht  die  Bewegungscurve  des  Punktes  a  construiren 
kann.  Die  Gestalt  dieser  hinterher  construirten  Curve,  wie  sie  für 
den  ersten  Versuch  aus  Figur  I  und  2,  für  den  zweiten  aus  Figur  5 
und  t>  ersichtlich  ist,  bestätigt  die  Annahme,  dass  die  Rotationsachsen 
alle  in  der  Nahe  der  Mittellinie  der  Trochlea  dieselbe  durchschneiden. 

Die  beiden  nunmehr  zu  beschreibenden  Versuche  waren  in 
vollständig  übereinstimmender  Weise  angeordnet  und  ausgeführt  worden. 
Bei  dem  ersten  war  Herr  stud.  med.  Mohr,  bei  dem  zweiten  Herr 
slud.  med.  Bach  behulflich. 


Digitized  by  Google 


90 


\V.  Braune  und  0.  Kisciikr, 


Erster  Versuch. 

Die  Nadelspitzen  Nt  und  Nt  besassen  eine  Entfernung  von 
219,5  mm,  so  dass  A'(  439  nun  von  dem  Punkte  «  auf  der  Aussen- 
flachc  der  Trochlea  entfernt  war.  Zur  genauen  Angabe  der  Lage 
der  drei  unverrückbar  fest  mit  dem  L'lnuknoehen  verbundenen 
Nadelspitzen  iV( ,  Nt,  Ns  mögen  folgende  Daten  dienen: 

iV(  war  180  mm  vom  processus  styloideus  ulnae. 

336  »  »  foramen  nutritium  ulnae, 

467  »  »  aussersten  Punkt  des  Olecranon, 

As  war    30  »  »  processus  styloideus  ulnae, 

1 47  »  »  foramen  nutritium  ulnae, 

2 48  »  »  Uusserslen  Punkt  des  Olecranon,  und 

Ar3  war  298  »  »  processus  styloideus  ulnae, 

215  »  »  foramen  nutritium  ulnae  und 

212  »  »  aussersten  Punkt  des  Olecranon  entfernt. 

Diu  Coordinalen,  welche  zu  den  successiven  Lagen  der  Nadel- 
spilze AT,  gehören,  sollen  xt ,  //, ,  zt ,  die  zu  iYt  gehörenden  xt ,  yt ,  zt, 
die  zu  ft\  gehörenden  x3,  ys,  z.s  und  endlich  die  zum  Punkte  a  ge- 
hörenden x„,  y„,  za  heissen.  Die  Coordinalen  x„,  j/<(,  z„  wurden  nicht 
gemessen,  sondern  hinterher  berechnet  aus  den  (Koordinaten  Nt  und  A't. 
Da  a  von  Nt  ebenso  weit  als  ft\  von  A7,  und  ausserdem  auf  der 
Verlängerung  der  Verbindungsstiecke  iV,  A't  lag,  so  hat  man  die 
Formeln  zur  Berechnung  der  Coordinalen        >/„,  z„: 

x„  =  %xt  —  xt 
'Ja  =        —  .'/, 

Za    =    2  Z%    —    3(  . 

Es  wurden  22  Stellungen  der  Ulna  festgehalten  und  die  zuge- 
hörigen Coordinalen  für  AT, ,  Xt ,  Ns  gemessen,  wie  sie  in  folgender 
Tabelle  niedergelegt  sind  (die  Zahlen  bedeuten  Millimeter) : 


9  t 


•  6,5  201,5 
7  202,5 


•  4 

.7 

i7 

i7,5 

57,5 

57,5 

58 

58 

58 

58 

57,5 

57 

«56,5 

36 

515 

S4 

53 

6« 

R1 

5*),5 

58 


203 

204 

204,5 

205 

205,5 

205,5 

206 

206,5 

207 

207 

207,5 

207,5 

207 

207 

206,5 

205,5 

205 

204,5 

203,5 

203 


H  umerus 
iirjsolbon 


zu  der 


eniselben 
-u  liegen 
einfach, 
so  erhalt 
alcte 
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1  y' 

!ft 

* 



!/» 

Va 

307  Ii 
Z\t  1  ,•) 

ZBZ 

1  (17  K 

1  B9 
1  BZ 

z*z 

)U<> 

1  zo,o 

.),.) 

IT  1  K 
0/1  ,.J 

AA  Ii 

1  ■■ 

an  1  K 
zu  1 ,0 

1  1  »i 

Ol  0,0 

I  y  i  ,o 

1  Ol 

1  y  1 

ZOo 

an»  k 

zyy,o 

1  Ol) 

1 1 

1  0 

0  7z 

A7 
t)  / 

9n9  ii 
zuz,o 

00U 

zuy 

I  OB  1 

071 
2,3 

zy* 

1  *O,0 

91  t: 
21,o 

1"79  'i 
0  /ZjO 

i)  / 

9D1 

zuo 

na  i; 

177  'i 

o  7  7  ,o 

ZZ0,0 

ZU.) 

zy  1 

agn 
ZB'J 

i  AO  K 

1  bz,o 

II  K 
01  fO 

0  /0 

A7 

9ft  1 

zu» 

III 
•101 

(  rt7  r. 
♦  U  /  ,.) 

an  o 
ZOO 

zuy,o 

*m  a 

0U0 

9fl  1  Ii 
ZB»,0 

1  "7  A  Ii 
1  i0,0 

ta  e 
4Z.0 

171  K 

0  /o,u 

A7  »i 
l)  /  ,0 

9ft  1  Ii 

zu»,o 

•  1ÜA 
■JOD 

1  IT 

,20  4,5 

91  0 
ZI  z 

191 

ozi 

0(19 
ZBZ 

1  fio  Ii 

1  sy,o 

11  K 
O.l 

171 
0/4 

A7  ti 
U  /  ,0 

OnK 
ZUO 

•JOB 

»oo,-> 

Z7z 

Oll 
ZI  O 

11»i  K 
•JOO,') 

Ofil  Ii 
Zol  ,0 

9A  1 
ZUI 

AA  'i 
D0,>> 

171 
0  /  <J 

fi7  ii 
0  /,o 

9ftÜ  *i 
ZUO,-) 

o  r.  7 
00  / 

*o  /  ,o 

0 1 0  n 

11c  t 
0*0,0 

9B9  <\ 
ZBZ,0 

ZI  1  ,o 

TU 
ItS 

T71  1» 
O  /0,0 

AS 

zuo,o 

1H 
•JOO 

•>1  Z 

ouy,o 

z  1  1 ,0 

aoK  K 
Zoö,0 

991  )x 

zzo,o 

Ort 

yu 

0/0 

Afi 
l)o 

9AA 
ZUO 

■)[(•.!; 
•  >  1  o.-l 

iiii 

000 

0Z:',D 

9A7  Ii 
ZU  /  ,0 

iaq 
ooy,-) 

zyu 

91  ( 
Z0* 

IAH 

177 
■Sil 

Afi 
OB 

9AA  K 
ZU0,>) 

11 1  K 

OO  1  ,<J 

,).)0,.> 

•1  "  O  K 

•iO0,0 

1  na  1: 

1  yy,-j 

ib  1 
on  1 

zyo 

91  1 
Z4* 

1  an 

1  zU,o 

17Ö 

0  in 

9f)7 
ZU  / 

1 1  i 
0 1  <J 

Kl  1  'i 

O  / 1  ,o 

177 

077 

1  yu,o 

osy 

oUz,o 

Olli 
Z«)0 

1  0  /  ,0 

'170 

0  /  y 

fI7  H 
O  /  ,0 

9A7 
ZU  / 

l  Jo,o 

OBZ 

'1  (1U 

.» y« 

1  &n 

1  BU 

iui  ii 
oy  *,u 

ouy 

zoy,o 

1  t^a  1 
loz,  0 

0  /y,o 

A7 

9A7  K 

zu/,o 

*A7 

OBy,o 

IAA  F. 

*zu,o 

1  A7 

1QB 

01  b 

9Atl  K 
ZÜ0,0 

1  AQ 

1  oy 

IftA  Ii 

')l),0 

zu  /  ,0 

(•in 
»O» 

1  o*,o 

1QO  ^ 

oyy,o 

ozo 

zo:l 

101  t; 
1  0  1 ,0 

ia  1 
obi 

Ol) 

9(17 
ZU  l 

ei  9 

592,5 

454 

142 

399.5 

335 

272 

194 

382 

65 

207 

.  189,5 

587,5 

472 

1 26,5 

397 

347 

273,5 

208,5 

382,5 

64 

206,5 

1  57,5 

581 

488,5 

1 10 

393 

360,5 

?74 

221,5 

383 

63 

205,5 

ISO 

569,5 

503 

94 

387 

374 

273,5 

232 

383 

62 

205 

93 

554,5 

515,6 

77 

379,5 

389 

271 

2i2 

383 

61 

204,5 

53 

536 

529 

56 

369,5 

106,5 

267 

252,5 

383 

59,5 

203,5 

17,5 

513,5 

Ö38,K 

37.5 

425,5 

261 

259 

1 

382,5 

58 

203 

1- 

41 
19 
20 
91 

89 


i 


622,5 
648 

675,5 
694,5 


Ausserdem  wurden,  um  die  Lage  der  Lina  gegen  den  Humerus 
festzulegen,  zwei  Punkte  «,  ß  der  Humeruslüngsaelise  in  demselben 
Coordinatensy stein  gemessen.    Es  ergab  sich: 

x„  =  453  xp  =  528,5 

ya  =  15,5  und  yfi  —  —  36,5 
zu  —  212,5  z<  —      225  . 

Figur  1  gibt  die  Ä*  Y-Projeetion,  Figur  2  die  Ä'Z-Projection  der  zu  der 
obenstehenden  Tabelle  gehörenden  Curvcn. 

Das  parallele  Verschieben  der  Strecken  A',""  A/"  und  iV,«"'  A';" 
nach  dem  Coordinatenanfaugspunkl,  so  dass  A* 'ot  und  AT3""  mit  demselben 
zusammenfallen  und  AT"1  resp.  A1,'"  nach  A;1'1'  resp.  A^"'  zu  liegen 
kommen,  gestaltet  sich  auf  dem  Wege  der  Rechnung  sehr  einfach. 
Da  der  Coonlinatenanfang  die  Coordinalen  0,  0,  0  besitzt,  so  erhalt 
man  die  Coordinaten  .r(',  //,',  zt'  resp.        yj       für  die  Punkte  AT/"' 


Digitized  by  Google 


92 


W.  HR  AI-NR  HNO  O.  FlSCHKR, 


resp.  NJ*\  indem  man  die  entsprechenden  Coordinaten        i/,,  2(  der 
Stellung  i^*  von  denen  der  Stellung  Nt"\  resp.  die  Coordinaten 
.'/j'  z3  der  Stellung         von  denen  der  Stellung  N3(,]  subtrahirt. 
Für  die  eiste  Verrückung  (1 ,  3)  erhalt  man  daher  als  Coordinaten 
der  Punkte  AT«'  und  X^'  (siehe  die  Tabelle  auf  pag.  13): 

=  —  */"  =  15  -  i  =  41 

yt'  =  f «  —         =  330  —  207,0  =  32,5 

«/  =  z&  —  z,">  =  343  —  282  =  01 

und 

=  —  SC™  =  294  —  305  =  —  II 

;//  =  —  ys{i>  =  148,5  -  123,5  =  25 

%l  =  z<»  —  %M  =  21,5  -  5,5  =        16  . 

Auf  diese  Weise  sind  die  Coordinaten  xt',  t/,',  z[  und  x^,  y}',  zj  der 
Punkte  Ar«"'  und  für  die  11  Verrückungen  (1,  3),  (3,  5)  u.  s.  w. 
bis  (19,  21),  (21,22)  berechnet  worden  und  in  folgender  Tabelle 
niedergelegt : 


Vor- 

.V,' 

rttckung 

< 

=« 

•< 

«; 

(<,3) 

4-  41 

4-  32,5 

4-  6t 

-  (1 

4-  25 

4-  16 

(3,5) 

H-  5« 

4-  21 

4-  64,5 

-  9,5 

4-  28 

4-  21 

(5  7) 

+  66 

4-  7 

4-  58 

—  3 

4-24,5 

4-  24 

p!«j 

-f-74 

-  3 

4-  46,5 

4-  4 

4-  22.5 

4-  23,5 

+  86,5 

—  23,5 

+  43,5 

4-  10,5 

4-20,5 

4-  30,5 

(11,13) 

4-  86,5 

—  38 

4-  26,5 

4-  13 

4-  15,5 

4-  32 

(13,15) 

4-  80,5 

—  50,5 

4-  10,5 

4-  17 

4-  9,5 

4-  29 

(15,17) 

4-  65,5 

—  53,5 

-  5 

4-21 

(  4,5 

\-  27 

(17,19) 

4-  60,5 

—  63,5 

-18 

4-27 

0 

4-  23,5 

(19,21) 

4-  53 

-  73 

-  33,5 

4-  32,5 

-  6,5 

4-  20,5 

(21,22) 

+  19 

—  35,5 

-  22,5 

4-  19 

—  6 

+  6,5 

Die  Gleichung  der  Ebene,  welche  durch  den  Coordinalenanfang  O 
und  die  beiden  Punkte  ZV,'"'  und  ZV,"1',  d.  h.  durch  die  drei  Punkte 
mit  den  Coordinaten  0,  0,  0;  :r(',  »/,',  .x.(',  ys\  z3'  in  Bezog 
auf  jede  der  1 1  Verrückungen  geht,  hat  die  Gleichung,  wie  die  ana- 
lytische Geometrie  des  Raumes  lehrt: 

(y;  K  -  vi  O  *  +  «  <  -  <  O  y  +  W  vi  -  <  *,')  «  =  o, 
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'  Vi«  ; 

1 


wo  .r,  y,  s  die  laufenden  Coordinalen  der  Kbene  bedeuten.  Di«? 
durch  don  Coordinatenanfangspunkt  gehende  Normale  zu  dieser 
Ebene  besitzt  die  beiden  Gleichungen: 


?/  = 


x. 


ii  ii 
-  x>  y< 


y,  *,  - .V, 

Man  hat  also  nur  die  zu  jeder  der  I  I  Verdickungen  gehören- 
den und  in  der  Tabelle  pag.  \  3  aufgezeichneten  Werthe  für  xt\  »/,', 

'  s/  einzusetzen  und  erhalt  dann  aus  den  obigen  beiden 
Gleichungen  die  Gleichungen  für  die  zugehörige  Rotationsachse, 
welche  in  diesem  Fall  durch  den  Coordinatenanfangspunkt  gelegt  ist. 

Für  die  Ausdrücke  (y,'  —  :,'),  (2,'  xa'  —  2/  und 
(j/  y/  —  x[  berechnet  man  bei  den  H  Verrückungen  durch 
Einsetzen  der  Werthe  der  vorigen  Tabellen  folgende  Grössen: 


Verdickung 

3.' 

•<y3'  —  ^'  y,' 

(M) 

—  1005 

—  1327 

4-  4382,5 

(3,5) 

—  1365 

—  1830,75 

I-  1823,5 

(5,7; 

—  4253 

—  1758 

+  1638 

(7,9) 

—  4116,75 

—  1553 

4-  1677 

(9,11) 

—  4608,5 

—  2184,5 

-h  2020 

(11,13) 

—  4  626,75 

—  2423,5 

4-  1834,75 

(13,45) 

—  1564,25 

—  2456 

4-  1623,25 

(15,17) 

—  4  422 

—  1873,5 

+  1418,25 

(17,49) 

—  4  492,25 

—  4907,75 

+  1714,5 

(19,21) 

—  4744,25 

—  2475,25 

4-  2028 

(21,22, 

—  365,75 

—  551 

4.  560,5 

Alle  diese  Rotationsachsen  gehen  durch  den  Coordinatenanfangspunkt. 
Man  kann  sie  daher  als  Erzeugende  eines  Kegels  auffassen,  der  seine 
Spitze  im  Coordinatenanfangspunkt  besitzt.  Dieser  Kegel  möge 
Achsenkegel  heissen. 

Zur  besseren  Darstellung  des  Achsenkeg'els  bringen  wir  den- 
selben mit  einer  Kugel  zum  Schnitt,  deren  Mittelpunkt  ebenfalls  mit 
dem  Coordinatenanfangspunkt  zusammenfallen  möge  und  deren  Radius 
200  mm  gross  sein  soll;  dieselbe  besitzt  die  Gleichung 

*f  H-  y*  +  *'  =  *0000  • 
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Die  Coordinaten  der  Schnittpunkte  jeder  der  1 1  Rotationsachsen  mit 
der  Kugel  sind  die  gemeinsehaftlichnn  Wurzeln  der  drei  Gleichungen: 

+  V*  +  z%  =  40000 

Z    X  '    —    Z  '  X  ' 
y  =  —t  1_L  x 

.v,  s,  —  *. 

,  _  <  .v;  -  <  »/  r 

•V,       -  !/,  *, 

Da  die  erste  dieser  drei  Gleichungen  vom  zweiten  Grade  ist,  so 
giebt  es  zwei  Lösungssystemc  y0,  zt,  entsprechend  dem  zweiten 
Schnittpunkt  der  rückwärts  über  den  Coordinatenanfangspunkt  hinaus 
verlängerten  Rotationsachse  mit  der  Kugel.  Auf  das  zweite  Losungs- 
system soll  keine  Rücksicht  genommen  werden,  da  das  zugehörige 
Schnittptinktsystem  nur  das  zum  ersten  Schnitt punktsystem  symme- 
trische ist.  Es  berechnen  sich  als  Coordinaten  xt,  y9,  z0  des  ersten 
Sehnittpunktsysteins,  d.  h.  als  gemeinschaftliche  Wurzeln  der  obigen 
drei  Gleichungen: 

x„  -r.  -  200  (y;  <  -  y.X  _ 

Vül  —  v,  Of  +  (*.'  <  —  <     +  « yi  —  <  j/, ')" 

=   2oo  (g;  r;  -  s;  <)  

W  *;  -  y;  *,?  +  «  +  (< »;  -  < 

,  =  2°° (*: //;  -  *:  o   

W  z;  -  y;  z,y  +  (s;  .<  -  *;  <r  +  W    -  <  »,r " 

Setzt  man  die  Werthe  »/,',  z,'  ;  x/,  //,',  z4'  inbezug  auf  jede  der 
H  Verrückungon  ein,  so  ergiebt  sich  für  xt t,       z„  folgende  Tabelle: 


.'/„ 

(Ml 

4  93 

4-  12S.G 

—  128 

|3,5> 

|  -r  93,5 

4-  126 

—  124,5 

(5,7) 

I  -f-  92,5 

4-  130 

—  121 

(7,9) 

+  88 

4-4  21,5 

—  13t 

■;9,hj 

-r  95 

4-  129 

—  119,5 

11,13) 

4-  94.5 

4-  U0,5 

—  106 

13, 15) 

4-  100 

4-  137,5 

—  104,5 

(15,17) 

4-  103,5 

4-  136,5 

—  102,5 

(n,i!i) 

4-  100 

4-  128,5 

—  115,5 

(19,21) 

4-  90 

4-  125 

—  118 

4-  8fi 

4-  13« 

-  1?R,5 
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Man  hat  somit  durch  die  Kugel  einen  sphärisch  begrenzten 


Kegel  abgeschnitten,  dessen  Basis  die  durch  j,,,  yu 


definirte 


sphärische  Curve  und  dessen  Spitze  der  Coordinatenanfangspunkt  ist. 
In  der  folgenden  Figur  ist  die  A'  V-Projection  und  die  A*/-Projcction, 
d.  h.  die  Ansicht  des  Kegels  von  oben  und  von  vorn  bei  der  ge- 
wählten Lage  unseres  Coordinalensyslems  aufgezeichnet. 


Figur  8.    Auf  */.,  verkleinert. 
Achsonkc^ol  heim  ersten  Versuch. 

I  ist  die  X  K-Projection,  d.  h.  die  Ansicht  von  oben, 
II  die  A'Z-Projection,  d.  h.  die  Ansicht  von  vorn. 
(Die  Achsen  sind  mit  der  zur  End.Molliing  jeder  VerrUckuni;  gehörenden 
Nummer  versehen  worden.) 

Abh»odl.  d  K.  S.  (l,..,U««h.  d.  W.<*.  XXIV.  7 
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Um  eine  noch  deutlichere  Darstellung  des  Kegels  zu  gewinnen, 
die  nicht  nur  einen  besseren  Einblick  in  die  Gestalt  desselben  ge- 
währt, sondern  auch  ohne  Weiteres  einen  Vergleich  mit  dem  beim 
zweiten  Versuch  resultirenden  Achsenkegel  gestaltet,  haben  wir  den- 
selben noch  ausserdem  mit  einer  Ebene  geschnitten,  die  senkrecht 
auf  einer  in  gewissen  Sinne  ausgezeichneten  Richtung,  die  wir 
Mittelstellung  nennen  wollen,  steht.  Diese  Mittelstellung  ist 
nilmlich  die  Richtung  der  Rotationsachse,  welche  man  erhalt,  wenn 
man  die  Bewegung  der  Lilna  aus  der  extremen  Streckstellung  in  die 
extreme  Beugestellung  als  eine  Rotation  um  eine  Achse  auffasst.  Diese 
Mittelstellung  deckt  sieh  also  mit  der  von  den  meisten  Autoren  an- 
genommenen einzigen  Bcwcgungsachse.  Die  Richtung  der  Mittel- 
stellung wird  auf  genau  dieselbe  Weise  gefunden,  wie  bei  allen 
anderen  Rotationsachsen,  nur  dass  man  hier  als  Anfangs-  und  End- 
stellung der  VerrUckung  die  extremen  Stellungen  der  Ulna  aufzufassen 
hat.  Es  ergab  sich  das  zufallige  Resultat,  dass  die  Mittelstellung  in 
ihrer  Richtung  mit  der  zur  Verrückung  (9,11)  gehörenden  Rotations- 
achse zusammenfallt,  also  die  Gleichungen  besitzt: 

2423.5 
V  ~     1020,75  x 

I8:U,75 

z  —  x  . 

1020,75 

Der  Punkt  der  Mittellinie,  welcher  200  mm  vom  Coordinalen- 
anfangspunkt  entfernt  ist,  hat  nach  der  Tabelle  (pag.  10)  die 
Coordinaten  x0  —  95,  y0  =  1 29,  :„  —  —  11 9,5. 

Die  in  diesem  Punkte  auf  der  Mittellinie  senkrecht  stehende 
Ebene  besitzt  die  Gleichung: 

—  1008,5  x—  2181,5  y  -\-  2020  z  = 
-  1008,5  .  95  -  2181,5  .  129  —  2020.119,5 

oder 

1008,5  x  -f-  2181,5  y  —  2020  s  =  075011  . 

Bringen  wir  nun  die  zehn  anderen  Rotationsachsen  mit  dieser 
Ebene  zum  Schnitt,  so  haben  wir  das  gemeinschaftliche  Lüsungssyslem 
£,  /, ,  £  der  drei  Gleichungen: 
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1608,0  t  +  21  Hl, 5  y  —  2020  z  =  67561 1 

!l  = 


.V,  z, 


II 


3  » 

'  t 


.  _  *,  y*  -  *,  y, 

y,  J3  —  ?/.,  *, 


aufzusuchen.    Man  berechnet 

£  = 


5  — 


675611  (;/,'  z; 

1 608,5  {tj;z; 

-y;0+2i8i,5{z;< 

-*,y>) 

67561 1  (z/  .< 

1608,5  (y/z/ 

-y;<}+2i8i,.'i(z;< 

-*>,')-  2020«,,/- 

>  <\ 

67561 1  (*,'  - 

-  ?/,') 

1608,5  t,, 's/ 

-y;:1')  +  2l81,5(z;<- 

-z;.r1,)-2020(.r|',v;- 

Die  Werlhe  eingesetzt,  crgiebt  sich  folgende  Tabelle  für  £,  *h  £: 


Verrückung 

(M) 

93 

122  8 

—  127,9 

(3,5) 

93,4 

125,2 

—  124,7 

92.4 

129,6 

—  120,8 

(7.9) 

88 

12?,4 

—  132,2 

(9,11) 

95 

129 

-  119,5 

(11,13) 

94,7 

141,1 

—  106,8 

(13,15)  ; 

100,7 

138,9 

—  104,5 

(15,17) 

103,9 

136,9 

—  103,6 

(17,19)  j 

100.6 

128,6 

-  115,6 

(19,21) 

99,9 

126,7 

-  118,2 

(21,22) 

84.6 

127,4 

—  129,6 

Diese  Coordinaten  £,  £  können  in  ihrer  Gross«'  nur  wenig 
verschieden  sein  von  den  früher  berechneten  xn,  i/0,  weil  die 
schneidende  Ebene  Tangentialebene  im  Schnittpunkte  (0,11}  an  die 
Kugel  ist. 

Die  Coordinaten  £,  r;.  £  geben  die  Lage  der  Schnittpunkte  des 
Achsenkegels  mit  der  Ebene  in  unserem  (Koordinatensystem  an.  Es 
ist  nun  nölhig,  diese  ebene  Schnittcurve  nicht  in  ihren  Projcetionen, 
sondern  in  ihren  wahren  Dimensionen  zu  bestimmen.  Dies  erreicht 
man  mit  Hülfe  der  £,  f,  indem  man  noch  den  Winkel  «  hinzu- 
nimmt, den  die  Mittelstellung  mit  ihrer  X  Y- Protection  bildet  und 
den  Winkel  t1,  um  den  diese  Projection  gegen  die  X-Achse  geneigt  ist. 
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Bezeichnet  man  mit  »/,  £'  zwei  rechtwinklige  Coordinaten  in 
der  Schnittebene  E  für  den  Punkt  P  des  Aehsenkegels  mit  den 


Coordinaten  £,  //,  »  in  allen  Coordinatensystemen,  so  hat  man,  wie 
aus  der  Figur  ersichtlich  ist: 


COS  tt 


ordinalen  ^,J|(I 


Nun  berechnet  sich  cos  «,  cos  (iy  taug  «,  lang  ß  aus  den  Co- 

1 29 ,  =  —  \  \  9,5  des  Schnitt- 
punktes M  der  Mittellinie  mit  der  Rhene  E  lolgcnderraassen.  Es  ist, 
da  M  200  mm  von  0  entfernt  ist: 

Vi* 


COS  u  — 


cos  {i 


lang  « 


lang  = 


200 

Vi' 


VW  +  I29J  , 
200 
95 


—  ' 


VOä' +  129* 
119,5 

'VÜV+~\M* 


_-  > 


1 
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Daraus  berechnet  sich 

—  -  1,248  , 

cos  « 

^  1,686  , 

cos  ,7 

lang  u  .  lang  /?  =  1,013  , 
und  wir  erhallen  die  Coordinatentransformationsformeln: 

,/  __  —  1,686    +  1,013  f 
C'  =       1,248  £  . 

Setzt  man  nun  der  Reihe  nach  die  Werlhc  für  y  und  f  aus 
der  Tabelle  von  pag.  18  ein,  so  erhält  man  entsprechend  den  elf 
Verrückungen  als  Coordinalen  »/,  f'  der  ebenen  Schnilleurve  des 
Aclisenkcgels  in  der  Entfernung  200  mm  von  der  Spitze: 


Verruckung 

1 

r 

(1,3) 

—  336,5 

—  159,6 

(3,5) 

—  337,5 

—  155,7 

(5,7) 

—  340,7 

—  150,7 

(7,9) 

,   -  340,2 

—  1C4.9 

(9,11) 

!   -  338,5 

—  149,1 

(11,13) 

—  346 

—  133,3 

(13,15) 

—  340 

—  130,5 

(15,17) 

—  -  3*>5,7 

—  129,3 

(17,19) 

—  333,8 

* 

—  144,2 

(19,21) 

—  333,4 

—  147,2 

(21,22) 

—  346,1 

—  161,7 

Die  zugehörige  Curvc  findet  sich  in  Figur  4  aufgezeichnet  (pag.  22). 
Die  Lage  des  gemeinsamen  Schnittpunktes  der  Achsen,  d.  h.  der 
Spitze  des  Achscnkegels  inbezug  auf  diese  ebene  Curve  ündet  man, 
indem  man  in  dem  mit  (9,11)  oder  M  bezeichneten  Schnittpunkt 
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der  Mittelstellung  ein  Lolh  nach  rückwärts  errichtet.  Die  Spitze 
des  Aehsenkegcls  ist  dann  auf  diesem  Lolh  in  der  Entfernung  von 


1 

 J  

-i 

12.  

i«      - 1 

•« 

-iJ 

r* 

'  -*• 

-6» 

—  IXf 

-ll(t 
-im 

—H« 

— c 



■ 

<-  - 



Vj. 

~t9- 

% 

"fei'  f 

- 

o\ 

(  H 

1 

w 

J(  1 

ivl 

— «o 

.11,11  \  \ 

*ä  1, 

-WO 

-II» 

k'rtffr  1 

ersuch 

Y.treitf  r 

\~fr\neh 

Figur  4. 

200  inm  zu  finden. 


Zweiter  Versuch. 

Der  zweite  Versuch  wurde  auf  genau  dieselbe  Weise  wie  der 
erste  angestellt.  Da  auch  genau  dieselben  Bezeichnungen  verwendet 
werden,  so  kann  die  Darstellung,  ausser  der  Anführung  der  ge- 
wonnenen Resultate,  sich  auf  einige  Angaben  der  Messungsgrossen 
beschränken. 

Es  wurden  für  zwölf  Stellungen  der  Ulna  während  der  successiven 
Überführung  derselben  aus  der  extremen  Sireckstellung  in  die  extreme 
Bcugestellung  die  Coordinaten  der  drei  Nadelspitzen  Nt ,  Nt ,  Ns  ge- 
messen und  daraus  wiederum  die  Coordinaten  für  einen  Punkt  a  auf 
der  medialen  Ausseufläche  der  Trochlea  berechnet.  Diese  Coordinalen 
sind  in  folgender  Tabelle  aufgezeichnet. 
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!/• 

3I 

Ii 

■• 

»Ja 

3n 

d 

N. 

18,5 

179 
162,5 
»Oh- 

319 
370  | 

239 
*48 
 U 

289,5 
281 

288 
313,5 

412 
3N4,5 

478 
465 

6 
Iii 

468 
KiT,:» 

400 
399,5 

257 

:>:>: 

-t 
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'Ji 

'  _ 

Vt 

~t 



'Ji 

5> 

— ™-* 

'Jn 



 1 

1 



10 

179 

319 

239 

289,5 

288 

•412 

478 

6 

«~ 

1    1  i 

468 

400 

—  «- 

257 

2 

28,5 

162,5 

370 

i 

248 

281 

313,5 

384,5 

465 

10 

467,5 

399,5 

257 

3 

85 

137,5 

470,5 
579 

276 
321 

268,5 

364 

341 

433 

24 

~   &>  >■> 
<y't  9*  (** 

467 

399,5 

257,5 

» 

131 

265,5 

419 

291 

391 

57,5 

466,5 

400 

259 

5 

284 

146 

662,5 

375,5 

273,5 

461,5 

254,5 

354 

105,5 

II     II  II 

467 

401 

260,5 

c 

394,5 

176,5 

714 

431 

289 

487,5 

234 

325 

159 

h°  S  * 

467,5 

401,5 

261 

*- 

497 

216 

737 

482,5 

309 

499,5 

227 

304 

212,5 

folge 

In  ■ 
III  . 

468 

402 

262 

s 

583 

257,5 

738 

526 

330 

500 

230 

288 

260,5 

469 

402,5 

262 

9 

6C1 

301 

727  ; 

565,5 

352 

494,5 

242 

276 

306,5 

470 

403 

262 

10 

760 

370,5 

682,5 

616,5 

387 

472 

269 

265 

362 

i  £ 

473 

403,5 

261,5 

11 

821 

428 

634,5 

647,5 

416 

448 

299 

260 

401 

474 

404 

261,5 

12 

H88 

506 

543 

081,5 

455 

402 

351 

261 

447 

475 

404 

261 

Zwei  Punkte  «,  {i  der  Humerusaclisc  besassen  in  dein  jetzt 
verwendeten  CoordinatensYstem  die  Coordinalen: 


xa  =  408  xf  —  073 

y„  —  400  und  ij?  —  508 

za  =  257  z,  —  257  . 


In  Figur  5  und  6  sind  die  zugehörigen  (lurven  aufgezeichnet. 

Die  analoge  Tabelle  für  die  x[,  yt\  zt'\  x^>  ys\  zs'  ist  folgende: 


Vor- 
rllckunjj 

'Ji 

I 

0 

.Vi' 

(1.2j 

+  18,5 

16,5 

f-  51 

- 

27,5 

—  13 

4- 

4 

(2,3) 

-h  56,5 

25 

+  100,5 

43,5 

—  32 

4- 

14 

-|-  90,5 

6,5 

4-  108,5 

50 

—  42 

4- 

33,5 

4-  108,5 

\- 

15 

4-  83.5 

36,5 

—  37 

4- 

48 

15,6) 

4-  H0,5 

-\~ 

30,5 

4-  51,5 

20,5 

—  29 

4- 

53,5 

(6,7j 

4-  102,5 

-"T 

39,5 

4-  23 

und 

7 

—  21 

4- 

53,5 

•7,8, 

4-  86 

4- 

41,5 

+  ' 

-1- 

3 

—  16 

4- 

48 

(8,9) 

4-  78 

4- 

43,5 

-  11 

4- 

12 

—  12 

4- 

46 

(9,10) 

4-  99 

4- 

69,5 

—  44,5 

4- 

27 

-  11 

4- 

55,5 

10,11) 

4-  61 

4- 

57,5 

48 

4- 

30 

—  5 

4- 

39 

+  07 

78 

91,5 

1 

; 

52 

4-  1 

4- 

46 

Die  mathematische  Discussion  ergab  dann  wieder  den  Achsen- 
kegel und  eine  zugehörige  Mittelstellung,  die  diesmal  nicht,  wie  früher, 
zufällig  mit  einer  Achse  zusammenfiel.    Dieser  Kegel  wurde  ganz 
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wie  der  erste  mit  einer  Kugel,  die  die  Spitze  des  Kegels  als  Mittel- 
punkt und  den  Radius  200  in  besass,  geschnitten.  Als  (Koordinaten 
der  Schnittpunkte  j*0,  !/„,  :«  wurde  erhalten: 


.V. 

=0 



(1,21 

+  67.5 

-  170 

80,5 

•  (-  o<> 

--10/ 

—  o/,.l 

(3.4) 

+  «3,5 

—  ICH 

—  80 

(*.») 

+  78,5 

t69 

—  71 

(5,6) 

-1-  76,5 

—  172,5 

—  62,5 

(6,7) 

+  79,5 

174 

-  58 

+  «3,5 

170 

—  61,5 

(8,9) 

+  85,5 

-  168 

—  64,5 

(9,10) 

+  85,5 

-  165 

-  74,5 

(10,41) 

+  87,5 

158 

—  89 

inj«) 

+  77 

—  165 

—  83 

Mittelstellung 

+  80,5 

—  168,5 

—  70,5 

Die  nebenstehende  Figur  7  giebt  eine  Darstellung  dieses  sphärisch 
begrenzten  Kegels,  indem  die  obere  Figur  die  A'Z-Piojection,  d.  h. 
die  Ansicht  von  vorn,  und  die  untere  Figur  die  X  V-Projection,  also 
die  Ansicht  von  oben  bietet. 

Auf  der  Mittelstellung  wurde  wieder  in  der  Entfernung  von 
200  mm  eine  senkrechte  Ebene  errichtet.  Die  Schnittpunkte  dieser 
Ebene  mit  den  gemessenen  Erzeugenden  des  Achscnkegels  sollen 
wiederum  die  Coordinalen  £,     £  besitzen,  danu  erhalt  man  die  Tabelle: 


VerrUckung 

1 

c 

(1.*: 

+  67,5 

—  170 

—  80,5 

+  86 

—  158,5 

—  88,5 

;3,4) 

-f-  83,5 

—  163 

—  80,5 

(*.») 

+  78,5 

—  169 

—  71 

,5.6) 

+  77 

-  173,5 

-  63 

[6,7] 

+  79,5 

—  174 

-  57,5 

!7,8i 

+  84 

-  170,5 

—  62 

8,9) 

+  86 

-  168,5 

—  65 

(9,10) 

+  85 

—  164,5 

—  74 

■'10,11) 

+  87 

-  157,5 

—  89 

11,12 

+  77 

—  164,5 

—  83 

Mittelstellung 

+  80,5 

-  168,5 

-  70,5 
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Figur  7.    Auf  Vj  verkleinert 
Achsenkegel  beim  zweiten  Versuch. 

I  ist  die  A  y-ProjeclioDT  d.  h.  die  Ansicht  von  oben, 
II  die  A'Z-Projection,  d.  h.  die  Ansicht  von  vorn. 
(Die  Achsen  sind  mit  der  zur  Kndslellung  jeder  Verrtickung  gehörenden 
Nummer  verseben  worden.    M  ist  die  Mittelstellung.; 

Diese  Coordinaleo  künneu  natürlich  wiederum  nur  sehr  weiiij: 
von  den  Coordinaten  /,  ij  .  ro  verschieden  »ein. 
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Für  die  Coordinatcn  »/,  £'  dieser  Schnillpunkte  inbezug  auf  ein  Coor- 
dinatensysteui  innerhalb  der  SchniUebene  hat  man  wiederum  die  Formeln: 

=  c^?  +  f  '  lan8  "  '  lang  ^ 


cos  « 


In  der  ersten  Formel  erscheint  diesmal  das  erste  Glied  positiv,  weil 
von  Anfang  an  beim  zweiten  Versuch  zufalliger  Weise  die  entgegenge- 
setzte Hichtung  als  beim  ersten  Versuch  positiv  genommen  war.  Deshalb 
findet  sich  auch  in  allen  Tabellen  für  den  zweiten  Versuch  jedesmal 
die  zweite  Ooordinate,  mag  sit»  y,  yn  oder  i{  heissen,  mit  entgegenge- 
setztem Vorzeichen  als  beim  ersten  Versuch  vor.  Dies  hat  natürlich 
durchaus  keinen  Einlluss  auf  den  Verlauf  der  mathematischen  Discussion. 

Es  ergaben  sich  in  diesem  Falle  die  Werthe  für 

=  1,07 


cos  «      1/80,5*  4-  108,0* 
_  1/80,0*  +  108,5* 


cos  ti 
taug  «  .  lang  t1  — 


70.5 


80,5 
1 68,5 


2,32 
0,79  . 


80,5  .  ^80,5*  H-  'lM^j1 
Also  lauten  die  Transformationsformeln: 

//  =  2,:V>  .  tt  +  0,70  .  £ 
f  =  1,07  .  t  . 

Durch  Einsetzen  der  verschiedenen  Werthe  für  it,  f  gewinnt 
man  die  Tabelle: 


Yurrückun^ 

l 

r 

(«.«) 

—  458 

-86,1 

(2,3) 

—  437,6 

—  94,7 

(3,4) 

—  444,7 

—  86,1 

(*,5) 

-  448,2 

—  76 

(5,6) 

~-  452,3 

—  67,4 

(6,7) 

—  449,9 

—  62,6 

(7,8) 
(8,9; 

444,5 
—  441,1 

66,3 

-  69,6 

(9,10j 

440,1 

-  79,2 

(tojt) 

—  435,7 

-  95,2 

(11,12) 

-  447,2 

—  88,8 
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Die  zugehörige  Figur  ist  mit  in  die  Figur  4  auf  pag.  22  einge- 
zeichnet worden,  um  besser  einen  Vergleich  der  bei  den  beiden  Ver- 
suchen gewonnenen  Gestalten  des  Achsenkegels  anstellen  zu  können. 

Man  sieht,  diese  Curven  weichen  zwar  im  Einzelnen,  nament- 
lich an  den  itusserslen  Punkten,  etwas  von  einander  ab,  zeigen  aber 
doch  im  Wesentlichen  dieselbe  Gestalt. 

Wir  haben  somit  folgendes  Resultat  gewonnen: 

Die  Bewegung  der  Ulna  ist  eine  Zwangsbewe- 
gung, d.  h.  eine  Bewegung  von  nur  einem  Grade  der 
Freiheit.  Sie  ist  aber  nicht  eine  einfache  Charnier- 
bewegung,  da  in  diesem  Falle  jeder  Punkt  des 
Knochens  sich  in  einer  einzigen  Ebene  bewegen  müsste, 
sondern  die  Bewegung  findet  so  statt,  dass  die 
Ebene,  in  der  ein  kleines  Stück  der  Bewegung  eines 
Knochenpunktes  mit  grosser  Annäherung  stattfindet, 
im  Verlaufe  der  Beugung  und  Streckung  fortwahrend 
ihre  Lage  im  Räume  ändert,  entsprechend  der  fort- 
währenden Aenderung  der  Richtung  der  momentanen 
Rotationsachse. 

Ist  der  Humerus  fixirt,  was  bei  unseren  Versuchen  der  Fall 
war,  so  kann  die  Ulna  eben  nur  die  beschriebene  Bewegung  aus- 
führen, die  ihre  Normalbewegung  genanut  werden  soll.  Eine  jede 
andere  Bewegung  der  Ulna  gegen  den  Humerus  ist  nur  dann  möglich, 
sofern  die  Längsrichtung  des  Humerus  dieselbe  bleiben  soll,  wenn 
der  Humerus  gleichzeitig  eine  Rotation  um  seine  Langsachse  aus- 
fuhrt. Je  mehr  die  Bewegung  der  Ulna  gegen  den  Humerus  von 
der  beschriebenen  Normalbewcgung  abweicht,  um  so  grösser  muss 
die  Rotation  des  Humerus  sein.  Dem  Humerus  sind  aber  in  Bezug 
auf  seine  Rotalionsmöglichkeit  bestimmte  Grenzen  gesetzt.  Daher 
wird  die  Bewegung  der  Ulna  gegen  den  Humerus  in  einer  von  der 
Normalbewegung  abweichenden  Art  nur  so  hinge  möglich  sein,  als 
die  dadurch  hervorgerufene  Rotation  des  Humerus  ihre  Grenzen  nicht 
überschreitet.  Aus  diesem  Grunde  kann  man  z.  B.  die  Ulna  in  einer 
von  der  Normalbewegung  lateralwitrts  sehr  abweichenden  Richtung 
nicht  so  weit  beugen,  als  in  der  Nahe  der  Normalbewegung. 

Behält  man  die  Richtung  der  Längsachse  des  Humerus  bei,  so 
wird  mit  wenig  Ausnahmen  jede  Bewegung  der  Ulna  sich  aus  einer 
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Beugung  im  Ellenbogcngelenk  und  einer  Rotation  des  Huruerus  um 
seine  Längsachse  zusammensetzen.  Ausgenommen  ist  nur  einmal 
die  Normalbevvegung,  bei  der  die  Rotation  des  Humerus  ausgeschlossen 
ist,  und  dann  die  Bewegung  der  Ulna  von  irgend  einer  Beugeslellung 
aus  um  die  Längsachse  des  Humerus.  Bei  letzterer  ist  nämlich  jede 
Bewegung  im  Ellenbogengelenk  ausgeschlossen  und  die  Bewegung 
ist  eine  reine  Rotation  des  Humerus  um  seine  Längsachse. 

Halt  man  die  Längsachse  des  Humerus  fest,  so  hat  derselbe 
in  seiner  Bewegung  nur  noch  einen  Grad  der  Freiheit,  nämlich  nur 
noch  die  Möglichkeit  der  Rotation  um  seine  Längsachse.  Die  Ulna, 
welche  zum  Humerus  1  Grad  der  Freiheit  besitzt,  hat  im  Allgemeinen 
i  Grade  der  Freiheil  gegenüber  der  Scapula.  Halt  man  aber  die 
Längsachse  des  Humerus  fest,  so  besitzt  die  Ulna  nur  noch  2  Grade 
der  Freiheit  der  Scapula  gegenüber. 
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Ueber  den  Antheil,  den  jedes  der  beiden 
Handgelenke  an  den  G-esammtflexionen 
der  Hand  besitzt 

von 

Wilhelm  Braunk  und  Otto  Fisciikr. 


Das  Handgelenk  des  Menschen,  obwohl  schon  vielfach  unter- 
sucht, wie  unter  andern  namentlich  die  Arbeiten  von  Gunther,  Henke 
und  Meyer  zeigen,  bildet  den  Gegenstand  der  vorliegenden  Unter- 
suchung, und  zwar  handelt  es  sich  dabei  nicht  um  eine  Beschreibung 
der  einzelnen  Bestandteile  des  Gelenks,  sondern  um  eine  Fest- 
stellung der  Bewegungsgrenzen  der  Hand,  wie  sie  durch  die  beiden 
Handgelenke  gegeben  sind.  Unter  diesen  beiden  Gelenken  sind  ver- 
standen das  Radiocarpalgelenk  (erstes  Gelenk)  und  das  Intercürpal- 
gelenk  (zweites  Gelenk).  Die  Untersuchung  war  geboten  nicht  nur 
durch  den  Mangel  genauer  Messungeu,  sondern  auch  durch  die, 
directen  Widersprüche  der  beiden  Hauptuntersucher  auf  diesem  Ge- 
biete. Von  einer  vollständigen  Wiedergabe  der  Literatur  wird  ab- 
gesehen, was  ausdrücklich  bemerkt  sein  soll,  erstens  deshalb,  weil 
sich  beim  Durchsehen  der  zahlreichen  Handbücher  durchaus  nicht 
erkennen  lüsst,  ob  die  Angaben  der  Autoren  auf  Grund  eigner  Unter- 
suchungen gemacht  sind,  oder  blosse  Citale  darstellen,  zweitens,  weil 
nur  eine  vollständige  Literaturangabe  genügen  kann,  wenn  man 
Uberhaupt  sich  darauf  einlasst,  und  ausserordentlich  leicht  einzelne 
Arbeiten  Ubersehen  werden  können. 

Wahrend  Meyer  das  erste  Gelenk  (Radio-Carpalgclcnk)  als  ein 
zweiachsiges  Gelenk  bezeichnet  {Form  des  eiförmigen  Ginglymus) 
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und  das  zweite  als  ein  Charniergelenk,  nimmt  Henke  an,  dass  es 
sich  liier  um  zwei  Charniergelenke  mit  sich  kreuzenden  Achsen 
handelt,  nebst  zwei  Arthrodieen. 

Nach  den  Angaben  von  Hermann  Meyer  (Die  Statik  und  Mechanik 
des  menschlichen  Knochengerüstes,  Leipzig  1873,  pag.  167)  ist  das 
Gelenk  zwischen  Os  lunatum  und  Radius  als  ein  zweiachsiges  Gelenk, 
von  der  Art  des  eiförmigen  Ginglymus,  zu  bezeichnen.  Die  Arti- 
culation  zwischen  Lunatum  und  Capitalum  nebst  Hamatum  ist  ein 
Ginglymus  mit  Schraubencharakter.  In  beiden  Gelenken  ist  also 
Volar-  und  Dorsalflexion  möglich,  Radial-  und  Ulnarflexion  dagegen 
nur  in  dem  ersten  Handwurzelgelcnk,  zwischen  Radius  und  Meniscus. 

Er  giebt  ferner  an  (pag.  172):  In  dem  Gelenke  zwischen  Me- 
niscus und  Unterarm  bilden  die  drei  Knochen  des  Meniscus  eint; 
als  eiförmig  zu  bezeichnende  gerneinsame  Gelenkflache,  wenn  auch 
ihre  Gestalt  keine  absolut  festgestellte  ist,  weil  sie,  aus  mehreren 
beweglich  unler  einander  verbundenen  Stücken  bestehend,  eine  ge- 
wisse Wandelbarkeit  besitzt.  Eiförmiger  Ginglymus  ist  also  nach 
Meyer  der  Charakter  des  ersten  Handgelenkes,  welches  deswegen 
die  Flexion  nach  den  bekannten  vier  Hauptrichlungen  gestattet.  Aber 
auch  hier  soll  der  Meniscus  auf  dem  Radius  sich  in  einem  Schrauben- 
gange bewegen. 

Henke  (Handbuch  der  Anatomie  und  Mechanik  der  Gelenke, 
Leipzig,  1863,  pag.  160  u.  ff.) 

Nach  Henke  sind  die  beiden  Handgelenke  einachsige,  die  Achsen 
stehen  aber  nicht  nur  schief  zu  einander,  sondern  auch  schief  zur 
Handfläche,  so  dass  Flachenbewegung  und  Randerbewegung,  d.  h. 
Flexion  in  der  Dorsal- Volarrichtung  und  der  Radial -Ulnarrichlung 
nur  durch  Belheiligung  beider  Gelenke  zu  Stand«  kommt. 

Pag.  178  und  180  giebt  er  an,  dass  der  Gesammlmechanismus 
der  Handwurzel  aus  vier  Elementen  besteht,  zwei  einfachen  Char- 
nieren,  nämlich  die  Verbindung  des  Lunatum  mit  dem  Radius  und 
Verbindung  des  Naviculare  mit  den  drei  anstossenden  Knochen  der 
zweiten  Reihe,  und  zwei  Arthrodieen,  nämlich  die  Verbindung  des 
Naviculare  mit  Radius  und  die  Verbindung  des  Kopfes  vom  Capitatum 
mit  der  Pfanne  des  Lunatum.  Die  Achsen  beider  Charniere  schnei- 
den sich  in  einem  Punkte,  der  zugleich  der  Mittelpunkt  der  beiden 
Arthrodieen  ist  und  im  Innern  des  Capitatum  liegt.    Es  wäre  somit 
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eine  allseitige  Beweglichkeit  der  Hand  möglich  um  den  gemeinsamen 
Drehpunkt,  der  mitten  in  der  Handwurzel  im  Kopf  des  Capitatum 
liegt. 

Langer  (Lehrbuch  der  Anatomie,  II.  Auflage,  Wien  1882,  pag.  75) 
nimmt  für  die  beiden  Handgelenke  zwei  Charniergelenkc ,  deren 
Achsen  sich  im  Köpfchen  des  Capitatum  kreuzen,  und  vergleicht  die 
Einfügung  der  Hand  gegenüber  dem  Vorderarm  mit  einer  Cardani- 
schen  Aufhängung,  eine  Ansicht,  die,  wie  der  Verlauf  der  Unter- 
suchung zeigen  wird,  am  wenigsten  das  Richtige  trifft. 

Die  Untersuchung  ging  darauf  hinaus,  die  Grenzen,  welche 
der  Hand  bei  ihren  Flexionen  gestellt  sind,  zu  ermitteln  und  damit 
die  Maxiinalgrösse  der  Flexionen,  sowohl  für  den  Gesammtmeehanis- 
mus  der  Hand  als  für  die  einzelnen  ihn  zusammensetzenden  Ge- 
lenke. Ks  war  durchaus  nicht  die  Absicht  der  vorliegenden  Unter- 
suchungen, die  Art  der  Bewegungen  im  Handgelenk,  d.  b.  also  die 
Lage  der  successiven  Bewegungsachsen  u.  s.  w.  festzustellen.  Aus 
diesem  Grunde  war  es  auch  nicht  nöthig,  wie  eine  derartige  Unter- 
suchung erfordern  würde,  die  Bewcgungscurven  dreier  starr  mit 
dem  Handgelenk  verbundenen  Punkte  zu  messen,  sondern  es  genügt 
zur  Ermittelung  der  Grenzen  der  Flexionen  ein  einziger  solcher  Punkt, 
also  eine  einzige  Holznadel.  Eine  spätere  Untersuchung  wird  auf 
die  Art  der  Bewegungen  im  Handgelenk  gerichtet  sein. 

Die  Darstellung  des  mathematischen  Theils  der  Abhandlung  ist 
absichtlich  breit  und  ausführlich  gehalten,  um  dieselbe  dadurch 
einem  grösseren  Leserkreis  zuganglich  zu  machen. 

Um  den  Antheil,  den  das  Antihrachio-Oarpalgelenk  und  das  Inter- 
carpalgelenk  an  den  Gesammtflcxionen  der  Hand  nehmen,  und  um 
ferner  den  Einfluss  der  Beweglichkeit  der  Knochen  der  ersten  Hand- 
wurzelreihe auf  die  Flexionen  der  beiden  Gelenke  zu  ermitteln, 
wurden  folgende  zwei  Versuchsreihen  an  den  beiden  oberen  Extre- 
mitäten ein  und  desselben  Individuums  angestellt.  Das  Individuum 
war  ein  vollständig  gesunder,  normalgebauter,  kräftiger  Mann,  der 
im  Alter  von  etwa  i.ri  Jahren  hingerichtet  wurde.  Der  blutleere  Leich- 
nam wurde  in  der  kalten  Jahreszeit  nach  der  Anatomie  gesandt  und 
daselbst  sofort  zu  unseren  Versuchen  verwandt.  Um  die  Bewegungen 
in  dem  Gelenksyslem  zwischen  Metacarpus  und  Carpus  möglichst 
auszuschalten  und  doch  nicht  durch  darauf  gerichtete  Eingriffe  den 
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Gelenkapparat  zu  schädigen,  wurde  bei  der  ersten  Versuchsreihe  der 
dritte  Metacarpusknochen  als  Träger  für  die  Nadel  genommen,  der 
so  fest  mit  «lern  Capitatum  verbunden  ist,  dass  er  ohne  grösse- 
ren Fehler  als  starr  mit  demselben  verbunden  angesehen  werden 
kann.  Bei  der  zweiten  Versuchsreihe,  bei  welcher  die  Nadel  in  den 
Radius  eingebracht  war,  wurde  nicht  nur  der  dritte  Metacarpus- 
knochen sorgfältig  fixirl,  sondern  auch  der  zweite,  vierte  und  fünfte. 
Der  Kurze  der  Darstellung  halber  wollen  wir  daher  das  Handgelenk 
aus  zwei  Gelenken,  nämlich  aus  dem  Antibrachio-Carpalgelenk  und  dem 
Intercarpalgelenk,  bestehend  ansehen  und  letztere  beiden  Gelenke  als 
erstes  und  zweites  Handgelenk  bezeichnen. 

Kür  die  erste  Versuchsreihe  wurde  der  rechte  Unterarm 
benutzt,  indem  der  Radius  desselben  so  an  dem  schon  früher  be- 
schriebenen Messapparat  durch  zwei  Schrauben  unverrückbar  tixirt 
war,  dass  die  Handfläche  eine  möglichst  horizontale  Lage  annahm. 
In  den  Metacarpus  des  dritten  Fingers  wurde  vom  Köpfchen  aus  der 
Länge  nach  eine  Hol/nadcl  eingesteckt,  deren  Spitze  von  dem  Mittel- 
punkt des  Capitatum  ca.  240  mm  entfernt  war,  die  also  eine  be- 
trächtliche Verlängerung  des  Knochens  in  seiner  Längsrichtung 
bildete. 

Wie  aus  früheren  von  uns  angestellten  Versuchen  am  Hand- 
gelenk hervorgeht  und  wie  wir  auch  noch  im  Verlaufe  dieser  Dar- 
stellungen beweisen  werden,  kann  man  mit  grosser  Annäherung  die  Ge- 
saminlheit  der  Handgelenke  in  Bezug  auf  die  Art  der  resultirenden  Be- 
wegung als  ein  einziges  Kugelgelenk  ansehen,  dessen  Mittelpunkt  in  der 
Mitte  des  Köpfchens  vom  Capitatum  liegt.  Die  Kenntniss  dieser  Thatsache 
ermöglicht  es  eben,  bei  der  Untersuchung  nicht,  wie  im  Allgemeinen 
nöthig,  (vgl.  unsere  frühere  Arbeit)  drei,  sondern  nur  eine  Nadel- 
spitze zu  verwenden,  die  sich  dann  bei  allen  möglichen  Flexionen 
auf  einer  Kugelfläche  bewegeu  muss.  Es  handelt  sich  nun  zunächst 
darum,  erstens  die  genaue  Lage  des  Mittelpunktes  dieser  Kugel  in- 
bezug  auf  unsem  Messapparat,  d.  h.  seine  drei  räumlichen  Coordi- 
naten,  und  zweitens  eine  Mittelstellung  der  Hand  aufzufinden,  von 
der  aus  wir  die  Flexionen  der  Hand  in  jeder  beliebigen  Richtung 
messen  werden.  Der  Begriff  der  Radial-,  Ulnar-,  Volar-  und  Dor- 
salflexion ist  bisher  noch  nicht  genau  definirt  worden,  indem  man 
noch   nicht  eine  Mittelstellung  oder  vielmehr  eine  Anfangsslellung 
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(Normalstellung  der  Hand  angegeben  hat,  von  der  ans  diese  Flexionen 
und  auch  alle  Zw isehenflcxionen  zu  rechnen  sind.  Naturlich  wird 
sich  die  Grösse  aller  Flexionen  verschieden  Ihm  ausstellen,  je  nach- 
dem man  die  eine  oder  die  andere  Stellung  der  Hand  als  Ausgangs- 
stellung benutzt.  Iis  ist  aber  wichtig,  eine  solche  Stellung  der  Hand 
zu  nehmen,  die  sich  hei  den  verschiedensten  Extremitäten  mit  der- 
selben Genauigkeit  wiederfinden  liisst.  Als  eine  solche  nehmen  wir 
die  Stellung  an,  von  der  aus  Ulnar-  und  Kadialflexion  einerseits  sich 
gleich  gross  gestallen  und  ebenso  Volar-  und  Dorsalflexion;  dieser 
Stellung"  ist  dann  mit  Keclit  der  Name  Mittelstellung  der  Hand 
Normalstellung}  beizulegen. 

Da  der  Radius  so  fixirt  war,  dass  die  Handllliche  eine  annähernd 
horizontale  Stellung  einnahm,  so  wird  die  Bewegung  der  Nadelspitze 
in  der  Horizontalebene,  welche  durch  die  Mitte  des  Capitatum  geht, 
annähernd  der  Radial-Ulnarflcxion  entsprechen.  Annähernd  nur  des- 
halb, weil  man  sich  hei  der  horizontalen  Oricntirung  der  Handfläche 
zunächst  nur  auf  den  Augenschein  verlassen  kann.  Man  wird  im 
Verlaufe  der  Beschreibung  der  Versuche  ein  Mittel  kennen  lernen, 
mit  Hilfe  dessen  aus  den  aufgezeichneten  Gurven  die  Ebene  der 
Kadial-Ulnarflexion  genau  bestimmt  werden  kann. 

Wenn  wir  also  die  Nadelspitze  in  constanter  Höhe,  und  zwar  in  der 
Hohe  des  Mittelpunktes  vom  Köpfchen  des  Capitatum,  Uber  unserer  hori- 
zontalen mit  Papier  Uberspannten  Glasplatte  des  Mcssapparales  bewegen, 
so  muss  dabei  die  Projeetion  der  Nadelspitze  auf  die  horizontale  Mess- 
platte  einen  Kreisbogen  beschreiben,  dessen  Mittelpunkt  zwei  Coordi- 
naten  des  Mittelpunktes  der  Kugel  liefert,  indem  ersterer  senkrecht  unter 
letzteren  zu  liegen  kommt  und  indem  der  Halbii  ungspunkt  des  Kreis- 
bogens in  seinem  zugehörigen  Radius  die  Horizontal-Projection  der 
Mittelstellung  ergiebl.  Von  dieser  Curve  wurden  filnf  Punkte  ge- 
messen, die  wir  in  Figur  I  mit  den  Zahlen  I  bis  3  versehen  haben. 
Durch  diese  fünf  Punkte  liisst  sich  in  der  Thal  mit  grosser  Annäherung 
ein  Kreisbogen  legen,  wie  aus  der  Figur  ersichtlich  ist.  Der  Mittel- 
punkt des  Kreises,  dem  dieser  Bogen  angehört,  ist  mit  Mt  und  der 
Mittelpunkt  des  Kreisbogens  mit  der  Zahl  9  versehen  worden. 

Wenn  wir  nun  die  Nadelspitze  in  der  auf  dem  Radius  M{  9 
stehenden  Verticalebene  bis  zu  den  Grenzstellungen  bewegen,  so 
werden  wir  mit  derselben  Annäherung  wie  vorhin  die  Radial-Ulnar- 
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flexion  jetzt  die  Dorsal- Volarffexion  ausführen  und  die  Nadelspitze 
wird  einen  verticalen  Kreis  besehreiben  müssen,  dessen  zugehöriger 
Krcismittelpunkl  (Mt  in  Figur  2)  uns  die  Höhe  des  Mittelpunktes 
der  Kugel  Uber  der  Horizonlalprojcclion  und  dessen  Miltelradius 
uns  die  wahre  Lage  der  Mittelstellung  in  der  auf  Mt  9  errichteten 
Vertiealebene  liefert.  Von  diesem  Kreisbogen  wurden  ausser  dem 
schon  vorhandenen  Punkt  9  noch  8  Punkte  gemessen,  die  wir  in 
Figur  2  mit  den  Zahlen  6,  7,  8,  10,  II,  12,  13,  14  versehen  haben. 
Aus  der  Figur  ist  wiederum  ersichtlich,  mit  wie  grosser  Annäherung 
der  gezeichnete  Kreis  durch  die  experimentell  gefundenen  Punkte 
lauft.  Beide  Kreisbögen  besassen  den  Radius  241  mm,  welcher  als 
Radius  der  Kugel  anzusehen  ist. 

Bevor  wir  in  der  Beschreibung  unserer  Versuche  fortfahren, 
soll  eine  Bemerkung  Uber  die  zweckmässige  Wahl  des  (Koordinalen- 
systems  hier  Platz  finden.  Die  Wahl  des  räumlichen  (Koordinaten- 
systems, auf  das  wir  alle  gemessenen  Punkte  bezichen,  ist  zunächst 
beliebig;  hat  man  aber  einmal  eine  Wahl  betreffs  des  (Koordinaten- 
systems getroffen,  so  muss  man  zunächst  dieses  (Koordinatensystem 
beibehalten,  also  alle  gemessenen  Punkte  in  diesem  Coordinatensy stein 
ausdrücken,  weil  sonst  eine  Ermittelung  der  gegenseitigen  Lage  der 
Punkte  zu  einander  mit  Hülfe  ihrer  (Koordinaten  unmöglich  wird. 

Die  Rechnung  und  ebenso  die  (Konstruction  vereinfacht  sich 
wesentlich,  wenn  man  das  (Koordinatensystem  zweckmassig  annimmt. 
Da  wir  spater  alle  Flexionen  auf  die  Mittelstellung  der  Hand  be- 
ziehen, so  ist  es  für  unsern  Fall  am  zweckmassigsten,  diese  Mittel- 
stellung sei  b st  zu  einer  der  (Koordinalcnaxc  n  zu  machen. 
Dies  ist  jedoch  zunächst  nicht  ganz  zu  erreichen,  da  eine  Projections- 
ebene  bei  unserem  Messapparat  schon  in  Bezug  auf  ihre  Richtung 
festgelegt  ist  ,  nämlich  die  horizontale  Glasplatte.  Wir  sind  daher 
gezwungen,  einer  unserer  Coordinatenebeuen  eine  horizontale  Lage 
zu  geben,  es  sei  die  A'V- Ebene.  Es  ist  nicht  nöthig,  die  horizon- 
tale Glasplatte  selbst  als  X  V'-Ebene  anzunehmen,  sondern  nur  eine 
ihr  parallele!  ebenfalls  horizontale  Ebene,  dann  wird  doch  die  Pro- 
jection  auf  die  Glasplatte  uns  die  AT-Projeclion  liefern,  da  dieselbe 
von  der  Höhe,  d.  h.  der  verticalen  dritten  (Koordinate  unabhängig 
ist.  Wir  nehmen  daher  die  durch  den  Mittelpunkt  Mt  gehende 
Horizontalebene  als   X  V-Ebenc  an,  und  geben  der  V'-Axe  die  Rich- 
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tung  des  Mitlelradius  JMt  9.  Dies  ist  bei  der  Lleberlragung  der 
experimentell  gefundenen,  auf  das  Papier  der  Glasplatte  aufgezeich- 
neten Horizontalprojectionen  auf  das  zur  weiteren  Conslruclion  zu 
verwendende  Millimeterpapier  leicht  zu  erreichen,  indem  man  das 
von  der  Glasplatte  abgenommene  Papier  so  auf  das  Millimeterpapier 
auflegt,  dass  der  Punkt  MK  auf  den  Coordinatenanfangspunkl  0  und 
die  Richtung  M%  9  in  die  Richtung  der  V-Axe  des  vorher  auf  das 
Millimeterpapier  aufgezeichneten  Coordinalensystems  fallt,  und  dann 
die  einzelnen  Punkte  durchsticht.  Dann  liest  man  erst  die  A-  und 
V-Coordinalen  von  dem  Millimeterpapier  ab.  Die  dritte  Coordinate 
Z,  die  bei  horizontaler  Lage  der  X  Y- Ebene  vertical  ausPallt,  ist  dann 
gleich  dem  direet  gemessenen  Abstand  des  betreffenden  Punktes  über 
oder  unter  der  durch  den  Mittelpunkt  der  Kugel,  dessen  Projectionen 
Af,,  Mt  sind,  gelegten  Horizontalebene.  Ks  ergab  sich  die  Erhebung 
von  M  Uber  unserer  horizontalen  Glasplatte  als  2  IG, 5  mm.  Dem- 
nach ist  die  ^-Coordinate  jedes  einzelnen  Punktes  in  unserm  ange- 
nommenen Coordinatensyslem  mit  dem  Mittelpunkt  der  Kugel  als 
Anfangspunkt  gleich  dem  gemessenen  senkrechten  Abstand  jedes  ein- 
zelnen Punktes  über  der  horizontalen  Glasplatte  vermindert  um 
216,5  mm.  Die  ^-Coordinate  wird  als  positiv  angenommen,  sobald 
die  Höhe  über  der  Mcssplatte  mehr  als  2iG,5  mm,  und  als  negativ, 
sobald  dieselbe  weniger  als  2i6,5  mm  betrug.  Die  Mittelstellung 
der  Hand  liegt  dabei  in  der  yrZ-Kbene. 

Für  dieses  Coordinatensyslem  sind  die  Coordiualen  der  Punkte 
1  bis  I  i,  wie  aller  spater  beobachteten  in  der  Tabelle  1  und  II 
(pag.  37  u.  39)  niedergelegt. 

Die  Punkte  I  bis  5  bezogen  sich  auf  die  horizontale  Kreislinie,  die 
die  Nadelspitze  in  der  Höhe  des  Mittelpunktes  des  Capitatum  beschreibt, 
Da  wir  diese  Höhe  nur  ungefähr  messen  konnten,  ohne  das  Gelenk 
selbst  zu  zerstören,  so  war  vorauszusehen,  dass  diese  Höhe  etwas 
ungenau  wurde,  so  dass  wir  die  Curve  der  Nadelspitze  in  einer 
Horizoutalebene  etwas  Uber  oder  unter  dem  Kugelmiltelpunkl  be- 
kommen würden.  In  der  Thal  ergiebt  sich  die  Z-Coordinale  für 
alle  diese  Punkte  als  — 2,5  mm,  so  dass  wir  in  dieser  Kreislinie 
durch  I  bis  5  den  Schnitt  der  Kugel,  auf  der  sich  die  Nadelspilze 
bewegt,  mit  der  Ebene  haben,  die  parallel  der  A"  Y-Ebene  2,5  mm 
unter  derselben  verlauft.    Die  Kreislinie  der  Punkte  0  bis  1  i  ist  die 
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Schnitleurve  der  Yl-KUv.no.  mit  der  Kugel,  so  dass  für  alle  diese 
Punkte  X=0  ist. 

Nun  wurde  die  C.urve  bestimmt,  welche  für  die  Grenzstellungen 
der  Hand  bei  allen  möglichen  Flexionen  die  Nadelspitze  auf  der 
Kugel  beschreibt.  Um  nicht  durch  unglciehmttssigcn  Druck  auf  die 
Hand  Dngenauigkeiten  in  die  Messung  zu  bringen,  brachten  wir  in 
jedem  einzelnen  Fall  die  Grenzslellung  dadurch  hervor,  dass  wir  an 
einem  65  mm  vom  Mittelpunkt  des  Capitatum  im  dritten  Metacarpus 
befestigten  Faden,  der  über  eine  Rollo  lief,  ein  Gewicht  vou  I  Kgr. 
ziehen  Messen  und  die  Grenzslellung  der  Flexion  durch  den  Zug  des 
Gewichts  hervorriefen,  und  zwar  so,  dass  bei  der  «iusserston  Stellung 
der  Faden  senkrecht  zur  Lttngsaxc  des  dritten  Metacarpus  zog,  also 
in  der  Richtung  der  Tangente  der  Bahn,  um  immer  mit  demselben  sta- 
tischen Moment  zu  arbeiten.  Von  dieser  Grenzcurve  wurden  die  in 
Figur  I  und  Figur  2  mit  lö  bis  43  bezeichneten  Punkte  gemessen, deren 
Coordinaten  sich  in  Tabelle  I  (pag.  37)  aufgezeichnet  linden.  Die  Gurve 
lief  nach  beendigter  Messung  so  genau  in  sich  selbst  zurück,  dass  da- 
durch ein  Beweis  geliefert  wurde  für  die  vollständige  Intactlassung  des 
Gelenkes  bei  dem  angewendeten  Zug.  Die  durch  diese.  Punkte 
gehende  Gurve,  die  wir  kurz  Grenzcurve  für  die  Gesammt- 
flcxionen  der  Hand  nennen  wollen,  gehören  natürlich  auch  die 
itussersten  Punkt«'  der  beiden  vorher  gemessenen  Kreisbögen,  also  die 
Punkte  I,  ö,  6,  Ii  an.  Tabelle  I.)  Sie  fanden  sich,  wie  aus  der 
Figur  1  und  Figur  2  ersichtlich  ist,  genau  auf  der  Curvc  wieder ;  darin 
liegt  aber  ein  weiterer  Beweis  für  die  Genauigkeit  des  Versuchs, 
nämlich  erstens  für  die  vollständige  Intaclhaltung  des  Gelenkes  und 
zweitens  für  die  vollständige  Gleichmassigkeit  des  angewandten  Zuges. 
Verbindet  man  alle  Punkte  der  Grenzcurve  mit  dem  Mittelpunkt  der 
Kugel,  so  entsteht  ein  Kegelmantel,  dessen  Mittellinie  (Achse)  die 
Mittelstellung  bildet.  Die  Grösse,  des  Winkels,  den  jeder  einzelne 
Krzeugende  des  Kegels  mit  der  Mittellinie  bildet,  liefert  dann  direct 
die  Grösse  der  Flexion  in  der  betreffenden  Kichlung,  die  wir  spltler 
unten  berechnen  werden. 
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Tabelle  I. 

Coordin.ilennnfan^spunkl  isl  der  MillHpunkl  der  Kugel,  ;iuf  der  sich  die 
Nadelspitze  bewegt.  Der  Radius  dor  Kugel  ist  241  mm  gross.) 


Sehnilleurve  der  Kugel  mit  der 
Kbene  : ■  =  —  2,5. 


;r 

r- 

/ 

+  112 

+  2U 

2.5 

2 

+  68.5 

4-232 

.1 

fi.r, 

+  241 

2, 5 

4 

—  55 

4-  233 

—  2.5 

5 

—  113 

+  212.5 

-  2,5 

Schnittcurvc 

der  Kugel 

mit  der 

Ebene  x  =  0. 


X 



z 

ff 

o 

4-  40,5 

4-  238.5 

7 

0 

4-  178,5 

4-  161,5 

0 

4-  219 

4-  98 

0 

+  241 

-  2,5 

/Ö 

0 

4-231 

—  67 

// 

0 

4-  171 

—  170,5 

/2 

0 

+  127,5 

—  204 

/.7 

0 

4-  77 

—  228,5 

14 

0 

4-  61 

—  234 

Grcnzeurve  für  die  Gcsamml- 
flexionen  der  Hand. 


- 

.r 

3 

+  139 

4-  159 

=_== 
4-  123 

in 

4- 130,5 

4-  111 

4-  169 

17 

4-  125 

4-  52 

4-  202 

IS 

4-  HO 

4-  33.5 

4-  215  5 

19 

4-  86,5 

4-  16 

4-  227.5 

20 

4-  46 

4-  * 

4-  239 

21 

+  '2,5 

4-  2i.5 

4-  240,5 

22 

—  15 

4-  62 

4-234 

2.5 

-  40.5 

4-111 

+  213,5 

24 

—  54 

4- 136 

+  193,5 

25 

—  67 

4-  163 

+  166,5 

20 

—  78,5 

4-  184.5 

+  135 

27 

—  92 

4-  200,5 

+  93 

28 

—  100.5 

4-  209 

+  63 

29 

—  106 

4-213,5 

+  32,5 

.30 

—  117 

4-  205,5 

-  37,5 

57 

—  122 

4-  1 85 

—  87,5 

.72 

—  127.5 

4-  146 

—  138 

.1.3 

—  130 

4-  105,5 

—  167,5 

34 

—  127,5 

4-  52.5 

—  193 

.75 

—  92 

4-  22 

—  221,5 

r>6 

—  56 

4-  17,5 

—  231,5 

.77 

—  29.5 

4-  31,5 

—  236.5 

.>.¥ 

—  11 

4-  48 

—  235.5 

.7.9 

4-  18 

-h  92 

—  221,5 

40 

4-  38,5 

4-  134 

—  198 

41 

4-  *6.5 

4-  157.5 

—  178 

42 

+  65 

4-  188,5 

—  237,5 

« 

4-  86 

4-  205 

—  97.5 

Nachdem  die  Grenzcurve  für  die  Gcsammtllexion  ermittelt  war, 
wurde  von  aussen  das  Lunatum  auf  ein  direet  unter  dem  Handgelenk 
angebrachtes  Breltchcn  durch  einen  Nagel  fixirt.  Unter  Gesammt- 
llexion verstehen  wir  die  durch  beide  Gelenke  gegebenen  Flexionen, 
und  zwar  nach  der  Itadial-,  Dorsal-.  Ulnar-,  Volarrichlung  und  allen 
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dazwischen  liegenden  Richtungen.  Das  Brettchen,  an  welchem  das 
Lunatum  befestigt  war,  war  so  schmal,  dass  dadurch  die  Flexionen, 
welche  nach  Fixation  des  Lunatum  nur  noch  im  zweiten  Handgelenk 
.stattfinden  konnten,  indem  dadurch  das  erste  Handgelenk  vollständig 
ausgeschieden  war,  nicht  beeinträchtigt  wurden.  Dadurch,  dass  wir 
das  Lunatum  allein  lixirten,  schieden  wir  zwar  das  erste  Handgelenk 
vollständig  aus,  erhielten  aber  den  Knochen  der  ersten  Handwurzel- 
reihe  die  Beweglichkeit  zu  einander,  welche,  wie  man  sich  von 
vornherein  sagen  kann,  einen  nicht  unbeträchtlichen  Einfluss  auf  die 
Grosse  der  Flexionen  im  zweiten  Handgelenk  ausübt.  Während  der 
Fixation  des  Lunatum  wurde  die  Hand,  soweit  dies  möglich  war,  in 
der  Mittelstellung  mittelst  eines  untergestellten  Stativs  festgehalten, 
damit  wir  die  Flexionen  des  zweiten  Handgelenks  auch  auf  die 
Mittelstellung  beziehen  konnten.  Wir  werden  sehen,  in  welcher 
Weise  man  später  die  dadurch,  dass  die  Stellung  der  Hand  durch 
das  Einschlagen  des  Nagels  etwas  verändert  wird,  hervorgerufene 
Lngemuiigkeil  bis  zu  gewissem  Grade  corrigiren  kann.  Nun  wurden 
von  Neuem  die  Coordinaten  mehrerer  Punkte  (die  in  Figur  1  und  2 
roth  gezeichneten  und  mit  den  Zahlen  44  bis  Gl  versehenen)  der 
Curve  für  die  Grenzstellungen  beim  zweiten  Handgelenk  gemessen. 
Dieselben  linden  sich  in  Tabelle  II  (pag.  39)  aufgezeichnet  und  die 
sie  verbindende  Curve  wurde  in  allen  Figuren  roth  gezeichnet. 

Darauf  wurden,  während  wieder  die  Hand  in  der  Mittelstellung 
festgehalten  war,  noch  das  Naviculare  und  das  Triquetrum  auf  die- 
selbe Weise  wie  das  Lunatum  fixirt  und  von  Neuen»  die  Curve  der 
Grenzstellungen  experimentell  ermittelt.  Die  gemessenen  Punkte  und 
desgleichen  die  sie  verbindende  Curve  sind  in  Figur  1  und  2  blau 
eingezeichnet  worden.  Die  Punkte  tragen  die  Nummern  62  bis  78; 
ihre  Coordinaten  linden  sich  ebenfalls  in  Tabelle  II  vor. 

Nach  Fixation  der  sämmtliehen  bei  den  Gelenken  in  Frage 
kommenden  Knochen  der  ersten  Handwurzelreihc  erhält  man  die 
Flexionen,  welche  das  zweite  Handgelenk  zulässl  bei  fesler  Lage  der 
Knochen  der  ersten  Handwurzelreihe  zu  einander.  Aus  dem  Unter- 
schied der  Flexionen  des  vorigen  und  des  letzten  Versuchs  ergiebl 
sich  daher  der  Einfluss,  den  die  Beweglichkeit  der  ersten  Hand- 
wurzelreihe auf  die  Flexionen  im  zweiten  Handgelenk  ausübt. 
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Tabelle  II. 

Grenzcurve  für  die  Flexionen  der     Grenzcurve  für  die  Flexionen  der 


Hund  bei  fixirlem  Radius  und       Hand  bei  tixirtem  Radius,  tixirtem 
tixirtem  Lunatum.  Lunatum,  Navieulare  u.  Triquetrum. 


___ 

X 

y 

2 

  -■ 

X 

.'/ 

z 

—  = 

44 

+ 

65 

+  23« 

4-  22,5 

62 

+ 

28,5 

4-  239,5 

4-  4 

45 

4- 

83,5 

+  204 

4-  103 

6.) 

+ 

41 

4-  237 

+  33 

46 

+ 

98 

+  162 

4-153 

64 

4- 

48 

4-  232,5 

4-  48 

47 

+ 

94,5 

4-  409,5 

4-  496,5 

65 

4- 

52 

4-  203,5 

4-  123 

48 

4- 

73,5 

4-  64 

_j_  224,5 

66 

4- 

48 

4-  187 

4-  147 

49 

4- 

59,5 

+  45 

4-  231 

61 

4- 

31 

4- 162,5 

4-  176 

50 

+ 

44 

-h  40 

4-  234,5 

68 

+ 

5,5 

4-  175 

+  164 

51 

4 

4-  70,5 

4-232 

69 

3 

4-  189,5 

4-  148 

53 

2t 

4-  401.5 

4-219 

70 

22 

4-  201 

4-  432 

55 

54 

4-  172 

4-  163,5 

71 

44,5 

4-  214,5 

4-  103 

54 

66 

4-201,5 

4-118 

Ii 

66 

4-  223 

4-  63 

55 

96 

4-215 

4-  44 

/o 

73,5 

4-  225 

4-  43 

56 

104 

4-215.5 

—  3,5 

74 

79 

4-227 

+  2 

57 

84,5 

4-211,5 

—  65,5 

75 

65,5 

4-226 

—  46,5 

5S 

53.5 

4-207 

-  102,5 

76 

46,5 

4-227,5 

—  57.5 

59 

30,5 

4-207,5 

—  112,5 

77 

18 

4-  229 

—  69,5 

60 

9,5 

4-  215 

—  102,5 

78 

4-231 

—  66,5 

61 

4- 

39 

-1-233,5 

-  47,5 
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Wie  wir  früher  bemerkten,  tritt  eine  wesentliche  Vereinfachung 
der  Rechnung  wie  der  (Instruction  ein,  wenn  in  diesem  Falle  das 
Koordinatensystem  so  gewühlt  wird,  dass  die  Mittelstellung,  von  der 
aus  wir  alle  Flexionen  rechnen  wollen,  mit  einer  der  drei  Goordi- 
natenaxen  zusammenfällt.  Durch  geeignete  Lage  des  Millimeter- 
papiers, auf  welches  die  gemessenen  Coordinalen  der  beobachteten 
Stellungen  der  Nadelspitze  aufgetragen  werden,  erreichten  wir  es 
schon,  dass  der  Coordinalcnanfangspunkt  mit  dem  Mittelpunkt  der 
für  unser  Gelenk  charakteristischen  KugelflUche  zusammenfiel  und 
ausserdem  die  Mittelstellung  in  die  VZ-Ebene  zu  liegen  kam.  Um  die 
Mittelstellung  mit  einer  Goordtnatenaxe  z.  B.  der  V-Axe  zur  Deckung 
zu  bringen,  haben  wir  daher  nur  die  Kugel  um  die  X-Axe  des 
Koordinatensystems  um  den  Winkel  >'>  zu  drehen,  den  die  Mittelstel- 
lung in  der  VZ-Ebene  mit  der  Y-Axe  bildet.  Dieses  lasst  sich  auf 
dem  Wege  der  Gonslruclion  wie  auf  dem  Wege  der  Transformation 
eines  Coordinafensysleins  in  ein  anderes  erreichen,  indem  wir  ein 
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zweites  (Koordinatensystem  x',  //',  z  einführen,  dessen  Axen  A",  17  /' 
so  gegen  dies  alle  (Koordinatensystem  liegen,  dass  die  A"-Aehsen 
mit  der  allen  A'- Achse,  zusammenfallt,  während  die  V- Achse  rcsp. 
Z'-Achse  zwar  in  die  alte  YZ-Ebene  fallen  aber  mit  der  alten  A- Achse 
resp.  Z- Achse  den  Winkel  '>  bilden.  In  diesem  neuen  (Koordinalen- 
system  drücken  wir  dann  alle  beobachteten  Punkte  aus. 

Da  uns  im  Verlaufe  der  mathemalischen  Discussion  unserer  Ver- 
suchsreihen noch  öfter  die  Aufgabe  entgegentreten  wird,  an  Stelle 
des  ursprünglich  gewählten  (Koordinatensystem  aus  Zweckmässigkeits- 
gründen ein  neues  einzuführen,  so  wollen  wir  dieselbe  gleich  all- 
gemein erledigen,  jedoch  unter  der  hier  immer  auftretenden  Be- 
schränkung, dass  die  Anfangspunkte  des  alten  und  neuen  (Koordi- 
natensystems zusammenfallen. 

Zum  Versländniss  der  folgenden  mathematischen  Ableitungen  ist 
nur  der  Satz  der  Elemenlar-Mathemalik  nöthig,  »dass  die  recht- 
winklige P  r  o  j  e  c  t  i  o  n  einer  Strecke  von  der  Länge  *•  auf 
eine  beliebige  Gerade  y  im  Räume  durch  das  Product 
«  .  cos  (ßft)  dargestellt  wird,  wo  unter  [sy]  der  Winkel  zu 
verstehen  ist,  den  zwei  durch  irgend  einen  Punkt  gehende  Parallele 
zu  den  beiden  Geraden  *  und  y  mit  einander  bilden  würden.  Die 
rechtwinklige  Projection  von  *  auf  y  wird  dadurch  hergestellt,  dass 
man  durch  die  Endpunkte  der  Strecke  s  Ebenen  legt,  welche  auf 
der  Geraden  y  senkrecht  stehen.  Das  zwischen  diese  beiden  Pro- 
jectionsebenen  fallende  Stück  der  Geraden  g  ist  dann  die  rechtwink- 
lige Projection  von  s  auf  y. 


Parallele  zu  welche  die  durch  N  gehende  Projectionsebene  in  A*" 
schneidet,  so  ist  MN"  —  M'  A',  weil  sowohl  ATA"  als  3/AT"  die  Entfer- 
nung der  beiden  zu  y  normalen  Project ionsebenen  darstellt.  Da  A7A"'  in 
die  Projeclionsrhcne  von  A' füllt,  so  belrägl  der  Winkel  Sh\  'S  IM) ', 


Anm.  I.  Bezeichnet  man 
mit  M  und  AT  Anfangspunkt  und 
Endpunkt  der  Strecke  «  (siehe 
nebenstehende  Figur)  und  mit 
M\  JV  die  Schnitte  der  beiden 
durch  M  und  AT  gehenden  Pro- 
jeclionsebenen  mit  der  Geraden 
//.  zieht  ferner  durch  M  eine 
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wahrem!  der  Winkel  i\'"MN  nach  der  obigen  Definition  den  Winkel 
(sg)  darstellt,  Es  ist  ;ilso  M  N"  N  ein  rechtwinkliges  Dreieck  und 
folglich : 

WiV"=«.eos  oder,  da    MI\'—MN  ist, 

3/ iV  =  ä  cos  (gs)  . 
(Schlöinilch,  Anal,  Geom.  d.  R.  Cap.  IV  §21.) 

Da  man  durch  irgend  einen  Punkt  des  Raumes  immer  nur 
eine  Normalebene  zu  einer  Geraden  g  legen  kann,  so  ist  auch  der 
folgende  Satz  ohne  Weiteres  einzusehen,  dass 

»die  rechtwinklige  Projeelion  einer  gebrochenen 
Linie  AHCD  im  Räume  auf  eine  Gerade  g,  die  der  Ein- 


9 


fachheil  halber  durch  A  gehen  möge,  gleich  ist  der  Projee  - 
l  ion  der  Ge  raden  AI),  welche  An  f a  n gspu n  k  t  u  nd  Kndpun k I 
der  gebrochenen  Linie  mit  einander  verbindet«,  d.  h. 
/1 D .  cos  (g,  A  D)  =  A B .  cos  {g,  AB)-]- IUI.  cos  tg,  Ii C)  -f  CD . cos  ( g,  C D  . 

An m.  2.  Bezeichnen  wir  mit  B',C,D'  die  rechtwinkligen  Pro- 
jee lionen  von  B,  C,  D  auf  g,  so  ist  nämlich 

AD '  =  Aß'  +  VC  +  Cff.  Da 

AM  —  AD .  cos  ig,  A  D),  A  tt  =  AB.  cos  {g,  A  B),  BC  =  HC.  cos  (g,  HC) 

C  D'  =  CD. co&  (g.CD), 

unter  [g.A  D),  ';/,  AB),  g,  BC),  (g,CD)  die  natürlich  immer  nach  ein  und 
derselben  Drehungsrichlung  genommenen  Winkel  verstanden,  welche 
bezuglich  die  Strecken  AD,  AB,  BC,  CD  mit  g  bilden,  so  folgt: 

,1  D .  eos  i  </,  AH)~  AB.  cos  (g,  A  B)  +       .  cos  fg.  HC)  -j-  CD.  cos     M  . 
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Die  einzelnen  Glieder  der  Summe  rechts  fallen  positiv  oder  nega- 
tiv aus,  je  nachdem  der  Winkel  im  I .  und  4.  oder  im  2.  und  3.  Qua- 
dranten liegt. 

Mit  Hülfe  dieses  Satzes  gewinnt  man  nun  die  Transformations- 
formcln  für  den  Übergang  aus  einem  Coordinatensystem  x,  y,  z  in 


z 


ein  anderes  «,  v,  tr,  das  mit  dem  ersten  gleichen  Anfangspunkt 
besitzt,  und  dessen  Axen  w,  i>,  tr  mit  den  Axen  des  ersteren  bezüg- 
lich die  Winkel 

,    \v,y)  ,  i>.:) 

(W,T)    ,      («*,  •/)    ,  (H\C) 

bilden. 

Wir  verwenden  zu  diesem  Zweck  fUr  einen  beliebigen  Punkt 
/*  mit  den  Coordinaten  x,  t/,  %  die  gebrochene  Linie  0  K  L  P  (siehe 
ohenslehende  Figur),  deren  auf  einander  folgende  Strecken  die  Gros- 
sen ar,  y,  z  besitzen.  Der  Punkt  /*  möge  den  Abstand  r  vom  gemein- 
schaftlichen Anfangspunkt  0  besitzen,  dann  sind  r  .  eos  (**,«),  r .  cos  (r,t») 
und  r  .  cos  (r,t/-)  die  Projectionen  von  r  auf  die  neuen  Coordi- 
nalcnaxen  V,  JV.  Diese  Projeetionen  bedeuten  aber  gerade;  die 
Coordinaten  «,  i»,  w  des  Punktes  inbezug  auf  das  neue  Coordina- 
tensystem. 

Man  hat  daher  die  Transformationsformeln : 
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(u  =  x .  cos  («, jt)  -\-  y  .  cos         -)-  2  .  cos  (t/,z) 
(1 ) . . .  I  v  —  jt  .  cos  (t>,  jt)  -J-  y  .  cos  (t\  y  )  -\-  z  .  cos  (u,  2} 
|  «'  =  x  .  cos  (v,*)  -f-  y  .  cos  (w,y)  -j-  z  .  cos  (u;z)  . 


Die  Kenntniss  dieser  Formeln  wollen  wir  nun  zunächst  für  die 
Einführung  eines  neuen  Koordi- 
natensystems verwerthen,  bei 
dem  eine  Koordinatenachse  mit 
der  Mittelstellung  zusammen- 
füllt. Bei  unserem  alten  Coor- 
dinatensystcm  lag  die  Mittel- 
stellung in  der  YZ- Ebene. 
Führen  wir  nun  ein  neues  Ko- 
ordinatensystem X',  V,  /'  ein, 
dessen  VZ-Ebene  mit  der  YZ- 
Ebenc  des  alten,  und  dessen 
Y-Achse  mit  der  Mittelstellung 
zusammenfallt,  so  wird  dasselbe 

durch  eine  Drehung  um  die  X-Achse  um  den  Winkel  #  zwischen 
Mittelstellung  und  Y-Achse  des  alten  Systems  bewirkt,  so  dass  die 
X-Achse  die  alte  X-Achse  geblieben  ist.  Wir  haben  daher  die  Winkel 
zwischen  den  neuen  und  alten  Coordinatenaxen : 

(x\x)  =    0',     {x,y)  =  90"    ,         (x',z)  =  90" 
(y\x)  =  90  \     (//,//)  =  »       ,         !y,z)  =  90"  -» 
(2»  =  90  \    (2, y)  =  90 •  +  »  ,    (2, z)  =  *, 

woraus  folgt,  da  cos  0°  =  -f-  I,  cos 90'  =  0,  cos  (90°  —&)  —  sin 

cos  (90°  +  !>  )  =  —  sin  ^  ist: 


fz'  =  X 

'  y  —  y  .  COS  #  -f- 


.  sin  # 

»/  .sin  *  -J-  2  .  cos  4 
Um  den  Winkel  *  zu  bestimmen,  berücksichtigen  wir,  dass  in 
Figur  2,  welche  die  Projection  unserer  Curven  auf  die  alte  XZ-Ebene 
darstellt,  die  Funkte  20  und  36  die  beiden  Üussersten  sind.  Ver- 
binden wir  dieselben  mit  dem  Anfangspunkt  und  halbiren  den  da- 
durch entstehenden  Winkel,  so  erhalten  wir  die  Mittelstellung,  die 
den  Winkel  #  mit  der  Y-Achse  bildet. 
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Der  Strahl  3/20  möge  den  Winkel  der  Strahl  3/36  den 
Winkel  v\  mit  der  Y-Achse  bilden,  dann  ist,  wie  man  ans  der  Figur 
sieht. 

»  =  "i±M«_  „,  -  "'■  -  . 
2  *  2 

Bezeichnen  wir  mit  yM  ,  ztn  resp.  y3i  ,  clr  den  absoluten  Werth 
der  zum  Punkte  20  resp.  36  gehörenden  y-  und  :-Coordinate,  sc»  ist 


7. 


y 


lang  w,  —  -V1  =  r.0,7:»  ;  also      =  80°  , 

.Vio  * 

lang  u>t  =  2,0  f  -  13,23  .  also  *,  =  83"  40'  , 

woraus  folgt  #  --  P 

Da  nun  sin  (1"  40'}  —  0,020  und  eos  (P  40  )  =  I  auf  ,'}  Doci- 
malstcllen  ahgerundel),  so  hahcn  wir  die  Transformalionsforineln : 

f.r'  —  x 

.     (3)     .     .     .     .        J  y'    —    y    _|_    0,020    .  S 

U'  =  -  0,020  .  y  +  :  . 

Auf  diese  Weise  berechnet  man  die  in  Tabelle  III  und  IV  (pag.  i"> 
niedergelegten  Coordinaten  x\  y,  z  der  beobachteten  Punkte.  In 
Figur  3  sind  die  Projeclionscurven  aufgezeichnet  für  die  neue  x'z- 
Kbene,  welche  nunmehr  senkrecht  auf  der  Mittelstellung  steht,  so 
dass  die  Projection  der  .Mittelstellung  sich  auf  den  C.oordinalen- 
anfangspunkt  O  reducirl. 
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Tabelle  HI. 

(Koordinaten  der  Punkte  der  Grcnzcurven  für  ein  neues  (Koordi- 
natensystem x\  //,  z,  bei  dem  die  y- Achse  mit  der  Mittelstellung 
zusammenfallt. 


Für  die  schwarze  Curve: 


JL-' 

J 



— 

./• 

1 

+  112 

+  214,5 

—  8 

.32 

-  127,5 

4-  141,5 

141,5 

IS 

4-  139 

4-  163 

4-118,5 

33 

-  130 

4-  fjy,5 

—  169,5 

n: 

4-  139,5 

4-115,5 

4-  165 

34 

—  127,5 

4-  46,5 

—  193 

17 

4-  1*5 

4-  68 

4-  1 90 

.31 

92 

4-  15.5 
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18 

4-  HO 

4-  40 

4-  212,5 

.36' 

—  56 

4-  11 

—  232 

19 

4-  86,5 

4-  22 

4-  224 

.37 

—  29,5 

4-  24 

—  236 

20 

4-  46 

4-  H 

4-  235 

38 

-  H 

4-  40 

—  235 

21 

4-  12,5 

4-  31,5 

4-238 

Ii 

0 

4-  52,5 

—  235,5 

6 

0 

4-  46 

4-  235.5 

39 

4-  18 

4-  84,5 

—  223 

22 

—  15 

4-  68 

4-  230,5 

40 

4-  38,5 

4-  1*7,5 

—  200 

23 

—  40,5 

4-  H6.5 

4-  208,5 

41 

4-  46.5 

4-  151.5 

—  181,5 

24 

—  54 

4-  142 

4-  188 

42 

4-  65 

4-  184 

—  142 

2» 

—  G7 

4-  167,5 

4-  161 

43 

4-  86 

4-  202 

-  103 

2fi 

78,5 

4-  188 

4-  128,5 

27 

—  92 

4-  202 

4-  87 

2S 

—  100,5 

4-210,5 

4-  56,5 

29 

—  106 

4-214 

4-  26,5 

3 

—  113 

4-213 

8,5 

30 

-117 

4-204 

—  43,5 

31 

—  122 

4-  182 

—  92,5 

Tabelle  IV. 

Coordinaten  der  Punkte  der  Grenzcurven  für  ein  neues  Coor- 
dinalensystem  x',  y,  z,  bei  dem  die  V'-Achse  mit  der  Mittelstellung 
zusammenfallt. 

Für  die  rolhe  Cum«:  Für  die  blaue  Curve: 


y 

z 

44 

65 

4-  233,5 

4-  46,5 

62 

28,5 

• 

4-239 

—  3 

4.1 

+ 

83,5 

4-  207 

4-  97 

63 

+ 

41 

4-  238 

4-  26 

46 

4- 

98 

4-  166,5 

4-147,5 

64 

4- 

48 

4-  233,5 

4-  41 

■4  t 

4- 

94.5 

4-  115 

4-  192 

6S 

+ 

52 

4-  207 

4-  116,5 

48 

+ 

73,5 

4-  68 

4-221 

66 

4- 

48 

4-  191 

4-141,5 

49 

59,5 

4-  52 

4-228 

67 

+ 

31 

4-  «67,5 

4- 170 

SO 

4- 

44 

4-  *6.5 

+  231.5 

68 

4- 

5.5 

4-  181 

4-  158,5 
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>/ 

X 

y 

s' 

Öl 

l 

—  » 

+     '  ' 

+  Z.JU.t» 

oy 

—  .5 

+  1'J.J,o 

1    MJ  K 

••  a 

>t  z 

Ol 

— •    z  1 

i    i  n& 

-J-  1  Uo 

i    an  e 

i  u 

— -  22 

+  zU  l 

+ IZO.O 

K  T 

—  o* 

+  l'M 

1     1  Kl 

+  157,;> 

7 1 

i    dl?  r. 
+  Z  1  1  ,<> 

1       OK  'i 

?  i 
<>4 

—  OD 

I  OAti 

+  !"■) 

1     III  E 

-|-  1 1  1  ,o 

T  J 
/  - 

  Du 

1    93i  K 
+ 

I  CR 

—  96 

+  216  5 

+  37  5 

75 

—  73,5 

+  227 

+  36 

JS6 

-104 

+  216,5 

—  10 

74 

—  79 

+  227 

—  5 

.77 

—  «4,5 

+  209 

71,5 

7.5 

—  65,5 

+  223,5 

—  52,5 

r,8 

—  53,5 

+  204 

—  108 

76 

46,5 

+  225 

-  63 

r,9 

—  30,5 

+  204 

—  117,5 

77 

—  18 

+  227 

—  75,5 

60 

-  9,5 

+  211,5 

—  108,5 

7fi 

-  1.5 

+  228,5 

—  73,5 

61 

+  39 

+  230.5 

—  54 

Die  schwarze  Curve  in  Figur  3,  d.  h.  die  Curvo,  welche  die 
Grösse  der  Gesammtflexionen  von  der  Mittelstellung  aus  nach  jeder 
beliebigen  Richtung  veranschaulicht,  insofern  sie,  wie  wir  sehen 
werden,  den  Sinus  der  Flexionen  liefert,  stellt  sich  als  ein  Oval 
dar,  welches  in  Bezug  auf  zwei  durch  die  Mitte  gehende  Achsen 
mit  grosser  Annäherung  Symmetrie  aufweist.  Die  beiden  sich 
rechtwinklig  schneidenden  Achsen  sind  gegen  die  X-  resp.  Z'-  Achse 
um  einen  Winkel  «  im  Sinne  der  Uhrzeigerdrehung  geneigt, 
dessen  Tangente,  wie  man  aus  den  Coordinaten  eines  beliebigen 
Punktes  a  auf  einer  der  Achsen  berechnet  {siehe  Figur)  die  Grösse 
56 

2^  =  0,28  besitzt.    Demnach  ist  der  Winkel 

u  —  15"  40'  . 

Wie  wir  früher  (pag.  2)  andeuteten,  wollen  wir  uns  eine  genaue 
Definition  der  vier  Begriffe  Dorsal-,  Volar-,  Radial-  und  Ulnarflexion 
vorbehalten. 

Bezeichnen  wir  als  Kadial-,  Dorsal-,  Ulnar-  und  Volarflexion 
die  Flexionen,  welche  in  den  durch  die  beiden  Symmetrieachsen 
dos  Ovals  gegebenen  vier  Richtungen  von  der  Mittelstellung  aus  stalt- 
finden, so  haben  wir  damit  eine  Definition  dieser  vier  Hauplflexions- 
richtungen  geschaffen,  die  aller  Willkür  entkleidet  ist.  Diese  Defi- 
nition ist  insofern  noch  von  weitergehender  Bedeutung,  als,  wie  wir 
spüler  noch  genauer  berechnen  werden,  sie  uns  die  Richtungen  von 
Kadial-Ulnarllexion  resp.  Dorsal- Volarflexion  als  die  Richtungen  be- 
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zeichnet,  in  der  von  der  Mittelstellung  aus  die  Flexionen  unter  allen 
anderen  ein  Minimum  resp.  Maximum  betragen. 

Für  die  übersichtliche  und  knappe  Form  der  Darstellung  ist  es 
wesentlich,  an  Stelle  des  zuletzt  eingeführten  Koordinatensystems 
x  y  z  abermals  ein  neues  mit  den  Achsen  f,  tj,  f  einzuführen,  bei 
dem  wie  früher  die  /y- Achse  mit  der  Mittelstellung  zusammenfällt, 
dagegen  die  f- Achse  die  Richtung  der  Radial-Ulnarflexion  und  die 
£-  Achse  die  Richtung  der  Dorsal- Volarflexion  besitzt.  Zu  diesem 
Zwecke  haben  wir  nur  das  zuletzt  benutzte  Coordinatensystem  unter 
Beibehaltung  des  Anfangspunktes  um  die  alte  Y '-Achse  im  entgegen- 
gesetzten Sinne  der  Uhrzeigerdrehung  um  den  Winkel  «  zu  drehen, 
was  den  Transformationsfonneln  entspricht  *) : 


Diese  Drehung  denken  wir  uns  bei  allen  drei  Curven  ausgeführt, 
was  man  sich  mit  Hülfe  der  Fig.  3  ohne  Weiteres  veranschaulichen  kann. 

Die  Flexionen,  welche  die  rothe  und  blaue  Curve  liefern,  lassen 
nur  dann  einen  Vergleich  mit  den  durch  die  schwarze  Curve  dar- 
gestellten Gesammtflexioncn  zu,  wenn  sie  auf  dieselbe  Ausgangs- 
stellung, also  nach  unserer  getroffenen  Wahl  derselben  auch  auf  die 
Mittelstellung  bezogen  werden.  Zu  diesem  Zwecke  hatten  wir  schon 
wahrend  der  Fixirung  des  Lunatum  versucht,  die  Hand  in  der  Mittel- 
stellung festzuhalten.  Man  sieht  aber  leicht  ein,  dass  dies  nicht 
genau  möglich  ist,  weil  durch  das  Einschlagen  des  Nagels  in  das 
Lunatum  die  Hand  im  letzten  Moment  doch  eine  etwas  veränderte 
Stellung  einnimmt.  Man  ist  daher  genöthigt,  auf  andere  Weise, 
durch  Versuche  an  anderen  Präparaten,  so  weit  es  erreichbar  ist, 
die  genaue  Lage  der  rothen  und  blauen  Curve  innerhalb  der  schwarzen 
zu  ermitteln,  so  dass  alle  drei  Curven  sich  auf  ein  und  dieselbe 
Ausgangsstellung,  nämlich  unsere  Mittelstellung  beziehen.  Hierin  liegt 
eine  Schwierigkeit  bei  unseren  Versuchen,  welche  sich  nur  bis  zu 
gewissem  Grade  beseitigen  lässt,  indem  die  individuellen  Verschieden- 
heiten der  oberen  Extremitäten  eine  Fehlerquelle  bedingen,  die  nicht 
zu  vermeiden  ist.  Aus  diesem  Grunde  haben  wir  am  Schluss 
bei  der  Angabc  des  IVocenlsatzes,  nach  dem  jedes  der  beiden  Hand- 

')  Vergl.  Formel  (i)  auf  pag.  43. 
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gelenkt;  sich  an  der  Gesammtflexion  belheiligl,  letzteren  nur  bis  auf 
5"/o  abgerundet  angegeben. 

Abgesehen  von  dieser  l'ngenauigkcil ,  die  sich  bei  der  Vct- 
gleichung  der  Flexionen  unter  einander  einstellt,  behalten,  wenn  man 
nach  der  Grösse  der  Flexionen  in  jedem  einzelnen  Handgelenk  fragt, 
die  betreffenden  Curven  fltr  sich  ihren  genauen  Werth,  den  wir  auf 
ganze  Winkolgradc  abgerundet  haben. 

Um  die  richtige  Lage  der  rothen  Curvc  innerhalb  der  schwarzen 
festzustellen,  ist  nur  nöthig,  für  die  Flexionen  im  zweiten  Handgelenk 
einerseits  den  Antheil  zu  ermitteln,  der  von  der  gesammlen  Radial- 
Ulnarflexion  der  Kadialllexion  und  der  Ulnarllcxion  einzeln  zukoiniul. 
und  andererseits  den  Antheil,  der  von  der  gesammten  Dorsal- Volar- 
flexion  der  Dorsalflexion  und  der  Volaiflcxion  einzeln  zuzuweisen  ist. 

Um  den  Antheil  für  Radial-  und  Ulnarllcxion  zu  messen,  machten 
wir  mehrere  Male  den  Versuch ,  dass  wir  bei  einem  Vorderarm, 
dessen  Kadiiis  so  fixirt  war,  dass  die  Handfläche  eine  horizontale 
Lage  erhielt,  die  Gelenkkapsel  frei  präparirten  und  dann  in  dieselbe 
zwei  kleine  Schnitte  führten,  dass  man  sowohl  in  das  Lunatum  als 
in  das  Capitatum  einen  dünnen  Holzslift  eintreiben  konnte,  die  bei 
der  Kadial-Ulnarflexion  nicht  an  die  Ränder  der  Kapselschnitte  an- 
trafen, so  dass  sie  nicht  während  der  Bewegung  gelockert  werden 
konnten.  An  beiden  Holzstiflen  befestigten  wir  je  einen  sehr  dünnen 
Draht,  dessen  Gewicht  unmöglich  einen  Einfluss  auf  die  Lage  von 
Lunatum  oder  Capitatum  ausüben  konnte.  Die  Spitzen  dieser  beiden 
Drähte  beschreiben  während  der  Radial-Ulnarflexion  in  ihren  I'ro- 
jeclionen  auf  die  Horizontalebene  je  einen  Kreisbogen,  dessen  Mittel- 
punkt im  Innern  des  Köpfchens  des  Capitatum  liegt.  Sehr  interessant 
war,  dabei  zu  beobachten,  dass  die  beiden  Drahtspitzen,  hauptsäch- 
lich die  mit  dem  Lunatum  verbundene,  neben  ihrer  Bewegung  in 
horizontaler  Richtung  noch  eine  Erhebung  über  der  Horizontalebene 
zeigten,  was  auf  eine  dem  entsprechende  Bewegung  des  Lunatum 
und  Capitatum  um  eine  horizontale  Achse  schliessen  lässt,  neben  ihrer 
Bewegung  um  die  eine  Verticalachse.  Dies  Verhältniss  genauer  zu 
untersuchen  behalten  wir  uns  noch  vor. 

Die  Grösse  der  horizontalen  Winkelcxcursion  der  mit  dem 
Capitatum  verbundenen  Nadelspitze  liefert  die  Gesammtflexion  der 
Hand  in  der  Radial- Ulnarrichtung,  die  Diflercuz  der  horizontalen 
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Winkelexcursionen  beider  Nadelspitzen  die  Grösse  der  dem  zweiten 
Handgelenk  zuzuschreibenden  Gesammlllexion  in  derselben  Richtung. 
Beträgt  die  Kxcursion  der  ersteren  Nadelspitze  «*,  so  ist  die  Mittel- 
stellung dadurch  delinirt,  dass  von  ihr  aus  die  Winkelexcursionen  der 

ersten  Drahtspilze    nach  beiden  Seiten  U    beiragen.      Von  dieser 

[Mittelstellung  gingen  wir  aus  und  beobachteten  die  Grösse  der 
Winkelexeursion  der  zweiten,  mit  dem  Lunatum  verbundenen  Drahtspilze 
einmal  in  der  Radialrichtung,  das  andere  Mal  in  der  L'lnarrichlung; 
dann  ist,  wenn  dieselben  ru  resp.  u*  betrugen: 

|^  —  rj  die  Grösse  der  Radialllexion  im  zweiten  Handgelenk, 


(i  ~  ") 


»       »       »  Ulnarllexion 


beide  von  der  Mittelstellung  aus  gerechnet. 

Als  Durchschnitt  mehrerer  Messungen  an  verschiedenen  Präpa- 
raten ergab  sich  bei  einer  Gesauimlllexion  des  zweiten  Handgelenkes 
in  der  Radial-Linarrichtung  von  28" 

für  die  Radialllexion  im  zweiten  Handgelenk  17" 


»     »    l  Inarflexion    »>        •  »  I  I 


'i 


Auf  möglichst  einfache  Bruchtheile  abgerundet  kommt  daher  auf 

3  2 
die  Radialflexion  -  und  auf  die  l  Inarflexion  -  der  Gesammlllexion 
o  ;> 

in  der  Radial-Ulnarrichtung. 

Auf  ganz  analoge  Weise  bestimmten  wir  durch  mehrere  Versuche 
den  durchschnittlichen  Bruchtheil,  der  auf  Dorsal-  und  Volarllexion 
für  die  Gesammlllexion  in  der  Üorsal-Volarrichtung  von  der  Mittel- 
stellung aus  gerechnet  kommt.  Wir  hatten  nur  den  Einschnitt  in 
die  Kapsel  so  zu  führen,  dass  die  Holzslifle  im  Capitatuiu  und  Lunatum 
wahrend  der  Dorsal-Volarllexion  nicht  gelockert  wurden. 

Als  Mittel  der  angestellten  Versuche  ergab  sich  bei  einer  Ge- 
sammlllexion des  zweiten  Handgelenks  in  der  Dorsal  -  Volarrichtung 
von  77" 

für  die  Dorsalllexion  im  zweiten  Handgelenk  58"  , 
»     »    Volarflcxion     ->       »>  »         l(J"  . 

Auf  kleinste  Bruchtheile  abgerundet  kommt  daher  auf  die  Doi- 
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salllcxion  '    und  auf  die  Volarllexion  ^  der  Gesammlllexion  in  der 

Dorsal- Volarriehtung. 

Dio  Grösse  der  Radial-  und  Ulnarflcxion  des  zweiten  Handge- 
lenks bei  der  Lage  der  rothen  Curve  gegen  das  £,  £-Coordinalcn- 
sysleni  berechnet  sich  aus  dem  Abstand  der  Schnittpunkte  H"  resp. 


der  rothen  Curve  mit  der  positiven,  resp.  negativen  £- Achse 
vom  Anfangspunkt  0.    Es  ist  nämlich 

MOIt,  die  Grösse  der  Flexion  in  Radialrichtung  —  Ii" HO 
3/0  (r,    »        i)        »         »        »  L'lnarrichlung  =       11"  LO 

und  folglich,  da  OH  =  01  =  Radius  der  Kugel  =  441  mm, 

0//"  ^  2il  .  sin  }WH  ;    OL'  =  241  .  sia  MOU  . 

Nun  ergiebt  sich  aus  Figur  3 :  OH"  =  55  mm ,  Ol  /"=  1 05  mm,  daher  ist: 

sin  3/O/f  =r        =  0.228  ,    also    -4  3/O/i  ^  13°  10', 

sin  3/OT  -        =  0,435  ,    also    ^  MOLI  =  2ö"  50 . 

Bei  der  jetzigen  Lage  der  rothen  Curve  würden  also  auf  Radial- 
llexion  13"  10',  auf  Llnarllexion  25°  50'  kommen.  Nun  verhalten  sich 
aber  die  Grössen  der  Radialflexion  und  Ulnarflcxion  beim  zweiten  Hand- 
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gelonk  wie  .3  zu  2.  Dreht  man  daher  die  rothe  Curvc  innerhalb  dos 
^-Coordinatensyslems  bei  feslbleihender  schwarzer  Curvc  um  die 
s-Achse  um  10°  in  der  Ulnar-Radialrichtung  und  bezieht  die  rothe  Curvc 
in  der  neuen  Lage  auf  die  alte  Mittelstellung,  so  beträgt  jetzt,  da 
in  der  Ulnar-Radialrichtung  gedreht  wurde,  die  Radialflexion  1 0"  mehr, 
also  23°  10',  die  l'lnarflexion  dagegen  10"  weniger,  also  15"  50',  und 
jetzt  verhalten  sich  in  der  That  mit  genügender  Annäherung  die 
Radialflexionen  und  Llnarflexioncn  wie  3  :  2. 

Nach  dieser  Drehung  schneidet  die  Curve  in  der  neuen  Lage  die 
-{-  »-Achse  in  D,  die  —  f-  Achse  in  V,  zwei  Punkte,  die  233,5  mm 
resp.  102  mm  vom  Anfangspunkt  O  entfernt  sind.  Diese  Entfernungen 
liefern  aber  die  mit  24!  multiplicirten  Sinus  der  Dorsalflexion  resp. 
Volarflexion,  so  dass  der 

233  5 

Sinus  der  Dorsalflexion  ^  j  =  0,909,  also  die  Dorsalllexion  selbst  75"  iO, 

1 02 

i)  Volarflexion  -     - =  0,123,  >-     »  Volarflexion      »  25" 

beträgt.  Da  diese  beiden  Flexionen  sich  in  der  That  mit  genügender 
Annäherung  wie  3  :  I  verhalten,  was  wir  als  Regel  für  die  von  der 
Mittelstellung  ausgerechneten  Flexionen  in  der  Dorsal -Volarebene  beim 
zweiten  Handgelenk  gefunden  hatten,  so  brauchen  wir  die  rothe  Curve 
nicht  noch  in  verticaler  Richtung  zu  verschieben,  sondern  haben  nach 
der  Drehung  um  die  £- Achse  um  10°  mit  der  nüthigen  Annäherung 
die  wahre  Lage  der  rothen  Curve  innerhalb  der  schwarzen. 

Bei  der  Fixalion  der  beiden  anderen  Knochen  der  ersten  Hand- 
wurzelrcihe  hielten  wir  ebenfalls  die  Hand  in  der  Mittelstellung  fest. 
Da  die  Beweglichkeit  der  Knochen  der  ersten  Handwurzclreihe  nur 
auf  die  Grenze  der  Flexionen  Einfluss  haben  kann,  während  sie, 
wie  man  auch  bei  den  Zwischenvcrsuchen  mit  zum  Theil  geöffneter 
Gelenkkapsel  konstatiren  konnte,  während  der  Bewegung  der  Hand 
in  der  Nähe  der  Mittelstellung  beinahe  nicht  in  Frage  kommt,  so 
können  wir  ohne  Bedenken  annehmen,  dass  die  blaue  Curve  inner- 
hall) der  rothen  die  richtige  Lage  besitzt,  denn  die  Basis  des  /.weilen 
Gelenkes  behielt  ja  in  beiden  zugehörigen  Versuchsreihen  ihre  Lage 
bei,  und  wir  hatten  die  Hand  während  der  Fixation  des  Naviculare 
und  Triquetrum  in  der  Nähe  der  zur  rothen  Curve  gehörenden 
Mittelstellung   festgehalten.     Aus  diesem  Grunde   müssen  wir  die 

9» 
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blaue  Curvc  denselben  Verschiebungen  unterwerfen,  als  die  rotlie 
Curve. 

Um  von  der  Lage  der  drei  Curven  innerhalb  des  A"  Y'  Z'- 
Coordinatensyslems  auf  die  Lage  zu  kommen,  bei  der  die  eine 
horizontale  Coordinatenachse  (/,)  mit  der  Mittelstellung,  die  andere 
(*)  mit  <ler  l'lnar-Nadialllexionsrichtung,  und  die  senkrechte  Achse  {£) 
mit  der  Dorsal  -  Volarllexionsrichtung  zusammenfallt  und  dabei  die 
rothe  und  blaue  Curve  die  richtige  Lage  in  Bezug  auf  die  schwarze 
Girve  besitzen,  müssen  wir  die  schwarze  Curve  um  die  V- Achse 
im  umgekehrten  Sinne  der  Llhrzeigerdrehung  um  den  Winkel  a  =  1 5"  40' 
(pag.  IG)  drehen,  was,  da  sin  «  =  0.27  und  cos  h  —  0,963  ist,  mit 
Hülfe  der  Transformationsfonneln  (|>ag.  47 ) 
|t  —  0,063  .  x  —  0,27  .  :' 

(<>)...    U  =  y 

\;  —  0,27  .  x  +  0,963  .  z  erreicht  wird. 
Die  Punkte  der  rothen  und  blauen  Curve  müssen  zuniiehst  derselben 
Transformation  unterworfen  werden,  deren  (/»ordinalen  wir  nicht  mit 
//,  £,  sondern  als  Zwischencoordinaten  mit  tt\  g  bezeichnen  wollen, 
obgleich  sie  auf  dieselbe  Weise  aus  x\  y\  z  entstehen,  wie  oben 
i,  £.  Darauf  mUsscn  wir  die  (Kurven  von  oben  gesehen  im  um- 
gekehrten Sinne  der  Uhr/eigerdrehung  um  die  Achse  durch  den 
Winkel  ti  —  10°  drehen.    Letzteres  entspricht  der  Transformation 

[£  =      $'  .  cos  ti  -f-  '/  •  sin  ti 
: 6 : ...  l'i  =  —  S '  •  sin  ti //  .  cos  t1 

denn  die  Winkel         ,  (i^'},        ,  ,.>»/)  beiragen  90°,  (ff)  =  0" 

..ml  itt)  =  (v/;  =  /*,  (ii/;  -  oo"  —  ,>\       -  90"  -f-  ,1. 

Da  nun  nach  (I; 

=  x  .  cos  «  —  z '  .  sin  « 
>/  =  .'/ 

t  —  x  .  sin  it  -f-     .  cos  «.  so  folgt  Im  die  rothe 
und  blaue  f.urve,  wenn  wir  diese  Werlhe  für       //,  £'  einsetzen: 

j£  =       x  .  cos  it  .  eos  t1  -\-  ij  .  sin  ti  —  z  .  sin  it  .  cos  ,i 
(7)  ...<*/=  —     .  cos  «  .  sin     -f-  i/'  .  cos  ,i  -j-  z  .  sin  u  .  sin  ,*>' 

=      x  .  sin  r<  -f-     .  cos  <t  , 
wo  «  =  1 5"  40'  und  ti  =  1 0".  Da 

sin  u  =  0,27 ,  cos  u  =  0,963  ,  sin  ,i  —  0, 1  7  i  ,  cus        0,983 ,  so  folgt : 
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U  =      0,949  .  x  -f  0,174  .     —  0,20G  . 
(8)...    K ■=  —  0,108  .  x  +  0,98ä  .  y  +  0,47  .  :* 
I;  =       0,27  .  x  -f  0,903  .  z  . 

Mit  Hülfe  der  Formeln  [Ii]  für  die  schwarze  und  (8  für  die 
rolhe  und  blaue  (iurvc  berechnet  man  diu  in  Tabelle  V  niedergelegten 
(Koordinaten  £,  Die  ^-(Koordinaten  haben  für  die  Auswerlhung  der 
Versuche  keine  grössere  Bedeutung  und  sind  daher  nicht  mit  berechnet 
worden. 

Tabelle  V. 

Die  drei  (Kurven  sind  auf  ein  (Koordinatensystem  £,  £  bezogen, 
dessen  ;rAchse  mit  der  Mittelstellung,  dessen  $-Aehse  mit  der  Kadial- 
rinarrichtung  und  dessen  f-Ackse  mit  der  Dorsal-Volarrichlung  zu- 
sammenfallt, wobei  die  rothe  und  blaue  Curve  die  richtige  Lage 
innerhalb  der  schwarzen  besitzen. 
Schwarze  (Kurve:  Blaue  (Kurve: 


c 

r 

1 

■ 

4-  110,5 

4-   2t, * 

.».V  j 

4-  78 

—  210 

02 

4-  67,5    +  13.5 

15 

4-  102 

h  151 

to\ 

4-  91 

1*3 

05 

4~ 

71,5 

4-  45 

10 

-h  91 

4-  196.5 

41 

4-  94 

162.5 

Oi 

4- 

74,5 

4-  61,5 

17 

4-  «7,5 

4-  225.5 

42l 

4-  1 0 1 

-  120 

05 

IS 

4-  19.5 

4-  234,5 

.;.» | 

4-  III 

—  77 

4- 

58,5 

4-  134 

19 

+  23 

4-  239 

00 

4- 

49 

4-  1 50 

20 

—  (8,5 

4-  239,5 

Rolhe  (Kurve: 

07 

4- 

25 

4-  179,5 

21 

22 

-  52 

-  63 

-  76 

4-  233 
4-  228 
4-219 

OS 

4- 

4 

4-  161 

: 

09 
70 

0.5 
14.5 

4-  143 

25 

—  95 

-  102 

4-  191 
4-  167,5 

44  4-  97 

4-  123,5 

24 

4-  41.5 

71 

29 

4-  90 

25 

-  107 

4-  137,5 

45 

+  93 

4-  123,5 

72 

40 

4-  45 

20 

-  110 

4-  103,5 

40 

4-  94 

4-  174.5 

75 

42 

4-  24 

27 

112 

4-  59 

47 

4-  80,5 

4-210.5 

7i 
—  •• 

37 

—  17 

2S 

—  112 

4-  28 

4S 

4-  "»2,5 

4-232 

9 

—  60 

29 

—  109 

-  */> 

49 

4-  37,5 

4-  235,5 

i  •> 

■i 

—  106 

—  38.5 

50 

4-  22,5 

4-  236 

70 

4- 

11. 5 

-  65 

50 

—  100,5 

—  73 

51 

—  24,5 

4-  ?22.5 

77 

4- 

43 

—  69 

.»/ 

-  92 

—  121.5 

52 

-  38 

4-  2  i5.  5 

'S 

4-  57.5 

—  63 

r>2 

—  84.5 

170 

•>.) 

—  55 

4-  144,5 

—  80 

—  198 

54 

—  aa,a 

—  65,5 

4-  08 

54 

—  7t 

-  220 

55 

4-  19 

55 

—  29 

—  238 

56 

—  61 

—  29 

50 

4-  K 

-239 

57 

—  22.5 

—  83,5 

57 

4-  35.5 

-  235,5 

5S 

4-  17.5 

—  no 

.».* 

4-  53 

—  230 

59 

4-  43 

-  114 

/  ;  -4-  r»3 

—  225 

oo 

4-  59 

—  98.5 

Ol 

4-  90.5 

—   3  t 
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^  /  auf- 

"  ^  /jnunö  tl,e 

<      'C*  '^'V^gen  Richtung 

/V//" 


mit  dein  rechten 


,        '/  /,^/»,/W*J;r/^yetaioDSStrahl  /»/»'  parallel 
/vV'J-//«"y      /A"/.'i»rt,  der  Winkel  OPP'  gleich 
*'A  /    '  A  "  ,'>"      ,,/>  mit  <,l'r  Mi"«lslülliiiv  bildet.     Ist  /' 

 r 


(.in  Punkt  einer  der  Kurven,  so  ist  aber  der  Winkel  zwischen  OP 
und  der  Mittelstellung  die  zugehörige  Flexion.  Aus  dem  recht- 
winkligen Dreieck  folgt  nun,  wenn  wir  die  Grosse  des  Flexions- 
winkels mit  F  bezeichnen: 

OP  ^  OP.  sin  F  , 

oder,  da  alle  Punkte  der  (lurven  auf  einer  Kugel  mit  dem  Mittel- 
punkt 0  und  dem  Radius  241  mm  liegen: 

OP  =  241  .  sin  F  , 

d.  h.  der  Abstand  aller  Punkte  der  Projeclionscurven  in  der  ££-Kbene 
vom  Anfangspunkt  0  giebt  das  241 -fache  des  Sinus  des  Flexions- 
winkels in  der  Richtung  OP  an. 

l.'m  einen  Einblick  in  die  Grfisso  der  Flexionen  in  den  ver- 
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Die  zugehörigen  Projeelionseurven  finden  sich  in  Figur  4  auf- 
gezeichnet.  Dieselben  liefern  uns  nun  ohne  grosse  Rechnung  die 
zu  den  drei  Curven  gehörenden  Flexionen  in  jeder  beliebigen  Richtung 
von  der  Mittelstellung  aus.  Sei  /'  ein  Punkt  auf  einer  der  drei 
Curven  und  V  seine  Projeetion  auf  die  Ebene  (siehe  Figur),  so 
haben  wir  in  POP'  ein  rechtwinkliges  Dreieck  mit  dem  rechten 
Winkel  bei  P'\  in  demselben  ist,  da  der  Projectionsstrahl  PIV  parallel 
der  iy- Achse  d.  h.  der  Mittelstellung  liiuft,  der  Winkel  OPP'  gleich 
dem  Winkel,  den  der  Strahl  OP  mit  der  Mittelstellung  bildet.     Ist  /' 


ein  Punkt  einer  der  Curven,  so  ist  aber  der  Winkel  zwischen  OP 
und  der  Mittelstellung  die  zugehörige  Flexion.  Aus  dem  recht- 
winkligen Dreieck  folgt  nun,  wenn  wir  die  Grösse  des  Flexions- 
winkels mit  F  bezeichnen: 

OP  =  OP.  sin  , 

oder,  da  alle  Punkte  der  Curven  auf  einer  Kugel  mit  dem  Mittel- 
punkt 0  und  dem  Radius  241  mm  liegen: 

OP'  =  241  .  sin  F  , 

d.  h.  der  Absland  aller  Punkte  der  Projeelionseurven  in  der  £ Ebene 

vom  Anfangspunkt  0  giebt  das  241 -fache  des  Sinus  des  Flcxions- 
winkels  in  der  Richtung  01v  an. 

Tin  «'inen  Einblick  in  die  Grösse  der  Flexionen  in  den  ver- 


Digitized  by  Google 


- 


Digitized  by  Google 


t 


i 

Digitized  by  Google 


Zu  Theil  II  pag.  SS. 


Figur  5. 

Verkleinerung  der  Figur  4  im  Massstab  I  :  1,4*,  to  dass  jeder  einzelne  Abstand 
eines  Punktes  der  drei  Kurven  von  0  in  Decimetern  ausgedrückt  direkt  die  Grösse  des 
Sinus  der  zugehörigen  Flexion  beton.  Der  lusserate  Kreis  hat  den  Radius  i  dm.  •) 


*)  Da  Figur  6,  ebenso  wie  spater  Figur  4*  und  4«,  in  ihrer  wehren  Grosse  nicht  in  das 
Format  der  Abhandlungen  passen  worden,  so  sind  dieselben  nnr  In  •/«  ihrer  Ortete  ein- 
gexeichnet ;  dem  entsprechend  findet  sieh  unter  diesen  drei  Figuren  ein  Decimetermasaatab 
in  derselben  Verkleinerung  vor. 

•      M     *■»     MM     04     M     0,7     Ojt     M     1 4a- 
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schicdenen  Richtungen  zu  bekommen,  haben  wir  von  der  Radial- 
riehtung,  d.  Ii.  der  Richtung  der  positiven  £-Achse,  aus  in  Figur  i 
in  Winkelabstünden  von  10"  Strahlen  von  0  aus  gezogen  und  auf 
denselben  die  Abstünde  der  Schnittpunkte  der  drei  Curven  von  0 
gemessen.  Die  verschiedenen  Richtungen  haben  wir  von  der  Radial- 
riehtung  aus  im  umgekehrten  Sinne  der  Uhrzeigerdrehung  mit  den 
Winkelabstauden  bezeichnet,  dann  hat  man  z.  B.  in  den  Richtungen 
0°,  <>0'\  I  S0°,  270"  bezüglich  die  Richtungen  der  Radial-,  Dorsal-, 
Ulnar-  und  Yolarflexion.  Diese  Abstünde  sind  in  Tabelle  VI  nieder- 
gelegt. Die  darauf  folgende  Tabelle  VII  enthalt  dieselben  Abstünde 
durch  241  dividirt,  d.  h.  direct  die  Sinus  der  Flexionen,  und  die 
Figur  .»  (eine  Verkleinerung  der  Figur  i)  die  Sinus  in  einen  Kreis 
mit  «lern  Radius  I  dm  so  eingezeichnet,  dass  jeder  Absland  in 
Decimetern  ausgedrückt  direct  den  Sinus  der  zugehörigen  Flexion 
liefert.  Tabelle  VIII  (pag.  57)  endlich  enlhüll  die  Grössen  der 
Flexionen  selbst. 

Tabelle  VI. 

Abstünde  der  Punkte  der  Projectionscurven  in  der  ££-Kbenc 
vom  (ioordinatenanfangspunkt  0  in  30  um  10°  verschiedenen  Rich- 
tungen. In  den  Richtungen  0°,  90",  180°,  270°  findet  bezüglich 
Radial-,  Dorsal-,  Ulnar-,  Volarflexion  statt.  Bezeichnet  /*'  die  Grösse 
jeder  einzelnen  Flexion,  so  ist  jeder  dieser  Abstünde  gleich  24 1  .sin  /•'. 


Richtung 

für  die 

für  die 

für  die 

Richtung 

für  die 

für  die 

Tür  die 

der 

schwane 

rotho 

blaue 

der 

schwarte 

rotho 

blauo 

Hinion 

Curvo*j 

Curve 

Curve 

Klexion 

Curve 

Curve 

Curve 

0° 

409,5 

95 

66,5 

ISO" 

109,5 

65,5 

40,5 

10" 

112 

98 

68.5 

HM" 

109,5 

65 

40 

20" 

117,5 

103 

72,5 

200" 

113 

6G 

40 

.W" 

1 27,!'» 

110 

81,5 

210" 

119 

68 

41 

40° 

142 

122 

97 

220" 

128,5 

70 

43 

r>o" 

164,5 

143,5 

III 

210" 

145,5 

72,5 

45,5 

HO" 

196,5 

187,5 

130 

240" 

174.5 

76 

49 

70" 

229,5 

227 

155,5 

2r,o° 

223 

82,5 

54 

SO" 

240,5 

238.5 

178,5 

2(i0° 

239 

90,5 

59,5 

*)  Die  schwarze  Curve  liefert  die  Gesamintricxioncu  der  Hand,  die  rollie 
die  Flexionen  im  zweiten  Handgelenk  bei  Beweglichkeil  der  Knochen  der  ersten 
Handwurzelreihe  und  die  blaue  Cime  dieselben  bei  Ausschluss  der  Beweglichkeit 
der  Knochen  der  ersten  Handwurzelreihe. 
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Richtung 

Tur  die 

für  die 

für  die 

der 

ichwarxe 

rothe 

LI«  ^ 

blaue 

Klf*\ioii 

Curvo 

Curvc 

Curvc 

90" 

239,5 

233,5 

143 

100° 

2:i9.5 

211 

115 

110° 

231 

1 59 

90 

1 20" 

201 

110,5 

73,5 

150" 

108 

91 

62 

HO" 

143,5 

80 

53,5 

t50" 

128,5 

73 

48 

100° 

118,5 

09 

44 

170" 

112.5 

0G.5 

41,5 

Hichtuog 

für  die 

für  die 

für  die 

ilcr 

schwarze 

rothe 

blaue 

Flexion 

Curve 

C  u  r  ve 

furvf1 
«in  » »- 

270" 

239,5 

102 

63.5 

2S0" 

237,5 

1 12.5 

66 

290" 

225,5 

122 

72 

500" 

187,5 

1 15,5 

80 

r>to" 

157 

107 

84,5 

520" 

140.5 

101 

82 

550" 

128 

97.5 

75,5 

.HO" 

116.5 

96 

70.5 

550" 

1  10,5 

94.5 

67,5 

Tabelle  VII. 
Sinus  der  Flexionen. 


Kirhluny 

fur  die 

für  die 

für  die 

für  die 

für  die 

für  die 

der 

schwane 

rothe 

blaue 

der 

ichwam 

rothe 

blaue 

Kleiion 

Curvc 

Curvc 

Curvc 

Kleiion 

Curve 

Curve 

Curve 

0" 

0,454 

0,394 

0,276 

ISO" 

0,454 

0,272 

0,168 

10" 

0,465 

0,407 

0,284 

190" 

0,454 

0,270  0,166 

20" 

0,488 

0,427 

0,301 

200" 

0,469 

0,274 

0,166 

.10" 

0,529 

0,456 

0,338 

210° 

0,494 

0,282 

0,170 

40" 

0,589 

0,506 

0,402 

220" 

0,533 

0,290 

0.178 

.10" 

0,683 

0,595 

0,460 

250" 

0,604 

0,301 

0,189 

HO" 

0,815 

0,778 

0,539 

240" 

0,724 

0,315 

0,203 

70" 

0,952 

0,942 

0.645 

250" 

0,925 

0,342 

0,224 

SO" 

0,998 

0,990 

0,741 

200" 

0,992 

0,376 

0,247 

HO" 

0,994 

0,969 

0,593 

270" 

0.994 

0,423 

0,263 

100" 

0,994 

0,875 

0,477 

2S0" 

0,985 

0,467 

0,274 

HO" 

0,958 

0,660 

0,373 

290" 

0,936 

U,506 

0,299 

1 20" 

0,834 

0,458 

0,305 

500" 

0,778 

0,479 

0,332 

150" 

0.697 

0,378 

0,257 

510" 

0,651 

0.444 

0,351 

HO" 

0,595 

0,332 

0.222 

520" 

0,583 

0.419 

0,340 

150" 

0.533 

0,303 

0,199 

550" 

0,531 

0,405 

0,313 

WO" 

0.492 

0,286 

0,183 

540" 

0,483 

0,398 

0,293 

170" 

0.467 

0.276 

0,172 

550" 

0,459 

0.392 

0,280 
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Tabelle  VIII. 

Die  Flexionen 
(auf  10'  abgerundet). 


Richtung 

für  die 

für  die 

fiir  die 

Richmut; 

für  die 

für  die 

für  die 

der 

tchwarse 

rotne 

blaue 

der 

schwane 

rothe 

vi«  

blaue 

Kli*  \  id  n 

Pur  vi* 

will  •  »• 

»'III  *  * 

Fiktion 

Curvi» 

Cur  vc 

Curve 

0" 

27° 

23°  10' 

16°- 

ISO* 

27°  — 

15"  50' 

9"  40' 

10° 

27°  40' 

24°  — 

1 6°  30' 

190" 

15°  40' 

9"  30' 

20° 

29°  10' 

25°  20' 

17°  30' 

200" 

28°  — 

1 5°  50' 

9"  30' 

30" 

32"  — 

27°  10' 

19°  50' 

210° 

29"  40' 

16°  20' 

9°  50' 

40" 

36°  10' 

30°  20' 

23"  40' 

2*0" 

32"  10' 

16"  50' 

10"  20' 

50" 

43°  — 

36°  30' 

27°  20' 

2:>o" 

37°  10' 

17"  30' 

11"  — 

60° 

54°  40' 

51°  — 

32°  40' 

240" 

46"  20' 

18"  20' 

11°  40' 

70° 

72°  40' 

70°  20' 

40°  10' 

250" 

67°  40' 

20"  — 

13°  — 

SO" 

86°  20' 

81°  50' 

47°  50' 

200" 

82"  40' 

22"  10' 

14°  20' 

90° 

83°  40' 

73"  40' 

36"  20' 

270" 

83"  40' 

25°  — 

15"  10' 

too° 

83°  40' 

er  — 

28"  30' 

2S0" 

80"  — 

27°  50' 

15"  50' 

110" 

73°  20' 

41°  20' 

21°  50' 

290" 

69°  20' 

30°  20' 

17"  30' 

120" 

56°  30' 

27°  20' 

17°  50' 

300" 

51°  — 

28°  40' 

1 9"  20' 

i:>0" 

44°  10' 

22"  10' 

1 4"  50' 

310" 

40°  40' 

26°  20' 

20°  30' 

HO" 

36"  30' 

19"  20' 

12°  50' 

:>20" 

3.i"  40* 

24"  50' 

19°  50' 

MO" 

32"  10' 

17°  40' 

1 1"  30' 

.1.10" 

32"  10' 

23"  50' 

18°  40' 

WO" 

29°  30' 

16°  40' 

10°  30' 

:>io" 

28"  50' 

23°  30' 

17°  — 

no" 

27°  50' 

16"- 

10"  — 

350" 

27"  20* 

23"  - 

16"  20' 

Für  die  zu  eile  Versuchsreihe  verwendeten  wir  den  linken  Unter- 
arm desselben  Individuums,  an  dessen  rechten  Ann  wir  die  erste 
Versuchsreihe  angestellt  hallen.  Diesmal  lixirlen  wir  die  horizontal 
gelegte  Hand,  indem  wir  in  jeden  der  vier  Metacarpusknochen  mit 
Ausnahme  des  ersten  je  zwei  Nagel  möglichst  weit  von  einander  ent- 
fernt eintrieben  und  dadurch  die  einzelnen  Metacarpusknochen  un- 
verrückbar fest  mit  ihrer  Unterlage  verbanden.  Von  einer  beson- 
deren Befestigung  der  zweiten  Handwurzelreihc  musste  abgesehen 
werden,  da  die  Anbohrimg  der  einzelnen  Knochen  zu  viel  Zerstörung 
der  Weichtheile  gegeben  hätte  und  infolge  dessen  der  Gelenkme- 
chanismus  verändert  worden  wäre.  Die  Gelenke  also  zwischen  den 
Basen  der  Metuearpalknochen  und  der  zweiten  Handwurzelreihe  sind 
demnach  nicht  ausgeschieden,  sie  wurden  aber  zunächst  ausser  Be- 
tracht gelassen,  was  auch  zulässig  war.  da  sie  doch  nur  geringe 


/' 
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Verschiebung  gestalten.  Der  Kücken  der  Hand  lag  oben,  so  dass 
wie  bei  den  früheren  Versuchen  von  vorn  gesellen  nach  rechts 
Itadial-,  nach  oben  Dorsal-,  nach  links  Ulnar-  und  nach  unlen  Volar- 
(lexion  slallfand.  In  den  in  der  Milte  des  Unterarms  abgesagten 
Radius  befestigten  wir  jetzt  wie  früher  die  Holznadel,  (leren  Spitze 
ca.  235  mm  vom  Mittelpunkt  des  (Kapitalum  entfernt  war,  um  auch 
hier  eine  Verlängerung  des  Hadiusknochenabschnittes  zu  erzielen, 
wodurch  infolge  der  grosseren  Ausschläge  der  Nadelspilze  an  Ge- 
nauigkeit gewonnen  wird. 

Um  die  genaue  Lage  des  Mittelpunktes  der  Kugel  und  der 
Mittelstellung  in  unserem  (Koordinatensystem  zu  fixiren,  den  wir  dann 
wie  früher  zum  Coordinatenanfang  stempeln,  haben  wir  zunächst 
einige  Punkte  (1  —  7  in  Tabelle  IX  und  Figur  C)  iu  der  durch  die 
Mitte  des  (Kapitalum  gehenden  Horizontalebene,  hieraus  die  Horizontal- 
projection  der  Mittelstellung  und  dann  einige  Punkte  (8 — 19)  in  der 
durch  die  Horizonlalprojeclion  der  Mittelstellung  gehenden  Vcrtieal- 
ebene  gemessen  {Fig.  7)  und  durch  die  entsprechenden  Kreise  ver- 
bunden. Für  den  Radius  der  Kugel  ergab  sich  die  Grösse  von 
235,5  mm. 

Den  Mittelpunkt  der  Kugel  nahmen  wir  dann  wieder  als  (Koor- 
dinatenanfang, die  durch  ihn  gehende  llorizontalcbene  als  X  V- Ebene 
und  in  letzterer  die  Projeclion  der  Mittelstellung  als  V-  Achse.  Auf 
dieses  (Koordinatensystem  beziehen  sich  die  in  Tabelle  IX  und  X  auf- 
gezeichneten (Koordinaten  der  72  gemessenen  Punkte. 

Zunächst  wurde  wieder  die  bei  eiuer  ganz  gleichen  Kraft  wie 
bei  der  ersten  Versuchsreihe,  nliinlich  einer  am  Hebelarm  65  mm 
angreifenden  Krall  von  1  kg,  entstehende  Grenzcurve  für  die  Gesamml- 
llexionen  durch  20  beobachtete  Punkte  20 — 39)  gemessen;  derselben 
gehören  auch  die  mit  1,  7,  8,  19  bezeichneten  Punkte  an.  Die 
(Koordinaten  der  Punkte  1 — 39  befinden  sich  in  Tabelle  IX. 
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Tabelle  IX. 

Coordinatenanfangspunkt  ist  der  Mittelpunkt  der  Kugel,  auf 
welcher  sieh  die  Nadelspitze  bewegt;  der  Radius  betrügt  235,5  nun. 

Schnitleurve  der  Kugel  mit  der  Grenzeurve  für  die  Gesammt- 

Kbene  z  =  —  1,5.  flexionen  der  Hand. 


z 

./• 

... 

* 

/ 

+  «06 

+  211 

1.5 

20 

+  111,5 

+  209 

+  24 

2 

+  75,5 

+  223 

-  1.5 

21 

+ 118.5 

+  190 

+   64  5 

3 

+ 

+  230 

1,5 

22 

+  118 

+  1 65 

4  124.5 

/ 

■4 

+  7,5 

4-  235 

—  1.5 

23 

+  105,5 

+  127 

+  «72.5 

5 

35.5 

4-  232 

-  1,5 

2i 

+  85,5 

+  79,5 

+  207 

6 

—  73 

4-  22* 

—  1.5 

23 

+  33,5 

+  10,5 

+  233,5 

7 

-  105 

+  211,5 

1,5 

20 
27 

—  59.5 

—  88 

-T-   24  5 
+  70 

+  203 

Schnitleurve  der  Kugel  mit  der 

2S 

_  tjy 

_|_  |49 

4-  176 

Ebene  s  =  0. 

29 

_  409 

+  163,5 

+  125 

30 

—  112 

+  199,5 
+  210,5 

+  54.5 

X 

y 

31 

—  100 

—  20 

32 
33 

—  93.5 

+  204 
+  156,5 

—  71 

-  150.5 

* 

0 

—  10,5 

+  230 

—  78 

9 

ü 

+  49 

+  230 

34 

—  66,5 

+  126,5 

—  180,5 

10 

0 

4-  98-5 

+  213 

3S 

—  53,5 

+  109,5 

—  201,5 

II 

0 

+  136 

+  191 

3fi 

—  30,5 

+  91,5 

—  214,5 

12 

0 

+  180 

+  150 

37 

+  38 

+  124 

—  196,5 

13 

0 

+  214,5 

+  94,5 

3S 

+  75 

4-  176 

—  136,5 

/-; 

0 

+  229 

+  50.5 

39 

+  100.5 

+  207,5 

-  56 

13 

0 

+  235,5 

-  1.5 

16 

0 

+  221 

—  81,5 

17 

0 

+  197 

-131 

IS 

0 

+  150 

—  181 

19 

0 

+  87 

-21!» 

Darauf  wurde  in  derselben  Weise  wie  bei  der  ersten  Versuchs- 
reihe unter  Beibehaltung  der  Mittelstellung  der  Hand  von  aussen  her 
«las  Lunatum  fixirt  und  von  Neuem  die  Grenzeurve  gemessen  (die 
Punkte  40  —  58  in  Tabelle  X  und  die  braun  gezeichnete  Curve  in 
Figur  ü  und  7).  Wahrend  wir  früher  durch  Fixation  des  Lunatum 
das  erste  Handgelenk  ausschieden,  hatten  wir  jetzt,  weil  die  Hand 
umgedreht  war,  das  zweite  Handgelenk  eliminirt,  so  dass  die  braune 
Curve  die  Flexionen  des  ersten  Handgelenkes  liefert. 


i 
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Um  auch  den  Einlluss  der  Beweglichkeit  der  erslen  Handwurzel- 
reihe  auf  das  erste  Handgelenk  zu  ermitteln,  fixirten  wir  endlich 
noch  das  Naviculare  und  Triquctrum  und  bestimmten  von  der  jetzt 
noch  vorhandenen  Grenzeurve  Ii  Punkte  (die  Punkte  59  —  72  in 
Tabelle  X,  welche  in  Figur  (i  und  7  durch  eine  grüne  Curve  ver- 
bunden sind).  Der  Kinfluss  der  Beweglichkeit  der  ersten  Hand- 
wurzelreihe auf  das  erste  Handgelenk  ist  dann  aus  der  Di  Acren/ 
der  Flexionen  des  vorhergehenden  und  des  letzten  Versuches  er- 
sichtlich. 

Tabelle  X. 

Grenzcurve  für  die  Flexionen 
Grenzcurve  für  die  Flexionen  der         der  Hand  bei  fixirlcm  Meta- 


Hand bei  fixirlcm  Metacarpus-         carpusknochen,  fixirtein  Lima- 


knochen  und 

fixirlcm 

Lunatum. 

tum 

,  Nt 

ivicula 

re  und  Triquetrum. 

r 

y 

z 

■r 

» 

3 

40 

+ 

36,5 

4-  232 

 — 

4-  22 

59 

+ 

35 

4-  233 

4-  18 

41 

+ 

2,5 

4-224 

4-  69 

60 

1 

4-  225 

4-  69 

4i 

32,5 

4-211 

+  97.5 

61 

27.5 

4-214 

4-  91 

45 

59 

+  199 

4-  108,5 

62 

49 

4-204 

+  104 

44 

87,5 

+  19<,5 

4-  105 

65 

71,5 

4-  210.5 

4-  74.5 

45 

93,5 

4-201,5 

4-  79,5 

64 

69 

4-  225 

-  16 

46 

95 

4-  208 

4-  62 

65 

51,5 

4-210 

—  101 

47 

95,5 

4-215,5 

4  29 

66 

34,5 

4-  189 

—  139 

48 

85,5 

4-219 

—  40.5 

67 

25 

-h  174 

—  159 

4i) 

«9,5 

4-  207,5 

—  96 

6S 

4- 

3,5 

4-  157 

-  176 

50 

52,5 

4-  188 

—  136,5 

6» 

14,5 

4-  155,5 

—  177,5 

51 

39 

4-  175 

—  156,5 

70 

+ 

33 

4-  1 08 

—  163 

52 

0 

4-154,5 

—  178 

71 

4- 

51 

+  1 92 

—  134 

55 

+ 

16,5 

4-  152,5 

—  179.5 

7i 

4- 

51 

4-217.5 

70 

54 

+ 

30 

4-159 

—  172,5 

55 

4- 

49,5 

4-  171 

—  150.5 

56 

4- 

65,5 

4-  193 

122 

57 

4 

07 

4-  212 

-  81 

5S 

4- 

51 

4-  228,5 

—  31 

Zur  Einführung  eines  neuen  Coordinatensyslcmcs  x\  y\  z,  welches 
durch  Drehung  um  die  alte  A'- Achse  um  den  Winkel  den  die  Mittel- 
stellung mit  der  alten  V- Achse  bildet,  mit  dem  alten  Coordinaten- 
syslem  zur  Deckung  kommt,  müssen  wir  wieder  die  Formel  (2)  von 
pag   43  verwenden. 
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In  Figur  7  sind  8  und  19  die  aussersten  Punkte  der  Projection. 
Der  Strahl  3/  8  möge  den  Winkel  w(  mit  der  positiven  Richtung  der 
£- Achse,  der  Strahl  M  II)  den  Winkel  w4  mit  der  positiven  Richtung 
der  V- Achse  bilden,  dann  ist 


,./  =  -.  +  »0-  +.-._M<=  l3._ü 


Bezeichnen  wir  mit  yH,  zn;  die  absoluten  Betrüge  der 


//-  und  z-Koordinaten  der  Punkte  8  und  19,  so  ergiebt  sich,  wie 
aus  obiger  Figur  ersichtlich  ist: 


lang  wt 


^  =  ^  =  0,0415;  alsoc,,  =    2"  35 


229 


lang      =      —         =  2,517  ;  also  w4  ^  68"  20' , 

woraus  folgt     //'  —  12"  10'  . 
Nun  ist  sin      =  0,21  I,  cos  Ii'  —  0,978;  daher  gehen  die  alten 
Koordinaten  in  die  neuen  x\  y\  z  über  durch  die  Formeln 

Ix  -~  x 

K  -       0,978  .  y  +  0,211  .  : 
=  —  0.211  .  i/  -|-  0.978  .  z  . 

In  diesem  neuen  Koordinatensystem  füllt  die  .Mittelstellung  mit  der 
ij-  Achse  zusammen.  Fig.  8  enthalt  die  Projeclionen  der  drei  Kurven  auf 
die  xV- Ebene  und  die  Tabellen  XI  und  MI  die  zugehörigen  Koordinaten. 
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Tabelle  XI. 

Coordinalen  der  Punkte  der  Grenzcurven  für  dasCoordinalensystom 
jc',  y,  z,  bei  dein  die  Mittelstellung  mit  der  y -Achse  zusammenfallt. 

Für  die  schwarze  Curvc: 


.1 

u- 

// 

z 

r 

* 

// 

9 

3 

/ 

4-  106 

4-207 

—  45,5 

50 

—  112 

4-  207 

4- 

11 

20 

+  Hl, 5 

4-210,5 

—  21 

7 

-  105 

4-  206,5 

46 

21 

4-  118,0 

4-  205 

4-  21,5 

51 

—  100 

4-  201 

69,5 

22 

4- 118 

4-  187,5 

4-  86,5 

r>2 

—  93,5 

4-  185,5 

112 

2.1 

4-  I05,:i 

4-  160 

-f  i  n 

.3,3 

—  78 

4-  121,5 

185 

24 

4-  85.5 

4-121,5 

4-  181.5 

54 

-  66,5 

4-  85,5 

208 

25 

4-  33,5 

4-  59,5 

4-224 

.).? 

—  53,5 

4-  66 

219 

S 

0 

4-  39,5 

4-  231 

.36" 

-  30,5 

4-  45,5 

228 

20 

-  59,5 

4-  71 

4-  214,5 

19 

0 

4-  39,5 

231 

27 

—  88 

4-  116,5 

4-  181 

.37 

4-  38 

4-  81 

216 

2S 

—  99 

4-  153 

4-  1 45 

.3* 

4-  "5 

4-  145 

169 

29 

—  109 

4-  186 

4-  87 

59 

4- 100,5 

4-  192 

98 

Tabelle  XII. 

Coordinalen  der  Punkte  der  Grenzeurven  für  das  Coordinalcnsvslem 


X,  1 

,  bei  dem  die  Mittelstellung  mit  der 

y'-Achsc  zusammenfallt. 

Fü 

r  die 

braune  C 

urvc : 

Für  die 

srüne  Curve : 

-J 

y 

z' 

40 

36,5 

4-  232 

—  27,5 

59 

f 

35 

4-  232 

—  31,5 

41 

4- 

2,5 

4-234 

4-  20 

00 

1 

4-  23  4 

4-  20 

42 

32,5 

f  226,5 

4-  50,5 

Ol 

27,5 

4-228 

4-  43 

45 

59 

4-217.5 

4-  63,5 

02 

49 

4-221 

4-  58 

44 

87,5 

4-  209 

+  61,5 

05 

71,5 

4-  221,5 

4-  27,5 

45 

93,5 

4-213,5 

4-  34.5 

04 

69 

4-  217 

—  62,5 

40 

95 

4-  217 

4-  16.5 

05 

54,5 

4-  184,5 

—  1  43 

47 

95,5 

4-  217 

—  17 

00 

34.5 

4  156,5 

—  175 

4S 

85,5 

4-  206,5 

—  85,5 

07 

25 

4-  137.5 

—  191 

49 

69,5 

4-  183,5 

—  136,5 

08 

4- 

3,5 

+■  H7,5 

-  204,5 

HO 

52,5 

4-  156,5 

—  172 

09 

■H 

14,5 

4-  115 

204,5 

51 

39 

4-  140 

—  1 89 

70 

4- 

33 

4-  131,5 

—  193,5 

52 

0 

4-  1 15 

—  205 

71 

4- 

51 

4-  160,5 

-170 

55 

+ 

16,5 

4-  113 

—  206,5 

72 

4- 

51 

4-  199,5 

-115,5 

54 

4- 

30 

4-  120,5 

—  201 

55 
50 

4- 

4- 

49,5 
65.5 

4-  136 
4-  164 

—  188 

—  159 

57 

67 

4-  191,5 

—  1 23 

5S  \  4- 

54 

4-217 

-  78 
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Au.s  der  A'Z'- Protection  (Fig.  8)  erkennt  man  wieder  die  beiden 
Symmetrieachsen  der  scliwarzen  Curve.    Dieselben  bilden  hier  noch 
mit  den  beiden  Coordinatenachsen  einen  Winkel  «,  dessen  Tangente 
7  5 

den  Werth  .~k  =  0,0373  besitzt,  so  dass 
200 

«  =  r  1 0*  . 

Es  war  bei  der  zweiten  Versuchsreihe,  da  wir  die  Hand  selbst 
lixiiten,  besser  gelungen,  die  Hand  horizontal  zu  legen,  als  bei  der 
ersleu  Versuchsreihe,  daher  ist  «  hier  beträchtlich  kleiner. 

Wir  fuhren  nun,  um  dieselben  Verhallnisse  wie  bei  der  ersten 
Vensuchsrciho  zu  haben,  endlich  wieder  ein  Coordinatensystem  *,  r, 
ein,  auf  das  wir  die  schwarze  Curve  ohne  Weiteres  beziehen  und 
die  beiden  anderen  Curven  erst,  nachdem  wir  sie  in  die  richtige 
Lage  innerhalb  der  schwarzen  gebracht  haben. 

Für  die  schwarze  Curve  haben  wir,  da  sin  u  =  0,038  und 
tos  u  —  0,099  ist,  die  Transformationsformeln: 

f  =  0,999  .  x  —  0,038  .  z 

£  =  0,038  .  x  +  0,999  .  z  . 

i  m  den  Autheil  zu  bestimmen,  der  bei  den  Flexionen  im  ersten 
Handgelenk  in  der  Kadial-L'lnarrichtung  und  Dorsal -Volarrichlung  der 
Radial-  und  l  Inarflcxion,  resp.  Dorsal-  und  Volarflexion  zuzuschreiben 
ist,  .«stellten  wir  wieder  eine  Reiht;  von  Versuchen  an  anderen  Prä- 
paraten in  genau  derselben  Weise  an,  wie  früher  (pag.  48  ff.)  be- 
schrieben wurde.  Die  von  der  Mittelstellung  aus  in  den  vier  ver- 
schiedenen Richtungen  bestimmten  Winkclexeursionen  der  mit  dem 
Lunatum  verbundenen  Drahtspit/.e  liefern  dann  direct  das  Verlangte. 

Ks  ergab  sich  als  Dun  hschnillsresultat  einer  Reihe  von  Versuchen, 
dass  im  ersten  Handgelenk 

I;  bei  einer  Gesammlflexion  von  29"  in  der  Radial-Ulnar- 
richtung 

12"  der  Radialflcxion  und  17°  der  Ulnarflcxion 

2 

zuzuweisen  sind,  so  dass  die  Radialllexion  abgerundet  —  und 

o 

die  Ulnarflexion        der  Gesammlllexion  ausmacht. 
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W.  Brai  ne  l.nu  O.  Fischer, 


[f,4 


2)  hei  einer  (iesammtfloxion  von  Kl"  in  der  Dorsal- Yolar- 
richlung 

20°  der  Dorsalflexion  und  61°  der  Volarllexion 

zuzuschreiben  .sind,  so  dass  die  Dorsalflexion  abgerundet 

3 

und  die  Ulnarflexion  -y  der  (iesamnitfle\ion  beiragt. 

Ks  ist  dies  also  merkwürdiger  Weise  gerade  das  umgekehrte 
Verhiiltniss,  als  beim  zweiten  Handgelenk. 

Wie  man  durch  mehrfaches  Probiren  an  den  Curven  in  Figur  H 
herausfindet,  tritt  diese  Veitheilung  der  Flexionen  für  die  braune 
Cnrve  ein,  wenn  man,  nachdem  man  dieselbe  der  obigen  Trans- 
formation 

S'  =  0,099.x'  -  0,038.  z 

n  =  u 

g  =  0,038.  x  +  0,999.x' 

unterworfen  hat.  /unliebst  um  die  £-Achse  von  oben  gesehen  in  der 
umgekehrten  Kichlung  des  Uhrzeigers  um  den  Winkel  ö"  dreht,  was, 
da  sin  5°  =  0,087  und  cos  ö"  —  0,996  ist,  der  Transformation  ent- 
spricht: 

f  =  0,99 6. £'  -f-  0,087.»/ 
;/'  =  —  0,087  .  S'  +  0,996  .  »/ 

c  -  c, 

und  ilarauf  um  die  f-  Achse  von  der  positiven  Seite  derselben  aus 
gesehen  in  der  Richtung  des  Uhrzeigers  um  i°  dreht.  Da  nun 
sin  l"  —  0,07  und  cos  1°  =  0,998,  so  entspricht  dies  der  Trans- 
formation 

t  =  t 

tj  —  0,998.,/'  —  0,07. 
;  =  0,07.,/'  +  0,998.;'. 

Druckt  man  in  letzteren  Transforinalionsforineln  ,/',  f"  mit 
Hülfe  der  vorhergehenden  durch  ,/,  und  dann  diese  wieder 
nach  obigen  Formeln  durch  x\  y,  z  aus,  so  erhalt  man  schliesslich 
für  die  braune  und  daher  auch  für  die  grUne  Curve  zum  Uebergang 
d;is  -Koordinatensystem,  wie  man  ohne  Schwierigkeit  berechnet, 
die  Formeln: 
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£  =  0,995 .  x  +  0,087  .  y  —  0,038 .  z 
u  =  -  0,089. x  +  0,994.»/'  —  0,07  .z 
Z  =      0,032.x'  4-  0,07  .y  -f  0,997.:'. 

Dann  verthcilen  sich  die  vier  llauplflexioncn  im  erslen  Handgelenk, 
wie  wir  sehen  werdeo,  so,  dass 

auf  die  Radialflexion  14°  10',     auf  die  Ulnarflexion  19"  30'. 

auf  die  Dorsalflexion  16"  50',     auf  die  Volarllcxion  50"  40' 
kommen. 

In  Tabelle  XIII  sind  die  neuen  und  £-('oordinalcn  angeführt; 
die  zugehörigen  Projectionscurven  sind  in  Figur  9  aufgezeichnet. 


Tabelle  XIII. 

Die  drei  Curvcn  sind  auf  ein  Coordinalensyslem  £  bezogen, 
dessen  /;-Achse  mit  der  Mittelstellung,  dessen  *-Achse  mit  der  Radial- 
Ulnarrichtung  und  dessen  £-Achsc  mit  der  Dorsal-Volarrichtung  zu- 
sammenfallt, wobei  die  braune  und  grUnc  Curve  die  richtige  Lage 
innerhalb  der  schwarzen  besitzen. 


Schwarze  Curve: 


- 

L 

/ 

4-  107 

—  42 

so 

+  112 

—  47 

21 

4-117,5 

4-  25,5 

22 

+  115 

4-  01 

25 

4-  100 

4- 145 

24 

4-  79,5 

4- 188 

25 

+  25,5 

4-226 

8 

—  8,5 

4-2:11,5 

26 

—  67,5 

4-  213 

27 

—  94,5 

4- 178 

2S 

—  104.5 

4-142 

29 

—  112 

4-  83,5 

30 

—  112,5 

4-  7 

7 

—  104 

—  49,5 

31 

—  97 

—  73 

32 

—  89 

—  115,5 

35 

—  71,5 

—  188 

34 

—  69 

—  210,5 

55 

—  45,5 

—  221 

5H 

—  22.5 

—  229 

19 

4-  8,5 

—  231,5 

37 

4-  *5,5 

—  215 

58 

4-  81,5 

—  167 

39 

4-  104 

—  94,5 

Braune  C.urvc: 


Grüne  Curve : 


• 

1 

40 

+ 

58 

0,5 

5.9 

56,5 

4,5 

41 

4- 

22 

4-  46 

60 

+ 

19 

4-  46 

42 

14,5 

4-  76 

61 

8,5 

4-  66,5 

45 

41 

4-  86 

62 

31 

4-  80 

44 

71 

4-  82,5 

65 

53 

+  50,5 

45 

75,5 

4-  56 

64 

47,5 

-  41 

S6 

76,5 

4-  38,5 

65 

29 

-  124 

47 

78 

4-  4,5 

66 

8 

—  158 

48 

63 

—  65 

67 

4- 

3 

—  177 

49 

44,5 

—  118 

68 

4- 

33 

—  190,5 

50 

26,5 

—  156 

69 

4- 

43 

—  190,5 

51 

11 

—  175 

70 

4- 

61 

—  177 

52 

+ 

29 

—  191 

71 

4- 

77 

-  150 

55 

4- 

45 

—  191 

72 

4- 

75,5 

—  89 

54 

4- 

57,5 

—  185,5 

55 
5« 

+ 
+ 

77 
91 

169 
—  138 

57 

+ 

91 

—  99 

58 

+ 

80 

—  52 

Abha»dl.  d.  K.  S.  U«»*IU(li.  d.  Wu».  XXIV. 
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|G6 


In  Figur  1)  sind  nun  in  derselben  Weise  wie  früher  hei  Figur  i 
vom  Anfangspunkt  0  aus  in  der  Entfernung  von  10"  Strahlen  gezogen 
und  die  Abstände  der  Schnittpunkte  eines  jeden  Strahls  mit  den  drei 
Curven  von  0  gemessen  und  in  Tabelle  XIV  niedergelegt.  Dieselben 
geben  das  235,5  fache  der  Sinus  der  zugehörigen  Flexionen.  Die 
Sinus  selbst  findet  man  daher,  indem  man  diese  Abstände  durch 
235,5  thcilt,  was  in  Tabelle  XV  berechnet  und  in  Figur  10  in  gleicher 
Weise  wie  früher  bei  der  ersten  Versuchsreihe  aufgezeichnet  ist.  Daraus 
linden  sich  dann  die  Flexionen  selbst,  wie  sie  in  Tabelle  XVI  stellen. 

Tabelle  XIV. 

Abstände  der  Punkte  der  Projectionscurven  in  der  £f- Ebene 
vom  Coordinatenanfangspunkt  0  in  30  um  10°  verschiedenen  Rich- 
tungen. In  den  Richtungen  0°,  00°,  180",  270°  findet  bezüglich 
Radial-,  Dorsal-,  Ulnar-,  Volarllexion  stall.  Rezeichnet  F  die  (Irüsse 
jeder  einzelnen  Flexion,  so  ist  jeder  dieser  Abstände  gleich  235,5  .  sin  F. 


Richtung 

fiir  «lir 

für  die 

für  die 

Richtung 

für  die 

Tür  die 

für  diu 

der 

braune 

grüne 

der 

•chwarre 

grüne 

Flexion 

Curve») 

Curve 

Cime 

Flexion 

Curve 

Curve 

Curve 

O" 

Il2,i 

57,5 

53,5 

ISO" 

112,5 

79 

5 1 , 5 

10" 

118 

52,5 

49 

190" 

111.5 

77,5 

51,5 

20" 

1*5,5 

48.5 

45,5 

200" 

113 

78.5 

53 

SO" 

135 

46,5 

43.5 

210" 

117 

81 

56 

40" 

148,5 

46 

43,5 

220" 

124 

86 

62 

:>o" 

1 65 

47 

44,5 

2S0" 

141 

94 

70,5 

HO" 

186.5 

50 

46,5 

240" 

167 

107 

84.5 

70" 

209 

53,5 

50 

230" 

204 

127,5 

105 

SO" 

223.5 

59,5 

54,5 

200" 

228 

158 

136,5 

90° 

231 

67 

60,5 

270" 

231,5 

182 

173,5 

100" 

229,5 

77 

70 

2S0" 

224 

195.5 

194 

110" 

219.5 

88 

84 

290" 

200,5 

191,5 

185 

1*0" 

195,5 

102,5 

90 

:>oo" 

176,5 

174 

157 

130° 

165,5 

109 

79 

SIO" 

155 

141,5 

116.5 

140" 

Ii  4, 5 

U7 

69,5 

320" 

135 

1 10 

92.5 

IZ0" 

130 

88 

61,5 

330" 

121 

88,5 

100" 

120 

82 

56 

340" 

114 

74,5 

67,5 

170" 

114,5 

79 

53 

330° 

113 

65 

59 

')  Die  schwarze  Curve  liefen 

die  Gesainnitllev 

onen  der 

ll.md,  die 

bra  u  nc 

Curve  die  Flexionen  im  ersten  Handgelenk  bei  Beweglichkeit  der  Knochen  der  crslen 
llatidwurzclrcihc  und  die  grüne  Curve  dieselben  bei  Ausschluss  der  Beweglich- 
keit der  Knochen  der  ersten  Handwiir/elreihe. 
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Figur  10. 

Verkleinerung  der  Figur  9  im  Massstab  1  :  2,355  so  dass  jeder  einzelne  Abstand 
eines  Punktes  der  drei  Kurven  von  0  in  Decirnctent  ausgedrückt  direkt  die  Grösse  des 
Sinus  der  zugehörigen  Flexion  angiebt.  Der  ausserste  Kreis  hat  den  Radius  4  dm.  *) 


W  i 


270 


0       0,1      0.2      04      0.1      OA       0.0      0.7       OJ»       0.9      I  da 


•)  Vgl.  die  Bemerkung  zu  Figur  5. 


Uli 


■tuuUb  I»',  dar  «akrtn  Oroaaa). 
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Tabelle  XV. 
Sinus  der  Flexionen. 


für  die 

für  du- 

für  die 

Itichtiint!  i 

für  die 

fiir  itie 

Cur  die 

der 

schwarze 

braune 

grüne 

der 

schwarte 

braune 

grüne 

Hetion 

Curve 

i 

Curve 

Curve 

 — 

1  lYvioll 

Curve 

Curve 

Curve 

/»•'  1 

0,  l  iK 

0 ,  2  4  4 

0.227 

ISO  i 

0, 4  1 8 

0.33.1  | 

0 ,2 1 9 

1  /»Ii 

0,;>01 

0,223  1 

0, 208 

f SWiO  1 

100  | 

0.4  M 

0, 328 

0,219 

20" 

rv    r\  j\  f* 

0.S0I» 

A     1  Il'l 

0, 193 

Um 

0, 4  MU 

0,22.» 

,t0" 

0,.-»/3 

0,194 

A  IO" 

0,18.» 

210" 

.\  tA* 

0,49/ 

a  o  t  i 

0,344 

0,238 

tO" 

0,1)31 

0,19) 

A  IU" 

0. 18.» 

220" 

a  "ür 

0,.»20 

0,36» 

0,263 

■tO 

A  '•AI 

A     Ck  i  l  A 

0  ,z00 

A     1  Oll 

0, 1  Nif 

J**  Sit) 

2.>0 

A    *'  fifl 

0,399 

A  drin 

0,299 

fit  i  l 

0/7 

A    T  /k  Ü 

0.  /92 

A     .ft  1  .1 

0,  21  2 

A     1  11^ 

0 . 1 9  4 

2  tO 

0,4  *)\ 

A   •>  A 

0,3. »9 

I*  41  Ii 

/ W" 

0,888 

i*k  £13^ 

0,227 

0,21 2 

2->0" 

ik  orr 

0.866 

A    "  1  1 

0..»41 

0.446 

(Ulli 

M>" 

0,949 

0,?.j3 

0 . 23 1 

260" 

0,968 

0.04  1 

0,.»80 

Hu 

i\  (IU  I 
II,  VOil 
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I.W" 
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Tabelle 

XVI. 

Die  Flexionen  (auf 

10'  abgerundet). 
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für  die 
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für  die 

für  die 

für  die 
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grüne 
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77°  40' 
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56°  40' 
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54"  20' 
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22°  30' 
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47"  20' 
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29"  40' 
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37°  50' 
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17°  10' 
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35°  — 

27°  50' 

23"  10' 

IM" 

33°  30' 

22°  — 
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MO" 

31"  — 

22"  10' 

19"  10' 

ICO" 

30"  i0' 

20"  20' 

13"  50' 

MO" 

29"  — 
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16"  »0' 
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29"  - 
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MO" 

|  28"  40' 

16"  — 

1  l"  30' 

10' 
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Wenn  nun  ein  Vergleich  der  Curvcn  der  zweiten  Versuchsreihe 
mit  denen  der  ersten  Versuchsreihe  angestellt  werden  soll,  so  ist  dazu 
nftlhig,  dass  man  entweder  die  drei  Curven  der  zweiten  Versuchsreihe 
so  immer  in  demselhen  Verhültniss  abändert,  dass  die  schwarze  Curve 
mit  der  schwarzen  Curve  der  ersten  der  Grosse  nach  zusammenfallt, 
sobald  sie  auf  die  Kugel  mit  demselhen  Radius  z.  B.  von  1  dm,  wie  in 
Fig.  5  und  10,  bezogen  sind,  oder  umgekehrt.  Wir  wühlen  das  erstere, 
weil  die  erste  Versuchsreihe  an  der  rechten  Extremität  gemacht,  war 
und  man  die  rechte  KxtreiniliU  in  Folge  des  häufigeren  Gebrauchs  als 
die  ausgebildetere  ansehen  niuss.  Zur  Keduction  hat  man  die  Flexionen 
für  die  braune  und  grüne  Curve  jedes  Mal  mit  dem  Quotienten  der 
Flexionen  für  die  schwarzen  Curven  der  ersten  und  zweiten  Ver- 
suchsreihe zu  mullipliciren.  Dieser  Factor  und  die  dadurch  abge- 
änderten Flexionen  der  zweiten  Versuchsreihe  finden  sich  in  Ta- 
belle XVII  vor.  Tabelle  XVIII  giebt  die  zugehörigen  hinterher  auf- 
gesuchten Sinus,  die  man  zur  graphischen  Darstellung  der  abgeänderten 
braunen  und  grünen  Curve  innerhalb  des  Kreises  von  i  dm  braucht. 
Letzteres  bietet  Figur  II,  wo  in  die  Figur  5  die  reducirte  braune 
und  grüne  Curve  in  dem  entsprechenden  Maassstab  eingezeichnet  sind. 

Tabelle  XVII. 

Die  mif  die  Verhältnisse  an  der  rechten  Extremität  reducirten  Flexionen 
für  die  braune  und  grüne  Curve.  Spalte  1  enthalt  den  Iwftreffenden  Redurlions- 


faetor. 

Hidilunu 

der 
Klevion 

Reduc- 
tions- 
fiK'lor 

braune 

Curve 

gr&n« 

Curve 

Richtung 

der 
Flexion 

Reduc- 
lions- 
factor 

Curve 

grüne 

Curve 

0" 

0,95 

13"  30' 

124'  30' 

ISO" 

0,95 

18"  30' 

{ 90  

10" 

0,92 

11"  50' 

11°  — 

190" 

0,96 

18°  20' 

12°  10' 

20" 

0,91 

10°  50' 

10°  10' 

200" 

0,97 

18"  50* 

12"  40* 

.V)" 

0,91 

10"  20' 

9°  40' 

HO" 

0,99 

20"  — 

13°  40' 

iO" 

0,93 

10"  20' 

9°  50' 

220° 

1,02 

21"  50* 

15"  30' 

SO" 

0,96 

11°  — 

10"  20' 

2~,o" 

t,01 

23"  40' 

17°  20' 

<iO" 

1,04 

12°  10' 

1 1°  50' 

240" 

1,02 

27"  30' 

21°  30' 

70" 

U:* 

14"  50' 

13"  40' 

2S0" 

1.13 

37"  10' 

29°  40' 

SO" 

1,205 

17"  .10' 

16u  — 

260" 

1.09 

46"  — 

38"  40' 

HO" 

1  .05 

17"  10' 

15"  20' 

270" 

1,05 

51"  50' 

49"  50' 

100" 

1.08 

20°  40' 

17"  40' 

2S0" 

1,11 

62°  20' 

61"  40' 

110" 

1,07 

23"  30' 

22"  20' 

290" 

1.19 

60°  10' 

57"  30' 

1  20" 

1.01 

26"  i0' 

22"  40' 

r,oo" 

1 .05 

49"  40' 

44"  - 
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Figur  11. 

Die  drei  Kurven  der  ersten  Versuchsreihe  siod  so  verkleinert,  dass  die  Abstände 
jedes  ihrer  Punkte  von  0  in  Decimeiern  ausgedrückt  die  Sinus  der  zugehörigen 
Flexionen  bilden  (Figur  5);  zugleich  sind  die  auf  die  schwarze  Kurve  der  ersten 
Versuchsreihe  bezogenen  Kurven  (braun  und  grün)  der  zweiten  Versuchsreihe  in 

demselben  Ifassstab  eingezeichnet.*) 


Die  schwarze  Kurve  ergiebt  die  Sinus  der  Gesammtflexionen  der  Hand, 
die  braune  Kurve  ergiebt  die  Sinus  der  Flexionen  des  ersten  Handgelenks, 
die  rothe  Kurve  ergiebt  die  Sinus  der  Flexionen  des  zweiten  Handgelenks, 
die  grüne  Kurve  ergiebt  die  Sinus  der  Flexionen  im  ersten 

Handgelenk 

die  blaue  Kurve  ergiebt  die  Sinus  der  Flexionen  im  zweiten 

Handgelenk 


bei    Ausschluss    der  Be- 
weglichkeit  der  Knochen 
der  I  .  Handwurzelreibe. 


0        0.1       OJ       0.3       0,4       0,5       0.6       0.7       O.ft       0,9       I  da 


Vgl.  die  Bemerkung  zu  Figur  9. 
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69]       Untersucht ngkn  Iber  die  Gelenke  des  menschlichen  Armes.      1  47 


Richtung 

der 
Klevion 

Reduc- 
Hon*- 
18  clor 

braune 

Curve 

frfine 

Curve 

Richtung 

der 
hlexion 

Rcdur- 

ttons- 

laclor 

brau  u  e 

Curve 

grüue 

Curve 

130° 

0,99 

27°  40' 

19°  20' 

310" 

0,99 

36"  40' 

29"  30' 

140" 

0,97 

2.1°  40' 

16"  40' 

320" 

1.02 

28°  20' 

23"  40' 

ISO" 

0,96 

21°  10' 

1 4°  30' 

sso" 

1,03 

22"  50' 

19"  50' 

160" 

0,96 

19°  30' 

13"  20' 

r>40" 

0,99 

18"  20' 

16"  30' 

170" 

0,97 

18°  50' 

42°  40' 

330° 

0,95 

15"  10' 

13"  50' 

Tabelle  XVIII. 

Die  Sinus  der  in  Tabelle  XVII  au  gezeichneten  reducirten  Flexionen. 


Hichlunp 

für  die 

Tür  die 

Richtung 

für  die 

für  die 

der 

braune 

grüne 

der 

braun« 

grüne 

Curve 

Curve 

Klevion 

Curve 

Curve 

0" 

0,233 

0,216 

ISO" 

0,317 

0.208 

10° 

0,205 

0,191 

190° 

0,315 

0,244 

20" 

0,188 

0,177 

200" 

0,323 

0,249 

30° 

0,179 

0,168 

210" 

0,342 

0,236 

10" 

0,179 

0,171 

220" 

0,372 

0,267 

SO* 

0,191 

0,179 

SSO" 

0,404 

0,298 

60" 

0,219 

0,205 

240" 

0,462 

0.367 

70" 

0,256 

0,236 

230° 

0,604 

0,495 

SO" 

0,303 

0,276 

260" 

0,719 

0,625 

00" 

0,303 

0,264 

270" 

0,786 

0,764 

100" 

0,353 

0,303 

280" 

0,886 

0,880 

HO" 

0.399 

0.380 

290° 

0,867 

0,834 

HO" 

0,441 

0,385 

S00" 

0,762 

0,695 

ISO" 

0,457 

0,331 

310" 

0,597 

0,492 

140" 

0,401 

0,287 

320" 

0,475 

0,404 

ISO" 

0,361 

0,250 

330° 

0,388 

0,339 

160" 

0,334 

0,231 

340° 

0,345 

0,284 

170" 

0,323 

0,219 

SSO" 

0,262 

0,239 

Wie  aus  der  Art  der  angestellten  Versuche  hervorgeht,  ergeben 
die  zur  schwarzen  Curve  gehörigen  Flexionen  die  Gesammtflexionen 
der  Hand  in  den  verschiedenen  Flexionsrichtungen.  Die  Flexionen 
des  Antibrachial-Carpalgelenkes,  das  wir  als  erstes  Handgelenk  be- 
zeichnen, liefert  die  braune,  die  Flexionen  des  lntercarpal-Gelenkes 
(zweites  Handgelenk)  die  rothe  Curve.  Dieselben  finden  sich  in 
Tabelle  VIII  und  Tabelle  XVII  vor.  Die  Differenz  der  Flexionen 
fllr  die  braune  und  grüne  Curve  (Tabelle  XVII)  ergiebt  den  Ein- 
fluss  der  Beweglichkeit  der  Knochen  der  ersten  Handwurzelreihe 
auf  das  Antibrachial-(<arpalgelenk,  die  Differenz  der  Flexionen  fllr 
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die  rolhe  und  braune  Curve  (Tabelle  VIII)  den  Einfluss  der  Beweg- 
lichkeit der  Knochen  der  ersten  Handwurzelreihc  auf  das  Inlercarpal- 
gelenk.  In  Tabelle  XIX  findet  sieh  nun  eine  Zusammenstellung 
dieser  Resultate  vor,  wobei  die  Flexionen  auf  1  Grad  abgerundet 
sind.  Es  muss  ausdrücklich  hervorgehoben  werden,  dass  die  ein- 
zelnen Werth«,  die  durch  isolirte  Messung  der  beiden  Handgelenke 
gefunden  wurden,  in  ihrer  Summation  nicht  übereinstimmen  können 
mit  den  Werthen,  die  sieh  bei  der  Messung  des  gesammlen  inlacten 
Gelenkapparales  ergaben,  denn  der  Eingriff,  welcher  nothwendig 
war,  um  das  Gelenk  auszuschalten,  bedingt,  wenn  er  auch  noch 
so  minimal  und  vorsichtig  ausgeführt  wurde,  doch  eine  theil- 
weise  Störung  der  Hemmungsapparate.  Es  wurde  vom  Handrücken 
aus  eingegangen  bei  dem  Festnageln  der  einzelnen  Thcile,  weil  hier 
das  Gelenk  am  zuganglichsten  ist  und  somit  weniger  zerschnitten  zu 
werden  braucht;  aber  doch  müssen  Blinder  zerschnitten  werden,  so 
dass  eine  Vergrösserung  der  Aussehlage  die  unausbleibliche  Folge  sein 
wird,  die  noch  dadurch  vermehrt  wird,  dass  die  einwirkende  Kraft 
nahezu  verdoppelt  wurde,  weil  dasselbe  Gewicht  auf  jedes  einzelne 
tielenk  hier  wirkte,  während  es  früher  beide  Gelenke  zusammen  be- 
wegte. Aber  auch  eine  theilweise  Verminderung  des  Ausschlags 
kann  nicht  von  vornherein  ausgeschlossen  werden,  weil  durch  das 
Einschlagen  der  Nagel  vielleicht  eine  störende  Fixirung  der  Weichlheile 
des  Gelenkapparates  auf  der  Volarseile  hervorgebracht  wurde.  Aber 
eben  alle  solche  Störungen  lassen  sich  gar  nicht  vermeiden,  wenn  man 
darauf  ausgehl,  einen  complicirten  Gelenkapparal  zu  analysiren. 

Da  wir  bei  beiden  Versuchen  sorgfältig '  in  ganz  gleicher  Weise 
vorgingen,  so  lässt  sich  annehmen,  dass  die  Störungen  durch  die 
operativen  Eingriffe  auch  möglichst  gleichmüssig  ausfielen,  so  dass 
bei  der  Vergleichung  der  Flexionen  der  beiden  Gelenke  diese  Fehler 
sich  von  selbst  möglichst  aufhoben  und  dadurch,  wenn  auch  keine 
absoluten,  so  doch  relativ  sichere  Werthe  gefunden  wurden.  Auch 
aus  diesem  Grunde  mit  wurden  die  beiden  Versuchsreihen  an  den 
beiden  Extremitäten  ein  und  desselben  Individuums  angestellt. 

In  Tabelle  XX,  die  den  Autheil  der  beiden  Handgelenke  an 
den  Gesammtflexionen  der  Hand  in  Procentcn  ausdrückt,  was  in 
Figur  12  graphisch  dargestellt  ist,  sind  deshalb  die  Resultate  auf 
5"/„  abgerundet  worden. 
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Figur  12. 

Graphische  Darstellung  des  Aotheils  der  beiden  Handgelenke  an 
den  Gesamratflexionen  der  Haod. 


bezieht  sich  auf  das  Antibrachial-Carpal-Gelenk, 
•       •     *     »  Intercarpal-Gelenk 
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Tabelle  XIX. 

Die  Gesiimmtflexiuncn  der  Hand,  die  Flexionen  in  jedem  der  beiden  Hand- 
gelenke und  der  Kinlluss  der  Beweglichkeit  der  Knoehen  der  ersten  Hand- 
wuntelreihe  auf  die  beiden  Handgelenke. 
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Tabelle  XX. 

Antheil  der  beiden  Handgelenke  an  den  GesammlUexioncn  der  Hand,  in 
Procenlen  ausgedrückt  (auf  5^  abgerundet). 


Richtung 

der 
Flexion 

Antibrachial- 
Carpalgelcnk 

— 

Inlercarpol- 
gelenk 

— --   

RicMung 
der 

■  IVAIVH 

Antibrachinl- 
Carpalgclcnk 

Inlcrtarpal- 
geloiik 

0" 

35# 

65# 

ISO" 

55# 

45# 

10" 

35  # 
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Eine  erschöpfende  Beschreibung  von  Lichtung  und  Wand  aller 
Blut-  und  Lymphbahnen  eines  abgeschlossenen  Gebietes  eröffnet  uns 
Einsichten  in  die  Eigensc  haften  eines  dort  bestehenden  Stromes,  welche 
kaum  auf  eine  andre  Weise  zu  gewinnen  sind.  Von  den  Werlhen 
des  Drucks  und  diu-  'Geschwindigkeit,  mit  welchen  Blut  und  Lymphe 
strömen,  erhallen  w  ir  durch  die  anatomische  Zergliederung  allerdings 
keine  Auskunft,  wohl  aber  Vorstellungen  über  das  Vcrhültniss,  nach 
welchem  die  dem  Strom  ungehörigen  Klüfte  sich  auf  die  verschie- 
denen Orte  seines  Verlaufs  äussern  und  verlheilen.  Unentbehrlich 
wird  aber  die  Darstellung  der  Stromwege,  wenn  sich,  wie  beim 
Blut-  und  Ly  inphslrom ,  die  physikalischen  Hilfsmittel  gegenwärtig 
und  vielleicht  für  immer  als  ungenügend  erweisen.  —  Von  diesem 
vorzugsweise  physiologischen  Gesichtspunkt  geleitet  habe  ich  auf  An- 
regung des  Herrn  Prof.  f..  Ludwig  die  Untersuchung  des  schon  oft 
durchforschten  Gebietes  von  Neuem  unternommen. 

- 

I.  Blutgefässe  des  Dünndarms. 

Alle  Abschnitte  des  Dünndarms  können,  obwohl  sie  nur  von 
einer  Arterie  aus  versorgt  sind,  gleichzeitig  mit  gleichviel  Blut  ge- 
speist werden.  Dass  dieses,  ungeachtet  der  Lihige  des  Stromgebietes, 
möglich  wurde,  folgt  aus  der  Art,  wie  sich  das  Darini ohr  an  das 
eigentümlich  gestaltete  Mesenterium  anheftet.  Von  einem  schmalen 
Sliel  an  der  Ursprungsstelle  der  a.  mosaraiea  sup.  aus  verbreitert  sich 
das  .Mesenterium  zu  einem  Richer,  dessen  dem  Darme  zugekehr- 
ter bogenförmiger  Band  mehr  als  300  Winkelgrade  umkreist.  Cm 
an  dem  verhältnissmässig  kurzen  Umfang  des  Bogens  Platz  zu  rinden, 
muss  sich  der  Darm  in  mehrfachen  Windungen  auf-  und  abkrümmen, 
deren  Ebenen  im  Allgemeinen  senkrecht  zur  Flüche  des  Mesenterium 
gelegen  sind.  Eine  Anschauung  von  diesem  Verhalten  w  ill  l'ig.  I,  Taf.  I 
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geben,  welche  nach  einem  Trockenpraparnt  des  aufgeblasenen  Darms 
gezeichnet  ist. 

Kurz  nach  ihrem  Eintritt  zwischen  die  Blatter  des  Mesenteriums 
beschreibt  die  Arterie  einen  erst  weiteren  dann  engeren  Bogen.  Aus 
der  coneaven  Seite  desselben  tritt  zuerst  ein  Zweig  für  das  Duo- 
denum, dann  aus  der  convexen  eine  Reihe  von  Zweigen  für  Jejunum 
und  lleuiu.  Der  Abstand  zwischen  dem  Ursprung  benachbarter,  die 
Zahl  und  der  Durchmesser  der  Aeste  unterliegt  mannigfachem  Wechsel 
je  nach  der  Lange  des  Darmstücks,  in  welchem  sich  jeder  derselben 
ausbreitet.  Die  schmalem  Aeste  laufen  unverzweigt  bis  in  die  Nahe 
des  Darms,  die  stärkeren  dagegen  zerfallen  bald  nach  ihrem  Ur- 
sprung zwei-  oder  mehrfach.  Wie  verschieden  die  Ausstrahlungen 
sich  auch  anfänglich  verhalten  mögen,  übereinstimmend  spaltet  sich 
jede  nahe  dem  Ansatz  des  Mesenterium  an  den  Darm  in  je  zwei 
Zweige,  von  denen  einer  nach  oben,  der  andere  nach  unten  ge- 
wendet mit  dem  benachbarten  je  einen  Bogen  bildet.  Aus  den  10 
bis  20  aus  dem  Stamm  hervorgehenden  Arterien  können  bis  zu  50 
Bogen  entslehn.  Von  diesen  Bogen  ab  gewinnt  die  weitere  Ver- 
lheilung des  Strombetts  sehr  an  Hegelmüssigkeit.  Aus  ihnen  erhe- 
ben sich  stets  zwei  Arten  von  Arterien,  langete  und  kürzere.  Da  die 
lüngern  in  Abstanden  von  nur  wenig  über  oder  unter  5  mm  ent- 
springen, so  wird  durch  sie  das  Stromgebiet  des  Darms  in  eine 
Reihe  von  hydraulisch  gleichwertigen  Stücken  zerlegt,  weshalb  bei 
der  Gleichartigkeit  aller  die  Beschreibung  nur  eines  genügt. 

Von  den  langem  Arterien  entspringen  je  zwei  nahe  bei  einan- 
der, eine  von  ihnen  schlagt  sich  vor  die  andere  hinler  dem  Darm 
her,  so  dass  sich  nahezu  auf  demselben  Kreisumfang  die  beiden 
Halbbögen  zu  einem  ganzen  verbinden.  —  Ehe  die  langen  Arterien 
sich  an  den  Darm  anlegen,  noch  innerhalb  der  freien  Mesenterial- 
blailcr,  giebt  jede  derselben  zwei  Acslchen,  eins  nach  oben  und  eins 
nach  unten  ab,  von  denen  jedes  mit  dem  entsprechenden  der  näch- 
sten langen  Arterie  eine  Verbindung  eingeht.  Die  hieraus  erwach- 
senden Parallelbögen,  einer  dem  hinlern,  der  andere  dem  vordem 
Zinken  des  langen  Arterienpaars  angehörig,  verbinden  sieb  mehrfach 
durch  Querarme,  wodurch  noch  ausserhalb  des  Darms  ein  magerer 
Plexus  entsieht.    Aus  diesem  entspringen  die  kurzen  Darmarterien. 

Die  kurzen  Arterien  durchsetzen  gerade  aufsteigend  die  Langs- 
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muskeln  der  Darmwand,  geben  jenseits  derselben  kleine  Muskel- 
zweige, verfolgen  aber  dann  ihren  Weg  durch  die  Kreismuskeln  und 
gelangen  alsbald  in  die  Tunica  submueosa,  wo  jedes  Stammchen 
sternförmig  auseinander  fahrt. 

Nach  dein  Abgang  der  eben  beschriebenen  Aeste  legen  sich 
die  langen  Arterien  der  Dannwand,  jedoch  nur  locker,  an,  sodass  sie 
bei  leerein  Darm  geschlangelt  und  bei  stark  aufgeblähtem  gestreckt 
weiterschreiten  können.  Alsbald  aber  durchbohrt  auch  jede  der  langen 
Arterien  die  latngsmuskeln,  giebt,  wenn  sie  dieses  gethan,  Muskcl- 
zweige  ab,  setzt  dann  aber  sogleich  ihren  Weg  durch  die  Kreismuskeln 
auf  die  Submueosa  fort.  Weil  ungefähr  im  gleichen  Abstand  von  dem 
Mesenlcrialahsalz  alle  langen  Arterien  die  Muskeln  durchspalten,  so 
lauft  der  Lange  des  Darms  hinab  eine  Reihe  schlitzförmiger  Oeff- 
nungen.  Der  Abschnitt  des  Darms,  welcher  gegen  das  Mesenterium 
hin  zwischen  je  zwei  Schlitzen  liegt,  betragt  %  bis  V3  seines  ge- 
sammten  l'mfangs. 

Indem  wir  einstweilen  die  Strombahn  nach  den  Muskeln  hin 
ausser  Acht  lassen,  folgen  wir  den  Arterien  auf  die  Submueosa.  Auf 
dieser  Haut  fliessen  die  kurzen  und  die  langen  Arterien  unter  Bildung 
eines  dichten  Canalnelzes  rasch  auseinander.  Von  dem  Netzwerk, 
dessen  Bedeutung  zuerst  Hellem  erkannte,  geben  die  Figuren  2  und 
3  auf  Taf.  1  eine  Vorstellung.  Die  Zeichnungen  sind  nach  Präparaten 
entworfen,  an  welchen  die  Submueosa  von  der  Schleim-  und  Muskel- 
haut befreit  war.  —  Der  Schnitt,  welchen  die;  Ausbreitung  der  Haut 
in  einer  Ebene  möglich  machte,  ist  in  Fig.  2  gegenüber,  in  Fig.  3 
auf  Seilen  des  Mesenlerialansatzes  geführt. 

Das  dichte  Netz,  zwischen  welchem  nur  kleine  stromfreie  In- 
seln verbleiben,  entsteht  so,  dass  die  mehrfachen  Arme,  welche  sich 
zunächst  von  je  einem  stärkeren  Zuflüsse  abzweigen,  unter  sich,  zu- 
gleich aber  auch  mit  den  entsprechenden  benachbarter  Arlerienstamme 
Verbindungen  eingehen.  Aus  diesen  Cirkeln  erster  entstehen  auf 
ahnliche  Weise  solche  zweiter,  driller  und  vierter  Ordnung,  wobei 
die  Inseln  immer  kleiner  und  die  sie  umgrenzenden  Gefttsse  fort- 
schreitend enger  werden,  bis  sie;  einen  Durchmesser  von  weniger 
als  0,01  imn  erreicht  haben.  Erst  wenn  die  Vertheilung  der  Bahnen 
einen  Grad  erreicht  hat.  bei  welchem  jedes  Aestehen  von  den  ver- 
schiedensten Seiten  her  gespeist  und  die  Stromstärke  in  jedem  der- 
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selben  voraussichtlich  gleichmassig  und  gleich  stark  geworden  ist, 
verlasst  der  Strom  die  Subinucosa,  um  sich  zum  kleinern  Theil  in 
die  Kreismuskeln  der  Darmwand,  zum  grössern  aber  in  die  Schleim- 
haut zu  wenden. 

Die  Abzweigungen  zur  Schleimhaut  sind  von  zweierlei  Arl.  Un- 
ter Berücksichtigung  ihres  hauptsächlichsten  Capillargebiets  waren  die 
tielern  als  CryptengePasse,  die  weiter  empordringenden  als  Zotlen- 
gefasse zu  bezeichnen.  Um  Wiederholungen  auszuweichen,  werde 
ich  die  beiden  Slrombahnen  von  ihrem  Ein-  bis  zu  ihrem  Austritt 
aus  der  Schleimhaut  beschreiben. 

a.  Die  zahlreichen  und  leinen  Cryplcnarterien,  siehe  Taf.  III,  Fig. 
entspringen  gesondert  oder  in  Verbindung  mit  den  Zottenarlerien 
aus  den  Endnetzen  auf  der  Submucosa,  richten  ihren  Verlauf  senk- 
recht gegen  die  Flache  der  Muscularis  mucosae,  durchbrechen  deren 
Faserung  und  losen  sich  jenseits  derselben  in  ein  (lapillarnetz  auf, 
in  dessen  .Maschen  die  blinden  Enden  der  Uryplen  hineinragen,  und 
das  zugleich  die  spater  zu  beschreibende  granulirle  Schicht  der 
Schleimhaut  durchzieht.  Aus  dem  engen  Netze  gehen  sogleich  Venen 
hervor,  welche  in  andre  grössere,  von  den  Zollen  herabsteigende 
münden,  so  dass  das  Blut,  welches  auf  verschiedenen  Wegen  durch 
die  Muscularis  mucosae  eindrang,  auf  einem  gemeinsamen  zurückkehrt. 

b.  Zotlenai  terien.  Siehe  Tafel  III,  Fig.  I .  In  grössern  Zwi- 
schenräumen als  die  kleinern  zu  den  Crypten  verlaufenden  entspringen 
aus  IIkllkr's  Nelz  andere  weitere  Arterien,  welche  ebenfalls  die  Muscu- 
laris mucosae  rechtwinklig  durchsetzen.  Jenseits  der  letztern  zerfüllt  jede 
in  eine  mehrfache  Zahl  von  gerade  aufsteigenden  Reisern,  von  denen 
je  eins,  ohne  sich  mit  den  Nachbarn  zu  verbinden,  in  das  Innere 
einer  Zotte  eindringt,  und  unter  leichter  Schlängelung  bis  zur  Zotten- 
spilze  hinstreicht.  Wahrend  des  Verlaufs  durch  die  Zolle  ändert  die 
Wand  des  Gcllisses  ihren  Bau;  sie  verliert  allmählich  ihre  Krcismus- 
keln,  und  auf  dem  Gipfel  der  Zotte  angelangt,  unmittelbar  uuter  dem 
Epithclium  löst  sich  das  GefUss  plötzlich  in  lö  bis  20  (lapidaren 
von  etwa  0,008 mm  Durchmesser  auf.  In  der  Zahl,  in  welcher  sie 
entstanden,  laufen  die  Gapillaren  stets  möglichst  nahe  dem  Epithclium 
gegen  den  Ursprung  der  Zotte  zurück,  wobei  sich  die  benachbarten 
in  regelmässiger  Folge  durch  Ausiiiufer  miteinander  verbinden,  welche 
schräg  gegen  die  Zottenachse  gestellt  sind.   Dadurch  wird  die  obere 
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Hülfte  der  Zolle  in  einen  Mantel  von  dichten  kapillarnetzen  ein- 
gehüllt. 

Sind  die  kapillaren  bis  zur  Hälfte  der  Zolte  herabgestiegen,  so 
mindert  sich  ihre  Zahl  dadurch,  dass  auf  zwei  entgegengesetzten  Or- 
ion des  Umfangs  eine  Reihe  derselben  zur  Bildung  einer  Vene  zu- 
sammenfliesst,  die  ohne  Aufnahme  und  Abgabe  von  Acsten  in  das 
Innere  der  Schleimhaut  eindringt.  —  Dem  Verlust  an  kapillären  ent- 
sprechend wird  die  Zolte  an  ihrer  untern  Hälfte  von  einem  Netz 
mit  weiteren  .Masehen  umsponnen,  als  an  ihrer  ehern.  Zu  dieser 
Aenderung  tritt  die  andere,  dass  der  Durchmesser  der  kapillären 
von  0,008  auf  0,005  herabsinkt. 

Sammtlichc  kapillaren,  die  an  der  Zottenbasis  vorhanden  sind, 
begeben  sieh  in  die  Schleimhaut,  wo  sie  der  Reihe  nach  von  Venen- 
wuizeln  aufgenommen  werden.  Regelmässig  wird  eine  Anzahl  der 
kapillaren  nJiher,  eine  andere  entfernter  von  der  Zoltenbasis  zu 
Venen  zusainniengefassl,  so  dass  der  Raum,  welcher  den  beiden  obern 
Dritteln  der  krypten  entspricht,  allmählich  an  kapillaren  verarmt  und 
von  weilen  Netzen  durchzogen  wird.  NJiher  dem  untern  Drittel  der 
krypten  verengt  sich  dagegen  das  kapillaruetz  von  Neuem,  weil  hier 
die  Ausstrahlungen  der  kryplenarterien  mit  den  Resten  der  kapil- 
laren zusainmenslossen,  welche  aus  den  Zollen  herabkommen. 

Der  gelieferten  Beschreibung  entsprechend  entstehen  die  Wur- 
zeln der  Schleinthaulvenen  an  verschiedenen  Orten.  Zuoberst  noch 
in  der  Zotte,  dann  mehrfach  untereinander  gelegen  im  Bereich  des 
zweiten  Drittels  und  endlich  an  der  obern  Grenze  des  letzten  Drit- 
tels der  krypten.  Alle  aus  diesen  Wurzeln  hervorgegangenen  Venen 
fliessen  folgevveiso  zu  einem  Stttmmchcn  nahe  über  der  Muscularis 
mucosae  zusammen.  Das  kebiet,  aus  welchem  ein  solches  Slamm- 
chen  seine  Zuflüsse  empfangt,  enlsprichl  also  ebensowohl  den  Ver- 
breitungsbezirken einer  der  grossem  Arterien,  von  welchen  aus  meh- 
rere, etwa  K  bis  10,  Zotten  versorgt  werden,  wie  dem  einer  viel- 
fachem Anzahl  von  kleinern  zu  den  krypten  gehenden. 

Obwohl  sich  jedes  solcher  VenensÜimmchen  nahe  bei  einer  der 
grössern  für  einen  Zotlenliaufen  bestimmten  Arterie  findet,  so  durch- 
setzt es  doch  nicht  in  unmittelbarer  Berührung  mit  dem  letztem  die 
Muscularis  mucosae.  Unter  Anwendung  hoher  Vergrösserungen  litsst 
sich  eine  eigentümliche  Anordnung  der  Muskelzellen  an  den  Stellen 
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erkennen,  an  welchen  die  Venen  durchbrechen.  Unmittelbar  um  die 
Vene  und  noch  innerhalb  der  Krcisfaserung  der  Muscularis  mucosae 
liegt  ein  geschlossener  Muskelring  's.  Tal'.  II,  Fig.  Ii  aus  drei  um- 
einander gelagerten  Zellen;  ein  Sphincter ,  dessen  lichtungsver- 
engende  Wirkung  deutlich  hervortritt  bei  jeder  starken  Füllung  der 
Vene  nach  einer  wahrend  der  Muskelstarre  unternommenen  Injcdion. 
Vor  dem  Sphineler  und  der  eingeschlossenen  Vene  sind  die  Fasern 
beider  Schichten  der  Muscularis  mucosae  auseinander  gewichen. 

c.  Muskelarlerien  aus  dem  Netz  der  Suhmucosa.  Hin  Theil  des 
Blutes,  welches  /.u  der  Muskclwaud  des  Darmes  hinfliesst,  stammt 
aus  dem  arteriellen  Netzwerk  auf  der  Suhmucosa.  Von  dem 
letzlern  aus  wenden  sich  namentlich  auf  der  dem  Mesenterial- 
ansalz  gegenüberliegenden  Seile  vielfache  kleine  Stanuuchen  nach 
der  Muskelhaut  hin,  die  entweder  sich  noch  innerhalb  der  Kreis- 
muskulatur  in  kapillaren  auflösen  oder  dieses  erst  nach  Durch- 
brechung der  letztern  \ ollfuhren.  Nahe  dem  Wege,  den  die  Ar- 
terien eingeschlagen  hatten,  kehren  auch  Venen  in  die  Submucosa 
zurück.  Sümmllichc  soeben  aufgezahlte  Ge  Passe  stehen  in  vielfacher 
Vorbindung  mit  dem  selbständigen  Stromgebiet  der  Muskelwand,  wie 
bei  dessen  Beschreibung  genauer  zu  erörtern  ist. 

Venengeflecht  auf  der  Submucosa  (Taf.  II,  Fig.  i  u.  3). 

Aehnlich  wie  vor  seinem  Weggang  aus  der  Submucosa  formt 
sich  das  Blut  sein  Strombett  nach  der  Wiederkehr  dorthin.  Die 
kleinen  Venen,  welche  aus  der  Schleim-  und  Muskelhaut  hervorgehen, 
vereinigen  sich  zur  Bildung  eines  feinen  durchweg  zusammenhangen- 
den Netzwerkes;  an  den  Kcken  desselben  erwaehseu  stärkere  Ve- 
nen, welche  mit  gleichwertigen  anoslomosirend  grosse  Felder  um- 
rahmen. Aus  den  Handern  und  Winkeln  der  \iereckig  oder  polygonal 
gestaltetem  Maschen  Iiiessen  noch  breitere  Venen  hervor,  welche  in 
abermals  stärkere  Ströme  einmünden,  die  wiederum  in  gekrümmtem 
oder  geradlinigem  Verlauf  mit  entsprechend  entstandenen  zusammen- 
treten. Auf  diese  Weise  mindert  sich  mit  der  Zunahme  des  Durch- 
messers der  einzelnen  Gelasse  ihre  Zahl,  bis  schliesslich  nur  ein 
Abzugskanal  übrig  bleibt.  Je  eine  solcher  stärkeren  Venen  folgt  dem 
Verlauf,  den  die  Arterie  in  das  gleiche  (iebiet  genommen.  Naher 
dem  Mesenterialansalz  dringt  das  Venenblul  neben  den  kurzen,  ent- 
fernter davon   neben   den   langen  Arterien  durch  die  Muskelhaut. 
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Zwischen  dein  breit  angelegten ,  nach  allen  Richtungen  hin  of- 
fenen Strombett,  das  vollauf  genügt,  um  das  von  den  Arterien  herein- 
gebrachte Blut  wieder  abzuführen,  ist  noch  an  sehr  zahlreichen  Orten 
eine  besondere  Art  von  Wundernelz  eingeschaltet.  Jedes  dieser 
zahlreichen  Gebilde,  deren  Bedeutung  für  den  Blutstroin  des  Darms 
vorerst  noch  dunkel  bleibt,  stellt  sich  für  das  unbewaffnete  Auge  an 
einer  sehr  vollkommen  von  den  Venen  aus  injicirten  und  isolirten 
Subumcosa  als  ein  farbiges  Pünktchen  dar.  Unter  der  Lupe  löst 
sich  dasselbe  in  ein  Bündel  feiner  Gelasse  auf  (Taf.  II,  Fig.  3), 
und  bei  stärkerer  Vcrgrösseriing  gewahren  sie  das  in  Taf.  II,  Fig.  i 
gezeichnete  Bild.  Aus  benachbarten  feinern  und  starkem  Venen 
strebt  ein«;  Anzahl  von  Zweigen  aufeinander  zu.  Nach  kurzem  Ver- 
lauf spaltet  sich  jeder  Zweig  nach  der  Dicke  und  nach  der  Flache 
der  Submucosa;  die  entstehenden  Heiser  anastomosiren  nach  allen 
Kichlungen  hin  und  ballen  sich  zu  einem  ungemein  dichten  Bühren- 
werk zusammen,  das  seinen  Umrissen  nach  einer  Kugel,  Linse  oder 
auch  einem  mehrseiligen  Prisma  gleichl.  Solcher  Plexus,  welche  ich 
als  Yunenhallchcii  bezeichnen  will,  linden  sich  nun,  wie  die  ange- 
zogene Figur  nachweist,  in  sehr  grosser  Zahl  an  allen  Orten  der 
Submucosa,  ohne  dass  sich  eine  Beziehung  ihres  zu  dem  Vorkom- 
men anderer  Formbestandlheile  linden  liesse.  Da  sie  hantig  genug 
in  das  grossere  Gezweig  der  Art  eingeschaltet  sind,  dass  man  mit 
Sichei heil  nicht  einmal  die  Richtung  anzugehen  vermag,  nach  wel- 
cher das  sie  durchsetzende  Blut  flicssen  inuss,  so  wird  man  geneigt, 
ihre  Knlstehung  mit  Stauungen  des  Venenstroms  in  Verbindung  zu 
bringen.  Bei  der  geringfügigen  Räumlichkeit  der  Gefassbiille  wird 
allerdings  die  Menge  des  in  ihnen  anhaufbaren  Blutes  gegen  den 
Inhalt  auch  nur  einer  der  grössern  Venen  kaum  in  das  Gewicht  fal- 
len, so  dass,  wenn  sie  sich  bei  Hindernissen  des  Haupistroms  füllen, 
sie  nur  den  aus  mikroskopischen  Bezirken  herkommenden  Abfluss 
und  auch  diesen  nur  für  kurze  Zeit  aufnehmen  könnten. 

Gcfasse  der  Muskelhaut.  Bevor  und  nachdem  die  langen  und 
kurzen  Arterien  die  Schicht  der  Kreisinuskeln  durchbrochen  haben, 
geben  sie  zu  der  Muskelwand  Zweige.  Die  erste  Folge  derselben, 
welche  den  Stamm  verlassl,  nachdem  derselbe  jenseits  der  Liings- 
muskeln  auf  der  Bingfaserung  angelangt  ist.  heisse  das  inlermusculare 
System.  —  Das  Gebiet,  welches  den  Intermuscularzweigen  der  langen 
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Arterion  zufallt,  ist  nicht  für  alle  derselben  ein  gleiches,  sie  reichen 
zuweilen  bis  zum  halben  Umfang  der  Darmwand  hinauf,  öfter  enden 
sie  früher.  Der  von  ihnen  freigebliebene  Bereich  wird  von  der 
Submucosa  aus  versorgt.  Ihr  Verlauf  wird  ihnen  von  der  Richtung 
der  Muskelbündel  vorgeschrieben;  und  da  der  interinusciilare  Kaum 
von  zwei  aufeinander  senkrechten  Fasern  begrenzt  wird,  so  verfolgen 
auch  die  Arterien  ebensowohl  ihren  Weg  nach  der  Länge  des  Darms, 
wie  nach  der  darauf  senkrechten  Richtung.  Gleiches  vollführen 
die  Capillarnelze.  Aus  ihnen  sammeln  sich  zwischen  den  Muskol- 
bündeln leine  Venen,  deren  Verlauf  und  Ende  ohne  weitere  Be- 
schreibung aus  der  Zeichnung  Taf.  II,  Fig.  4  ersichtlich  werden  dürfte. 
Das  Bild  ist  nach  einem  Präparate  gezeichnet,  an  welchem  die  Sub- 
mucosa und  die  Längsmuskeln  vorsichtig  entlernt  waren,  so  dass  nur 
die  inlormuscularen  Venen  und  die  der  Ringsfaserhaut  verblieben 
sind.  Durch  die  engern  Spalten  am  obern  Rande  der  Zeichnung  treten 
die  Arterien  und  Venen  der  Submucosa  hervor,  welche  mit  den  in- 
termuscularen  Gcfässen  auaslomosiivn.  Die  Spähen  am  untern  Theile 
bilden  die  Thore  für  die  kurzen  Arterien  und  Venen.  Die  tiefblauen 
starken  Gc  fasse  geben  den  Verlauf  der  Sainmelvenen  ausserhalb  der 
Darmwand. 

Eingeschaltet  zwischen  den  Cnpillarsystemen  des  Darms  und 
der  Leber  ist  den  Mesenterialvencn  eine  doppelte  Rolle,  zugewiesen. 
Von  der  einen  Seile  her  sammeln  sie  das  Blut  und  verl heilen  es 
nach  der  andern  hin  gegen  den  Widerstand  der  Lebercapillaren. 
Darum  kann  es  nicht  auffallen,  dass  die  Wand  der  Mesenlerialvenen 
Ringmuskeln  enthalt.  I  nter  der  Anwendung  von  färbenden  Miltein 
lasst  sich  in  den  Wänden  der  Venenzweige,  die  zwischen  den  Mo- 
scntcrialhlättcrn  liegen,  eine  zwar  dünne  aber  durchaus  vollständige 
Ringfaserschicht  nachweisen  (Kraisk).  Doch  nicht  nur  in  den  Stäm- 
men, auch  in  den  Zweigen  bis  zur  Submucosa  hin  sind  die  Venen 
mit  einer  vollkommen  ausgebildeten  Ringsfascrimg  versehen,  derart, 
dass  man  kleine  Venen  mit  Arterien  verwechseln  könnte. 

Aus  der  Vergleichung  zweier  in  der  Submucosa  nebeneinan- 
der liegender  Gelasse  erkennt  man  jedoch  sogleich,  dass  die  Mus- 
kelwand der  Arterien  kräftiger,  die  der  Venen  schmächtiger  ent- 
wickelt ist. 

Von  den  Erscheinungen,  welche  zu  Tage  treten,  wenn  man  an 
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einen»  verbluteten  Hunde  unmittelbar  nach  dem  Tode  eine  Injection 
der  Venen  mit  leichtflüssigen  Massen  vornimmt,  lassen  sich  einige 
sicher,  andere  nur  vielleicht  aus  der  Wirkung  der  Kreismuskeln  er- 
klären. Zu  den  erstem  ist  die  varicöse  (iestall  zu  rechnen,  welche 
die  Stamme  der  Venen  häufig  unter  einem  massigen  Injeclionsdruek 
annehmen.  Ausbuchlungen  und  Einschnürungen  bestehen  mehrfach 
hintereinander;  erst  nach  längerer  Beharrung  des  lnjeclionsdruckcs 
lösen  sich  die  letztern,  wandelt  sich  die  gekröpfte  in  eine  glatte  Röhre 
um.  —  Weit  häufiger  als  die  erwähnte  beobachtet  man  bei  der 
Einspritzung  flüssigen  Berlinerblaus  in  die  Venen  eines  überleben- 
den Darms  eine  andere  Thatsache.  Von  den  Venen  aus,  welche 
sUmmtlich  bis  zum  Ansatz  des  Mesenteriums  hin  strotzend  gefüllt 
sind,  dringt  die  Masse,  ich  darf  wohl  sagen  gewöhnlich,  nicht  über- 
all gegen  die  feinereu  Aeste  des  Darms  weiter.  Einzelne  Stücke 
des  Darms  nehmen  eine  liefblaue  Farbe  an,  andere  unmittelbar  an- 
grenzende dagegen  bleiben  farblos,  die  Masse  ist  weder  in  die 
Muskel-  noch  in  die  Schleimhautgefasse  gelangt. 

Da  der  Muskel  und  die  Schleimhaut  ungefärbt  bleibt,  so  muss 
das  Minderniss,  welches  dem  Fortschreiten  der  Flüssigkeit  entgegen- 
tritt, vor  dem  üebergang  der  Vene  in  die  Darmwand  gesucht  wer- 
den, also  in  einem  (ierinnsel  noch  vorhandenen  Blutes,  oder  in  einer 
Zusammenziehung  der  Längs-  und  Quermuskeln,  welche  die  Spalte 
umschliessen,  aus  der  die  Vene  von  der  Submucosa  herdringt,  oder 
endlich  in  einer  Einschnürung  der  Venenwand  selbst.  Von  die- 
sen drei  Möglichkeiten  sind  sogleich  zwei  auszuschliesscn.  Am  ver- 
bluteten Thier  lassen  sich  die  Darmvenen  vollständig  von  Blut  be- 
freien, gewiss  so  weit,  dass  keine  gröbern  (Jerinnsel  zurückbleiben, 
auch  zeigt  der  Augenschein,  dass  die  (»efüssc,  au  welchen  die  Masse 
Halt  machte,  blutfrei  sind.  Ware  die  Muskelwand  des  Darmes  in 
der  Umgebung  der  Spalte  bis  zur  Unwcgsaiukcit  der  Vene  contra- 
hirl,  so  würde  auch  die  dort  verlaufende  Arterie  verschlossen  sein. 
Dass  die  Arterie  aber  ollen  ist,  wird  sogleich  aus  dein  Erfolg  er- 
kannt, welchen  die  unmittelbar  darauf  ausgeführte  Injection  der  Ar- 
terie mit  einer  andcrsgefiirbten  Masse  nach  sich  zieht.  Von  der 
Arterie  aus  füllen  sich  unter  schwachem  Druck  leicht  und  vollstän- 
dig alle  Darmstüeke,  die  von  der  Vene  aus  versagten.  Darum  wird 
es  wahrscheinlich,  dass  die  Venentiste,  von  welchen  aus  das  zuge- 
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rv  Dannstuck  nirhl  zu  füllen  war.  durch  ihre  eignen  Muskel- 
riß.-' \  erschlossen  wurden. 

Ca 

Die  zueile  Fissur  der  Tafel  III  giebl  eine  schemalische  Darstel- 
lung von  dem  Verlauf  der  Blutgefässe  in  einem  der  sieh  vielfach  wie- 
derholenden Imlrauliseh  gleichwertigen  Abschnitte  des  Dünndarms. 
Die  Arterien  sind  roth,  die  Venen  hlau  gedruckt.  Subinueosa  ist 
weiss  gelassen,  desgleichen  die  Crypten-  und  Zotlensehicht  der 
Mun*a.  graugelh  ist  die  Museulaiis  mucosae,  rothlieh  die  Kreis- 
schicht, xhwärzlichgelh  die  I>angsfaserung  der  Mu>kelhaut  gefärbt. 
Die  Plexus  auf  der  Submucosa  sind  dadurch  zur  Anschauung  ge- 
bracht, dass  einerseits  ein  grosses  Rechteck  aus  der  Muskelwand, 
anderseits  ein  kleineres  aus  der  Schleimhaut  ausgeschnitten  wurde. 
Auf  der  Flüche  des  grossen  Rechtecks  i>t  die  Verzweigung  der  langen 
Arterien  und  Venen  eingetragen,  auf  der  Flache  des  kleinern  die 
Ausbreitung  der  kurzen  Arterien  und  Venen. 


Wie  für  den  Ort.  an  welchem  der  Strom  seine  Kräfte  zur  Gel- 
tung bringt,  die  kenntniss  des  Verlaufs,  so  ist  für  das  relative  Maass 
seiner  Leistungsfähigkeit  die  seiner  veränderlichen  Durchmesser  nolh- 
wendig.  Während  die  erste  der  beiden  Forderungen  sicher  und 
ohne  all/.ugrosse  Schwierigkeit  erfüllbar  ist,  stellen  sich  Bedenken 
ein,  ob  die  zweite  zu  befriedigen  sei.  Dem  Zweifel  an  der  Durch- 
führbarkeit der  Aufgabe  würde  ohne  Weiteres  Recht  zu  geben  sein, 
wenn  eine  ganz  allgemein  gilt  ige  Losung  verlangt  würde,  wobei  die 
Durchmesser  der  Strombahn  als  Functionen  des  Blutdrucks  angege- 
ben werden  müssten.  Wenn  man  statt  dessen  sich  nur  auf  die  An- 
gaben eines  besondere  Falles  beschranken  will,  so  liegt  von  vorn- 
herein kein  Grund  vor.  daran  zu  zweifeln,  dass  die  mit  dem  Fort- 
schreiten der  Bahn  einhergehenden  Aenderungen  der  Querschnitte 
ermittelbar  seien. 

Angenommen,  es  seien  die  bei  einem  gegebenen  Blutdruck  vor- 
handenen Durchmesser  aller  Bahnorle  mit  voller  Sicherheit  gefunden 
worden,  so  wurde  sich  die  Frage  erheben,  welche  Bedeutung  dem 
Krgebniss  der  Messungen  zukomme.  Gewiss  nur  eine  beschrankte, 
aber  trotzdem  eine  werthvolle,  denn  an  der  Hand  des  einen  sieher 
ermittelten  Falles  werden  sich  Schätzungen  für  andere  anreiheu  lassen. 
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Aus  diesem  Grunde  halte  ich  die  auf  die  Messungen  verwendete 
Mühe  für  nutzbringend. 

Maasse.  Das  Gewicht  der  Hunde,  welchen  die  folgenden  An- 
gaben entnommen  sind,  betrug  ö  bis  7  kg.  Die  Injcction  der 
Ge fasse  geschah  unter  einem  Druck  von  1 00  mm  Ily.  Jede  der  Mes- 
sungen wurde  10  bis  20  mal  vorgenommen,  und  aus  ihren  Ergeb- 
nissen das  Mittel  gezogen.  —  Die  Zahlen  bedeuten  (lentimeler. 

Darmlimge  1 80.  —  Umfang  des  Darms  in  der  Submucosa  3,65 

Darmfläche  =  657  qcm. 
Dicke  der  Wand  0,2171.  Hiervon 

Muskularis  longitudin.  0,01 44  —  Muse,  circular.  0,0333  — 
Submucosa  0,0137  —  Muscularis  mucosae  0,0067  —  Tu- 
nica  granulosa  0,0019  —  Crypten  0,0761  —  Zotten  0,0710. 
Zahl  der  Krypten  auf  1  qcm  25  600,  für  den  ganzen  Darm 
16,75  Millionen. 


Zahl  der  Zotten  auf  1  qcm  1600,  für 

den  ganzen  Darm  1,05 

Millionen. 

Ge  fasse. 

Durrlim.  in  cm 

Zahl 

Fläche  in  qcm 

0,3 

1 

0,0707 

0,1 

15 

0,1178 

0,06 

45 

0,1272 

0,008 

1440 

0,0724 

0,0192 

459 

0,1329 

Kurze  und  lange  Darmarlerien  . 

0,2053 

Letzte  Zweige  d.  kurzen  Darraart.  0,005 

8640 

0,1696 

Letzte.  Zweige  d.  langen  Darmart.  0,0053 

18  000 

0,3971 

0,0008 

4  000  000 

2,0106 

Zu  den  Zotten   

0,0031 

328  500 

2,4794 

0,00225 

1  051  000 

4,1797 

  „      (  oberes  2/a  • 

(.aiMlIarender  Zotte  { 

l  unteres  Va  • 

0,0008 

31  536  000 

15,8517 

0,0005 

15  768  000 

3,0960 

Venen  ' an  der  Zoltenhasis  .  .  . 

0,00265 

2  102  400  11,5957 

Venen  vor  dem  Durchtritt  in  Sub- 

0,0075 

131  400 

5,8051 

Lel/te  Zweige  der  Submucosa  . 

0,0128 

18  000 

2,3162 

Anuslomos.  der  Submucosa    .  . 

0,0032 

2  500  000  20,1062 
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Ihirtlmi.  in  cm  Zahl 

Letzte  Zweite  d.  kurz.  Darmvenen  0,0004  28  800 

Lauge  Danuvenen   0,0440  459 

Kurze  Darmvenen   0,0112  1440 

Letzte  Zweige  d.  Mesenterialvenen  0, 1 5  4ö 

Zweige  der  Mcsenterialvenc  .  .  0,24  15 

Mesenterialvene   0,6  I 

M  uskelschiehten. 

Gerade  Muskelartcrien    ....  0,003  1800 

Rückläufige  Muskelarlerien     .   .  0,004  3000 

Capillareu  der  Circularis    .   .   .  0,003  27  000  000 

Capillareu  der  Longitudinalis  .   .  0,000.3  9  000  000 

Venen    0,0112  3000 

Bauchfei  I. 

Arterien   0,0048  360 

Capillareu   0,0018  36  000 

Venen   0,0080  360 


Fläche  in  «jem 
0,0265 

0,6979 
0,1419 
0,7952 
0,0756 
0,2827 


0,0127 
0,0254 
1,9085 
0,6362 
0,3546 


0,0065 
0,0916 
0,0181 


Auf  das  Verhiillniss  der  Geschwindigkeiten,  mit  welcher  sich 
das  Blut  in  den  aufeinander  folgenden  Abschnitten  seiner  Bahn  he- 
wegl,  und  auf  die  Art  ,  wie  sich  von  der  Mesaraica  abwärts  das 
Blut  auf  die  verschiedenen  Capillarsy steine  verlheill,  liisst  sich  aus 
der  gegebenen  Beschreibung  seh  Hessen: 

1.  Die  dein  Stromgebiet  des  Dünndarms  zur  Verfügung  siehende 
Energie  ist  allein  von  der  SlromsUirke  in  der  Aorta  ahhilngig,  weil 
die  Yerlheilung  des  einzigen  Zuflusses,  den  er  empfangt,  auch  auf 
den  Dünndarm  beschrankt  bleibt. 

2.  Der  gleiche  Absland  aller  Endverzweigungen  von  dem  An- 
fang der  A.  mesaraica  aus  gestaltet  die  Möglichkeit,  gleichzeitig  alle 
Abschnitte  des  Dünndarms  mit  gleichviel  Blut  zu  versorgen,  so  dass 
sich  überall  die  von  dem  Druck  und  der  Geschwindigkeit  des  Stroms 
abhängigen  Leistungen  gleich  wirksam  erweisen  können. 

3.  Durch  die  Zerspallung  der  Arleria  mesaraica  in  mehrfache 
Aesle.  und  die  jedes  einzelnen  in  zahlreiche  Zweige  und  Reiser,  von 
welchen  jeder  einzelne  Muskelringe  besitzt,  ist  jedoch  die  Ausschal- 
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tuug  bez.  die  Bevorzugung  einzelner  Bezirke  antlern  gegenüber  er- 
laubt,  bis  zu  sehr  beschrankten  Bruchtheilen  des  Gcsammtgebieles 
hinab. 

4.  Die  zahlreichen  in  der  Submucosa  vorhandenen  Verbindungen 
der  Aesle  einer  Arterie,  die  je  eines  der  zahlreichen  gleich  werthigen 
Theilgebiete  versorgen,  werden  der  Gleichartigkeit  des  Stroms  zu 
allen  Unterabtheilungen  desselben  förderlich  sein  Und  da  jedes  der 
Theilgebiete  sich  durch  die  arteriellen  Netze  der  Submucosa  in  viel- 
fachen und  offenen  Verbindungen  mit  dem  benachbarten  befindet, 
so  wird  es  ihm  möglich,  Blut  an  die  letztern  abzugeben  oder  auch 
ihnen  zu  entnehmen,  je  nachdem  der  Thatigkeitsgrad  der  Muskeln 
in  der  Muscularis  mucosae  und  in  den  Zotten  den  Widerstand  in 
den  (kapillaren  gesteigert  oder  gemindert  hat. 

.'».  Da  aus  dem  arteriellen  Netze  der  Submucosa  gesonderte 
Zweige  zu  den  Zotten  und  ebenso  zu  den  das  untere  Ende  der 
Crypten  begrenzenden  Schleimhautffachcn  hinziehen,  so  kann  in  je- 
dem der  genannten  Orte  ein  unabhängiger  Strom  Iiiessen. 

0.  Des  geringem  Durchmessers  der  zuführenden  Wege  und  der 
kapillären  wegen  wird  den  Crypten  der  schwächere  Strom  zukommen, 
doch  wird  auch  auf  dieser  Bahn  hin  die  Strömung  nicht  überall  gleich 
mächtig  werden  können.  Bevorzugt  ist  das  blinde  Ende  der  Crypten 
und  die  in  ihrer  Umgebung  befindliche  dichte  Lage  von  Uymphzellen. 

7.  Aehnlich  wie  an  den  Crypten  wird  sich  auch  der  Strom  an 
den  verschiedenen  Abschnitten  der  Zotlenlange  ungleich  entwickeln 
können.  Begünstigt  sind  die  zwei  obern  Drittel  der  Zotlenlange, 
weil  die  Arterie  erst  in  der  Spitze  in  (kapillären  zerfallt,  weil  in 
dem  genannten  Abschnitt  die  kapillären  weiter  und  zahlreicher  vor- 
handen sind,  und  endlich  weil  etwa  die  HUlftc  derselben  schon  dort 
in  zwei  Venen  zusammengefasst  wird.  Zu  dem  durch  die  beiden 
Venen  abfressenden  Blute  können  alle  an  dem  obern  Zottcnahschnilt 
vorhandenen  kapillären  einen  Antheil  liefern  wegen  ihrer  fortlaufen- 
den Verbindung  untereinander. 

8.  Entgegen  der  am  arteriellen  Anfang  getroffenen  Anordnung 
verhalt  sich  der  Schleimhautweg  am  venösen  Ende.  Wahrend  «Ii«» 
Zollen  getrennt  von  den  Oyplen  gespeist  werden,  fli essen  aus  bei- 
den Gebilden  die  Blutmassen  durch  eine  Vene  ab,  weshalb  sich  die 
beiden  Ströme  gegenseitig  hemmend  oder  fördernd  beinflussen  können. 
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Gleichmassig  aber  inuss  in  den  beiden  Wegen  der  Slrom  gestaut 
weiden,  wenn  sieh  der  Muskelring  zusammenzieht,  den  die  Vene 
innerhalb  der  Muscularis  mucosae  umgiebt. 

9.  Da  das  in  die  Mesenterialvene  Ubergegangene  Blut  durch 
die  Leber  abströmt,  so  wird  ihm  stets  ein  Druck  verbleiben,  der 
dorn  in  der  Leber  vorhandenen  Widerstand  entspricht.  In  Folge 
dessen  werden  die  Capillaren,  auf  welche  der  Venendruck  zurück- 
wirkt, immer  mit  einer  ihm  entsprechenden  Füllung  versehen  sein. 
Wie  hoch  der  Druck  in  der  V.  porUuum  ansteigt,  hangt  nicht  aus- 
schliesslich von  der  Strömung  in  den  Mesenterialvenen  ab,  weil  noch 
die  Venen  des  Magens  und  der  Milz  dorthin  einmünden.  Bei  einem 
derartigen  Sachverhalt  gewinnt  die  Bingmuskulatur  der  Mesenterial- 
venen als  Spannungsmitlel  eine  besondere  Bedeutung. 

10.  In  einem  Darm,  dessen  Gefitsse  gleichmäßig  offen  und  an 
Zahl  und  Durchmesser  gleich  denjenigen  sind,  an  welchen  ich  die 
S.  163 — 164  angeführten  Maassc  genommen  habe,  wird  sich  die  mitt- 
lere Geschwindigkeit  in  der  Art.  mesaraiea  zu  der  in  den  Capilhuen 
wie  290:1  verhalten,  enlspreehend  dem  Flachengehall  der  Arter. 
mesaraiea  —  0,071  cm,  zu  dem  die  Summe  der  Querschnitte  aller 
Capillaren  betragenden  =  20,404  cm,  nämlich  in  den  obern  Zwei- 
dritleln der  Zotten  —  15,852  cm,  in  Zuflüssen  zu  den  Cryplen  = 
2,011  cm  und  den  Capillaren  in  den  Muskeln  =  2,545  cm. 

Aus  der  Durchführung  einer  ahnlichen  Berechming  für  die  Schleim- 
haut ergiebl  sieh,  dass,  wenn  die  Geschwindigkeit  in  den  kurzen  und 
langen  Arterien  =  87  wiire,  sie  in  den  Capillaren  der  Schleimhaut 
—  1,  in  den  aus  ihr  kommenden  Venen  —  28  sein  würde. 

Auch  für  die  Schützling  der  Oberfläche,  mit  welcher  sich  in 
den  obern  Zweidritleln  der  Zotte  das  Blut  mit  der  umgebenden 
Flüssigkeit  berührt  -  man  könnte  sie  als  die  der  Besorplion  be- 
zeichnen --  —  gewähren  die  Messungen  einen  Anhaltepunkt. 

Auf  einem  qem  des  Darms  stehen  1600  Zollen,  auf  den  obern 
Zweidritleln  je  einer  derselben  finden  sich  im  Mittel  30  Capillaren, 
der  Durchmesser  einer  solchen  betrügt  0,0008  cm,  also  ihr  Umfang 
0,0024  cm.  —  Wird  die  Lange  derselben  zu  0,04  cm  angenommen, 
so  ergiebt  sich  die  gesammte  Oberfläche  derselben  zu  4,6  cm,  so 
dass  die  Absorpl ionsflache  des  Blutes  in  den  Zollen  vier-  bis  fünfmal 
grösser  ausfüllt  als  der  Grund,  auf  welchem  die  Zolten  stehen. 
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II.  Lymphgefasse  des  Dünndarms. 

I.  Schleimhaut.  In  einer  Schleimhaut  mit  vollkommen  injicir- 
ten  LymphgcfUssen  ist  die  färbende  Masse  Iiis  unmittelbar  unter  das 
tipilhelium  der  Zottcnspil/.e  vorgedrungen.  Von  diesem  ihrem  ober- 
flächlichsten Ende  aus  verlauft  die  Masse  in  Gestalt  einer  feinen  Rühre 
gegen  den  Körper  der  Zotte  hin,  geradlinig  oder  spitalig  geknickt 
entsprechend  dem  Dehnungsgrad  ihrer  Umgebung.  Schliesslich  gehl 
die  Spitzenröhre  in  die  bauchige  Höhlung  Uber,  welche  unter  dem 
Namen  des  Centraikanals  der  Zotte  bekannt  ist.  (legen  die  Wurzel 
der  Zotte  hin  verjüngt  sich  die  spindel-  oder  keulenförmig  gestaltete 
Ki  weilerung  des  Kanals  in  ein  Gefass,  welches  als  die  etwas  weitere 
aber  geradlinig«'  Fortsetzung  der  Spitzenröhre  gelten  kann  (s.  Tafel 
IV,  Fig.  1  und  Tai'.  V,  Fig.  1).  Dass  an  den  in  allen  übrigen  Theilen 
gut  gelungenen  hijcctionspraparaten  Teiciimann  s  die  Spitzenröhre  nicht 
zur  Anschauung  kam,  rührte  möglicherweise  von  der  geringem  Dünn- 
llüssigkeit  der  von  ihm  verwendeten  Fullungsmasse  her. 

Sowie  das  l.ymphgefass  an  den  Ort  gelangt  ist,  an  welchem 
sich  die  Zotte  über  das  Niveau  der  Schleimhaut  erhebt,  spaltet  es 
sich  unter  einem  spitzen  Winkel  in  Aesto,  von  welchen  sich  ein 
jeder  mit  einem  gleichen  des  Nachbarn  zu  einem  Bogen  verbindet, 
dessen  Conca  vital  gegen  die  Oberfläche  der  Schleimhaut  hin  gerichtet 
ist.  Da  sich  die  Auslaufer  des  Zottenkanals  hüulig  in  mehrfache 
Zweige  zerlegen,  die  mit  den  benachbarten  zusammcnllicsscn,  so  ent- 
steht alsdann  ein  aus  nur  wenigen  .Maschen  hergestelltes  Geflecht. 
—  Aus  jedem  Bogen  tritt  gegen  den  Körper  der  Schleimhaut  hin  je 
ein  Gefass  hervor,  welches  geradlinig  fortschreitet,  entweder  in  der 
Richtung  des  entsprechenden  Zoltengcfüsses  oder  gegen  ein  solches 
etwas  verschoben,  stets  jedoch  mit  einem  geringem  Durchmesser 
begabt,  als  das  von  der  Zotte  her  in  die  Bogen  einmündende.  Auf 
ihrem  weitern  geradlinigen  Wege  senden  die  Gefasse  öfter  unter 
spitzen  Winkeln  Zweige  zu  den  nebenan  liegenden  Köhren  ab.  Nahe 
am  linde  ihrer  Bahn  durch  die  Schleimhaut,  kurz  oberhalb  der 
Muscularis  mucosae,  wo  sich  unterhalb  der  Cryplen  eine  spater  zu 
beschreibende  Zellenschicht  befindet,  löst  sich  jedes  der  Gefasse  in 
mehrfache  Aeste  auf,  welche  durch  ihre  häufige  Verbindung  den 
sog.  Plexus  der  Schleimhaut  hervorbringen.    Die  Maschen  desselben 
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sind  regelmässig  geslallel  um!  etwa  viermal  so  weil,  als  die  des  da- 
selbst gelegenen  Geflechtes  der  Blulcapillarcn.  Die  Klappen,  welche 
den  Lymphgefassen  bis  dahin  fehlten,  treten  nun  auf;  daraus  erklärt 
sich  der  Widerstand,  welchen  der  Plexus  der  von  der  Submucosa 
herandringenden  Injeclionsmasso  entgegensetzt.    Taf.  IV,  Fig.  I. 

Von  seiner  äussern,  der  Museularis  mucosae  zugewendeten  Seile 
des  Plexus  mucosus  treten  dann  Gefässe  hervor,  welche  senkrecht 
die  genannte  Muskelschicht  durchbohren,  um  sich  in  das  weitmaschige, 
aus  starkem  Gelassen  bestehende  Gellecht  auf  der  Submucosa  auf- 
zulösen. Khe  wir  ihren  Lauf  von  dort  aus  weiter  verfolgen,  wer- 
den wir  erst  das  Verhalten  an  den  Stellen  der  Schleimhaut  zu  be- 
trachten haben,  an  welchen  sich  Follikel  belinden. 

Unregelmassig  zerstreut,  seltener  einzeln,  öfter  zusammengehaull, 
linden  sich  in  der  Darmwand  die  Follikel,  häufiger  im  Duodenum  als 
in  den  nachfolgenden  Abschnitten,  meist  liegen  sie  von  dem  Pcritonaal- 
ansatz  entfernt.  Oberhalb  seiner,  der  Lichtung  des  Darms  zugekehr- 
ten Fläche  des  Follikels  sind  die  Zotlen  meist  kürzer,  zuweilen  ver- 
kümmert, gleiches  gilt  von  der  Länge  und  dem  Entwicklungsgrad 
der  Crypten,  welche  dort  die  Zotte  umgeben.  An  seiner  äussern, 
nach  der  Submucosa  hin  gerichteten  Seite  ruht  jeder  einzelne  Fol- 
likel in  einer  niedrigen  Grube;  sind  sie  zu  einem  Haufen  vereinigt, 
so  ist  ihre  gemeinsame  Lagerställe  von  einem  niedrigen  Wulst  um- 
zogen, der  von  seinem  innern  Hände  erhabene  Streifen  ausschickt. 
Durch  sie  zerfallt  die  von  dem  Wulst  eingefriedigte  Fläche  in  mehr- 
fache kleinere  rundliche  Grübchen,  in  welchen  sich  je  ein  Follikel 
einsenkt. 

Aus  dem  Innern  der  Follikel  kommen  zahlreiche  Lyinphgefässo 
hervor,  deren  Fortsetzungen  die  Oberfläche  desselben  rings  mit  weit- 
maschigen Netzen  umspinnen  (s.  Tai*.  IV,  Fig.  I).  Die  Gefässe  die- 
ses Netzes  treten  einerseits  mit  dem  Plexus  mucosus  in  Verbindung, 
zu  dem  sich  hier  wie  überall  die  aus  den  Zotten  kommenden 
Gefässe  verschlingen.  Anderseits,  wo  sich  der  Follikel  in  die  Sub- 
mucosa einsenkt,  verbinden  sich  die  ihn  umkreisenden  Gefässe  mit 
dem  grübern  Plexus  der  Submucosa. 

Obwohl  der  Plexus  der  Submucosa,  auf  den  wir  nun  zurück- 
kommen, wesentlich  von  klappenlragendcn  Gefässen  gebildet  wird, 
die  ihren  Ursprung  in  der  Mueosa  uehmen,  so  steht  er  doch  auch 
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in  Verbindung  mit  den  Lymphgelassen  der  Tunica  muscularis.  Keihen- 
weise  zweigen  sich  uns  den  inlcrmuscularen  Lymphbahnen  kleinere 
Gefiisse  ab,  welche  die  Spalten  zwischen  der  liingfascrung  durch- 
setzen uud  in  den  Plexus  der  Suhmucosa  einmünden. 

Aus  den  gröblichen  Maschen  des  llnterschleimhaul- Gellechtes 
sammeln  sich  allmählich  grössere  Stamme,  die  folgeweise  zu  einem 
noch  grossem  Stamm  vereinigt  werden,  welcher  schliesslich  an  dem 
Ort  nach  aussen  unter  den  Pcritonaalübcrzug  tritt,  an  welchem  die 
Blutgefässe  des  entsprechenden  Darmstückes  die  .Muskelwand  durch- 
brechen.   Tat".  IV,  Fig.  2. 

t.  Die  Lymphgefas.se  der  Muskelhaut.  Der  Beschrei- 
bung, welche  Auerbach  von  dem  Bau  und  dem  Verlauf  der  Lymph- 
gelasse in  der  Muskclhaut  gegeben  hat,  kann  ich  mich  durchaus  an- 
schliessen.  In  den  Spalten,  welche  die  Bündel  von  Ringslasern 
trennen,  liegen  feinere  GcfUssc,  welche  der  Richtung  der  Faserung 
folgen.  Der  Lange  und  der  Dicke  der  Darmwand  nach  treten  die 
benachbarten  Gefksse  häufig  in  Verbindung  durch  winkelrecht  ab- 
gehende Zweige.  Zahlreiche  Ausläufer  dieses  Netzes  gelangen  schliess- 
lich dahin,  wo  sich  die  Längs-  und  Ouerniuskeln  des  Darms  berühren. 
Zwischen  den  beiden  Muskellagen  entsteht  durch  ihren  Zusammcn- 
flnss  ein  reiches  Geflecht  der  sog.  Plexus  inlcrmuseularis.  Nachdem 
sich  aus  dem  Geflecht  ein  grosses  Saminelgefuss  hervorgebildet  hat, 
durchsetzt  dasselbe  die  Langsfaserhuut  und  verbindet  sich  ausser- 
halb der  letzlern  mit  dem  nahegelegenen  Auslührungsgang  aus  der 
Submucosa. 

In  Fig.  2  der  Taf.  IV  ist  der  Verlauf  der  Lymphgefasse  im  Zu- 
sammenhang dargestellt,  wie  er  sich  aus  meinen  Krfahrungen  ergeben 
hat.  Auch  diese  Zeichnung  ist  wie  die  entsprechende  der  Blutgefässe 
dadurch  entstanden,  dass  die  aus  zahlreichen  kleinern  Stücken  ge- 
wonnenen Anschauungen  zu  einer  zusammenhangenden  vereinigt  sind. 
Obwohl  die  Figur  das  Ansehen  einer  schematischen  besitzt,  so  ist  sie 
doch  möglichst  treu  der  Natur  nachgebildet. 


Wie  meine  Vorganger  bediente  ich  mich,  um  die  Lymphgefasse 
zu  injicircu,  des  Kinstichverfahreus;  als  Masse  einer  möglichst  ge- 
sättigten Lösung  von  Berlinerblau.    Dem  Gelingen  einer  Injection  der 


Digitized  by  Google 


170 


J.  I\  Mali., 


Sclileimhaul-Lymphgefasse  kommt  es  zu  Gute,  wenn  man  den  frischen 
Darm,  der  in  voller  Verdauung  begriffen  ist,  benutzt.  Auf  die  Fül- 
lung der  von  einem  Follikel  entfernter  liegenden  Zottengenisse  kann 
man  nur  dann  rechnen,  wenn  die  Spitze  der  (iaiiülc,  nachdem  sie 
sehrag  die  Subtnucosa  durchbrochen  hat,  auch  noch  die  Muskularis 
mucosae  ansticht.  Ist  die  Ganülcmündung  bis  dahin  geführt  worden, 
so  ziehe  man,  bevor  der  Stempel  vorgeschoben  wird,  die  Spritze  um 
ein  Kleines  wieder  zurück. 

III.  Zum  Bau  der  Daruischleimhaui 

In  dein  Gewebe  der  Schleimhaut  selbst  beginnt  der  Lymphstrom. 
welcher  .spater  in  geschlossenen  Kalineu  fortschreitet,  und  auch  noch 
innerhalb  der  letztern  omplangl  er  Hemmung  und  Autrieb  durch  die 
elastischen  und  conlraclilen  Gebilde,  die  ausserhalb  der  Leitungs- 
rohren gelogen  sind.  Kino  vom  hydraulischen  Gesichtspunkt  aus 
geführte  Untersuchung  inuss  darum  insoweit  auf  den  Hau  der  Schleim- 
haut Rücksicht  nehmen,  als  durch  ihn  der  Strom  beinflusst  wird.  Von 
diesem  Standpunkt  aus  möchten  die  nachfolgenden  Miltheilungcn  be- 
urtheilt  sein.  Wie  die  hydraulische  Untersuchung  den  molekularen 
Proeess  unberücksichtigt  liisst,  welcher  in  den  strömenden  Flüssig- 
keiten stattlinden  mag,  so  bleiben  auch  ihre  Ergebnisse  unberührt 
von  den  Erfahrungen  und  Vorstellungen  über  die  bei  der  Resorption 
betheiligten  chemischen  Umsetzungen.  Denn  von  welcher  Art  die 
letztem  auch  sein  mögen,  stets  wird  zu  erörtern  sein,  wie  und  wo- 
durch die  Producta  in  die  Schleimhaut  geführt  und  aus  ihr  entfernt 
werden. 

Meinem  Vorhaben  gemäss  war  in  erster  Linie  die  Arehiteelm 
und  erst  in  zweiter  die  Slructur  der  Baust  ticke  aufzuklaren.  Daraus 
ergab  sich  die  Notwendigkeit,  nach  Mitteln  zu  greifen,  durch  welche 
die  Schleimhaut  der  Flache  nach  in  Schichten  gespalten  und  aus  ihr 
einzelne  Formbestandl heile  mit  Schonung  der  übrigen  herausgenom- 
men werden  konnten.  Für  alle  im  Folgenden  aufgezahlten  Verfah- 
rungsarten  gilt  als  Voraussetzung,  dass  sie  auf  den  noch  überleben- 
den Darm  anzuwenden  sind. 

Maceration  des  Darmes  in  einer  kalt  concentrirlen  Lösung  des 
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rothen  chromsauren  Kalis.  Nachdem  sein  Inhalt  mit  ehiomsaurem 
Kali  ausgespült  ist,  wird  der  Darm  bis  zur  starken  Spannung  seiner 
Wand  mit  der  Lösung  gefüllt  und  dann  in  ein  die  gleiche  Flüssig- 
keil enthaltendes  Gefüss  eingetaucht.  Nach  dreimal  24  Stunden  lüsst 
sieh  an  Stücken  des  aufgeschnittenen  und  ausgespannten  Darms  die 
Muskelhnul  von  der  äussern  Flüche  der  Submucosa  abziehen.  Zu- 
gleich hat  sich  innerhalb  der  Schleimhaut  selbst  eine  Spaltfläche  ge- 
bildet, auf  der  einen  Seite  derselben  liegen  Oyptcn  und  Zotten,  auf 
der  andern  Submucosa,  Muscularis  mucosae  und  zwei  bisher  unbe- 
achtet gebliebene  Schichten,  eine  elastische  Faser-  und  eine  zweite 
aus  einem  Analogen  der  Follikel  hergestellte  Zellenschiclit.  Die  Spal- 
tung der  Schleimhaut  in  die  beiden  Theile  lilssl  sieh  leicht  mit  einem 
Scalpellstiel  bewirken.  Die  einander  zugekehrten  Trennungsflüehen 
sind  glatt  und  spiegelnd. 

Eine  weitere  Trennung  des  äusern  Theils  der  Schleimhaut  ge- 
lingt durch  mehrtägige  Maecralion  derselben  in  wiederholt  erneuer- 
lein Wasser.  Von  der  Submucosa  Uisst  sich  dann  die  Muscularis 
abziehen,  und  von  der  letztem  als  ein  zusammenhängendes  Häutchen 
die  elastische  Faserung  mit  einer  spitzen  Pincette  abheben.  Durch 
Schütteln  sind  die  Leukocyten  zu  entfernen. 

Maceration  in  lOprocenliger  A« ^'/-Lösung.  Der  Darm  wird  mit 
warmer,  etwa  auf  iOrt  C.  temperirter  1 Oproeenliger  Atif-V-Losung  aus- 
gespült, dann  unter  Spannung  gefüllt,  in  eine  kalte  gleiehbcschaffene 
Flüssigkeit  eingelegt.  Andern  Tags  wird  von  ausgespannten  Stücken 
des  Darms  die  Schleimhaut  von  der  Submucosa  abgetrennt,  wobei 
in  der  Hegel  die  Sehleimhaut  nur  stückweise  abgelöst  werden  kann. 
Die  abgelösten  Stücke  der  Schleimhaut  und  der  von  der  Muskelhaut 
getrennten  Submucosa  werden  gesondert  in  lOprocenliger  AuM-Losung 
aufbewahrt. 

Schon  nach  24  Stunden  ist  die  über  der  Schleimhaut  stehende 
Lösung,  auch  wenn  sie  reichlich  vorhanden  war,  schleimig  und  trübe 
geworden.  Die  abgegossene  Flüssigkeit  wird  durch  reine  A'a  O-Lösung 
ersetzt  und  das  Abgiessen  und  Erneuern  von  Tag  zu  Tag  so  lange 
fortgesetzt,  als  sich  die  Flüssigkeit  noch  trübt.  Meist  tritt  «las  letz- 
tere erst  nach  wochenlanger  Behandlung  ein,  bei  welcher  die  AVi  (11- 
Lösung  nicht  gespart  werden  darf.  In  der  Lösung  quillt  die  Schleim- 
haut und  die  Zotten  treten  als  feine,  relativ  lange  Fäden  auf  ihrer 
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Oberfläche  hervor.  Ist  die  Erweichung  der  Haut  eiue  merkliche  ge- 
worden,  so  empfiehlt  es  sich,  die  Stücke  derselben  anhaltend  zu 
schütteln.  Wenn,  wie  im  hiesigen  Institut,  eine  durch  den  Gasmotor 
getriebene  Schuttelmaschine  zur  Verfügung  steht,  kann  durch  4-  bis 
»stundiges  Schütteln  der  nicht  allzu  kleinen  Stücke  mit  lOproc.  Ntiü- 
Lösung  die  Wirkung,  welche  das  ruhige  Liegen  in  der  Flüssigkeit  zur 
Folge  hat,  sehr  beschleunigt  werden.  Unter  dieser  Behandlung  fallen 
die  Epithelien  von  den  Zotten  und  aus  den  Grypten,  alle  Leukoeyten 
verschwinden,  so  dass  nur  die  elastischen  Netze,  das  Keliculum,  die 
Zolleiunuskeln  und  die  Wandungen  der  Capillargefässc  übrig  bleiben. 
Aus  einer  so  beschaffenen  Schleimhaut  lassen  sich  unter  Beihilfe  von 
Farbstoffen  und  des  Mikrotoms  sehr  klare  Bilder  von  den  zurück- 
bleibenden Bestandteilen  gewinnen. 

Eiue  Mischung  aus  1 00  Theilen  Otigradigen  Alkohols  mit  0,;> 
bis  1,0  Th.  Salzsäure  diente  zur  Keinigung  der  Muskelmassen,  der 
Ge  fasse  wie  auch  sonst.  Stücke  des  Gewebes  werden  im  Rückfluss- 
knhler  je  nach  ihrer  Grösse  ein  bis  drei  Stunden  im  Kochen  erhal- 
len und  die  geschrumpften  Gewebsinassen  in  deslillirlem  Wasser  unter 
mehrfacher  Erneuerung  ausgesüsst. 

Zur  Reinigung  der  elastischen  Platten  und  Fasern  diente  ent- 
weder eine  mehrstündige  Einwirkung  künstlichen  Magensaftes  bei 
40"  C.  oder  auch  die  in  ihrer  Einwirkung  zu  überwachende  10-  bis 
£proccnligc  Lösung  von  Kulihydrat. 

Mit  den  aufgezahlten  Mitteln  gelingt  es,  wie  schon  erwähnt,  die 
diesseits  der  grossen  Muskelhaut  gelegenen  Theile  der  Dannwand  in 
mehrfache  Schichten  zu  spalten  und  auch  theilweise  die  mehrfachen 
Elemenlarformen ,  aus  welchen  sich  jede  derselben  zusammensetzt, 
vereinzelt  zur  Anschauung  zu  bringen. 

Als  besondere  Schichten,  und  zwar  in  Gestalt  von  zusammen- 
hangenden Hänichen ,  liessen  sich  von  aussen  nach  innen  gezahlt 
isolirt  darstellen  die  Tunica  submueosa,  die  Muscularis  mucosae,  eine 
darauf  folgende  elastische,  mit  I.eukocyten  bedeckte  Haut,  die  ich 
Stratum  librosum  und  grunulosum  nenne,  dann  im  Zusammenhang 
der  Theil  der  Schleimhaut,  welcher  die  Oyplen  und  das  Zotten- 
innere  (Mithalt,  ferner,  wie  schon  Drasch  gefunden,  ein  Lieberzug  der 
Zotte  und  endlich  das  Epilhclium  der  letztern. 

Wie  au*  der  Betrachtung  der  von  einander  getrennten,  in  ihrem 
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Bau  unversehrten  Schichten  die  Einsicht  in  das  Gefüge  der  Schleim- 
haut gefördert  wird,  so  erwachst  ihr  eine  weitere  Unterstützung 
dadurch,  dass  aus  den  Übrigen  Bestandteilen,  ohne  ihren  Zusammen- 
hang aufzuheben,  die  gesammte  .Masse  der  Leukocytcn  und  von  den 
Übrigen  Zollenarten  das  Protoplasma  unter  Zurücklassung  ihrer  Kerne 
entfernt  werden  kann. 

a.  Die  Suhmucosa  lässl  sich  leicht  von  den  aussen  aufliegenden 
Uingmuskeln ,  schwieriger  von  der  Muscularis  mucosae  abtrennen. 
Mit  Sicherheil  gelingt  die  Entfernung  der  Muscularis  mucosae  nur 
durch  die  Anwendung  einer  I  Oprocenligen  Losung  von  Kalihydral. 
Isolirt  und  ausgewaschen  erscheint  die  Suhmucosa  als  ein  Gewebe 
von  gekreuzten  Bindegewebsfasern,  deren  Längsachse  mit  der  des 
Darms  einen  Winkel  bildet,  so  dass  eine  Aenderung  der  von  der 
Haut  umfassleii  Lichtung  durch  eine  Verkleinerung  oder  Vergrößerung 
des  Kreuzungswinkels  der  Fasern  möglich  wird,  ohne  dass  gleich- 
zeitig die  Dehnung  der  Schenkel  in  Anspruch  genommen  zu  werden 
braucht.  —  Zwischen  den  Faserbündeln  befinden  sich  zahlreiche 
von  starkem  Lymplige  fassen  eingenommene  Spalten  und  Räume. 

b.  Die  Muscularis  mucosae  setzt  sich  aus  zwei  unter  rechten 
Winkeln  gekreuzten  Schichten  zusammen,  deren  Fasern  fein  und  mit 
langgestreckten  spindelförmigen  Kernen  versehen  sind.  Die  Fasern 
einer  jeden  Lage  sind  zu  Bündeln  zusammengefasst. 

Die  äussere  der  beiden  Faserschichten  lauft  parallel  der  Langs- 
achse des  Darms,  sie  ist  die  massigere;  der  beiden.  Die  innere 
kreisförmig  angeordnete  lasst  sich  von  der  Langsschicht  nicht  abson- 
dern, weil  sich,  wie  aus  dünnen  Flachsehnilten  ersichtlich,  die 
Fasern  der  beiden  Schichten  vielfach  durchfechten.  —  Um  jede 
aus  der  Schleimhaut  zur  Submucosa  dringende  Vene  liegt  bei  ihrem 
Durchgang  durch  die  Muscularis  mucosae  ein  geschlossener  Bing 
aus  Muskelzcllen,  um  welchen  sich  Längs-  und  Kreisfasern  herum- 
schlagen. Taf.  II,  Fig.  1.  An  den  Orten,  wo  die  Follikel  in  die 
Schleimhaut  eingebettet  sind,  fehlt  die  Muscularis  mucosae.  Aus  der 
überall  sonst  vorhandenen  Muskelhaut  schneidet  gleichsam  der  Fol- 
likel ein  Stück  heraus. 

Die  Muscularis  mucosae  haftet  wie  erwähnt  einerseits  fest  an 
der  Submucosa,  anderseits  an  dem  Stratum  lihrosum.  Von  beiden 
lasst  sie  sich  sicher  und  in  grosser  Ausdehnung  dadurch  sondern, 
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dass  man  Stücke  der  Darmwand,  welche  nur  noch  aus  Submucosa, 
Muscularis  mucosae  und  Stratum  granulosum  bestehen,  unter  Anwen- 
dung iles  Rüekllusskühlers  einige  Slunden  in  OGproc.  Alkohol  kocht, 
welchem  für  je  100  Vol.  I  Vol.  rauchender  Salzsaure  beigemischt 
wird. 

c.  Stratum  librosum.  Von  der  innern  Flache  der  äussern  Sehleim- 
hauthiillle  eines  in  ehromsaurein  Kuli  macerirten  Darmes  lassen  sich 
Zentimeter  breite,  aber  weit  längere  Streifen  einer  feinen  durchsich- 
tigen Haut  abziehen,  die  sich  nach  ihrer  Lostrennung  umrollen.  Wenn 
die  Haut  von  den  Resten  fest  anhaftender  Muscularis  mucosae  befreit 
ist  und  mit  ihrer  der  Darmhöhle  zugekehrten  Flache  nach  oben 
mikroskopisch  untersucht  wird,  so  findet  man  sie  mit  Lcukocytcn 
bedeckt,  diese  müssen  durch  Bepinseln  oder  Schütteln  entfernt  sein, 
bevor  man  zu  der  Anschauung  des  feinern  Baues  der  Wand  gelangt, 
wie  sie  auf  Tafel  VI,  Fig.  i  dargestellt  ist.  Aus  einem  Maschenwerk, 
man  kann  nicht  ««gen  von  Bändern  aber  auch  nicht  von  Fasern,  ist 
sie  zusammengesetzt;  die  Maschen  sind  rund  oder  oval,  verschieden 
gross.  In  den  sie  umgrenzenden  Fasern  lässl  sich  durch  kein 
Färbungsmittel  ein  Kern  nachweisen,  auch  wenn  durch  anhaltendes 
Auswässern  das  chromsaurc  Kali  vollständig  entfernt  ist,  die  Fasern 
quellen  nicht  durch  Essigsäure,  sie  gehen  auch  nach  vielslündigcr 
Behandlung  mit  künstlichem  Labsafl  bei  40°  C.  nicht  in  Lösung  und 
sie  verlragen  ohne  zu  verschwinden  eine  mehrstündige  Einwirkung 
einer  zehnprocentigen  Kalilösung.  Seinen  physikalischen  und  chemi- 
schen Eigenschaften  gemäss  muss  demnach  das  Hänichen  zu  dem 
elastischen  Gewebe  gezählt  werden. 

Das  Stratum  librosum  ist  nach  aussen  hin  fest  mit  der  Muscula- 
ris mucosae  verbunden.  Gemeinsam  mit  dieser  letztern  lässt  es  sich 
in  grossen  Stücken  ablösen,  wenn  die  äussere  Schicht  der  Schleim- 
haut, auf  welcher  noch  die  Submucosa  hängt,  nur  etwa  2  Stunden 
in  einem  künstlichen  Magensaft  mit  i  pro  mille  Salzsäure  verweilt 
halte  und  dann  einige  Tage  lang  in  Wasser  ausgewaschen  war.  - — 

Wenn  das  isolirle,  von  der  zelligen  Auflagerung  befreite  Häutchen 
mit  Pikrocarmin  gefärbt,  durch  Alkohol  entwässert  und  auf  einem 
Oh jeel träger  ausgebreitet  worden  ist,  so  zeigen  sich  in  der  scheinhur 
gleichartigen  Grundlage  dein  unbewaffneten  Auge  einzelne  feine»  runde 
Oclmungen,  deren   Zahl  sich  unter  Benutzung  einer  Lupe  ausseror- 
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dcntlich  vermehrt.  Tafel  VI,  Fig.  I .  Die  Oefl'nungen  sind  die  Pforten 
für  die  GefUsse,  welche  aus  und  zu  den  Geflechten  auf  der  Sub- 
inucosa  an  die  Zotten  und  Krypten  heran  oder  von  da  heraustreten. 
Einen  überzeugenden  Beweis  für  die  Beziehung  der  OetThungen  zu 
den  Gefüsson  liefern  Präparate,  die  aus  dem  injicirten  Darm  her- 
gestellt sind.  Durch  ihre  Eigenschaft,  den  Gefassen  zur  Führung  und 
Verkeilung  dienlich  zu  sein,  gewinnt  die  elastische  Haut  für  den 
Blut-  und  Lymphstrom  eint-  besondere  Bedeutung. 

d.  Stratum  granulosum.  Nach  innen  gegen  die  Crypten  hin  ist 
das  Stratum  Hbrosum  mit  einer  vielfachen  Schicht  von  Zellen,  vor- 
zugsweise von  Leukocyten  bedeckt.  —  Der  Anwesenheit  der  granu- 
lirten  Schicht,  der  lockern  Verbindung  ihrer  Bestandteile  ist  es  zu- 
zuschreiben, dass  die  Schleimhaut  in  eine  äussere  und  innere  Ab- 
theilung gespalten  werden  kann.  Da  die  Scheidung  der  beiden 
Blatter  innerhalb  des  Zellenlagers  staltfindet,  so  haftet  ein  Theil  der 
Leukocyten  in  den  seichten  Gruben  zwischen  den  blinden  Enden 
benachbarter  Crypten,  ein  anderer  auf  dem  Stratum  fibrosum  als 
Ausfüllungsmasse  ihrer  rundlichen  Lücken.  Bei  der  mikroskopischen 
Besichtigung  der  Oberflache  des  mit  der  Faserschicht  verbundenen 
Antheils  sind  die  Eindrücke  erkennbar,  welche  die  stumpfen  Enden  der 
Crypten  in  dem  Zellenlager  erzeugt  haben.  —  Neben  den  Leuko- 
cyten sind  in  dem  Stratum  granulosum  noch  andre  grössere  Zellen 
sichtbar,  über  deren  Form  und  Zuständigkeit  weitere  Untersuchungen 
Aufschluss  geben  müssen.    Siehe  Tafel  VI,  Fig.  2,  3  und  i. 

Der  Zusammenhang  der  Zellen,  ihre  Zusammenfassung  zu  einer 
besondern  Schicht  ist  aus  der  Anwesenheit  feiner  sie  durchziehender 
Füserchen  erklärlich,  welche,  wie  wir  sehen  werden,  von  dem  elasti- 
schen Gerüst  der  Crypten  zu  dem  Stratum  fibrosum  strahlen. 

Man  darf  die  Kürnerschicht  als  eine  flüchenhafle  Ausbreitung 
der  Follikel  ansehen ,  wegen  der  Gleichheil  ihrer  Zellenformen ,  des 
Reichthums  an  Blut-  und  Lymphgeftissen,  und  endlich  weil  sich  das 
Stratum  granulosum  unmittelbar  in  die  Follikel  fortsetzt,  und  zwar 
in  Begleitung  ihrer  faserigen  Grundlage,  welche  unter  den  Follikel- 
haufen  Gruben  zur  Aufnahme  der  Drusenkörner  herstellt. 

c.  Cryptenschicht.  Hierunter  verstehe  ich  den  Theil  der  Schleim- 
haut, welcher  sich  vom  Stratum  granulosum  bis  zum  Anfang  der  freien 
Zotte,  beziehungsweise  zur  freien  Mündung  der  Crypten  hin  erstreckt. 
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Wenn  man  Stucke  des  genannten  Abschnittes  fiir  sich,  oder  auch 
wenn  an  ihm  noch  die  darunter  liegenden  Schichten  bis  zur  Sub- 
imicosa  hin  haften,  durch  I  Oprocenlige  ;Va /.'/-Lösung  entschleimt,  einige 
Stunden  in  den  Brutofen  mit  künstlichem  Magensaft  l>ehandelt  und 
dann  tüchtig  ausschüttelt,  so  fallen  die  Zotten  ab  und  es  verliert 
dir  Oyptenschicht  ihre  vorherige  Fülle  und  Festigkeit.  Doch  bleibt 
noch  immer  ein  nicht  unbedeutender  Antheil  zurück ,  der  sich  mit 
Vicloriablau  oder  Pikrocarmin  färben,  in  Alkohol  härten  und  nach  seiner 
Einbettung  in  Paraffin  raikrotomiren  lässt. 

Was  von  der  Oyptenschicht  nach  der  Entfernung  der  Zellen- 
körper Übrig  bleibt,  werde  ich  als  Oyplengerüst  bezeichnen.  Linter 
den  Formbcslandlheilen  des  Gehlstes  nehmen  die  elastischen  Leber- 
züge der  Krypten  den  ersten  Rang  ein,  sie  bilden  den  grösslen  Theil 
des  vorhandenen  Schleimhautrestes  und  sie  bestimmen  die  Lage  und 
Anordnung  anderer  noch  sichtbarer. 

Auf  einem  Schnitt,  welcher  senkrecht  zur  freien  Fläche  der 
Schleimhaut  gelegt  ist,  erscheinen  kleine  Schläuche,  deren  l  inrisse 
sich  mit  denen  der  unveränderten  (Irypten  decken.  Nach  der  Sub- 
mucosa  hin  sind  die  Schläuche  geschlossen,  nach  der  Zollenbasis 
hin  ollen.  Haftete  an  dem  Stück,  von  welchem  der  Schnitt  genom- 
men ward,  noch  die  granulöse  und  die  fibröse  Schicht,  so  lassen 
sieh  feine  Fäden  gewahren,  welche  von  der  Faserschicht  ausgehend 
die  darüberliegenden  Zellenreste  durchsetzen  und  sich  an  die  Schläuche 
da  anlegen,  wo  ihre  cyliudrische  Wand  in  die  Endkuppe  umbiegt. 
Taf.  VI,  Fig.  i  u.  T».  —  An  Flachschnilten,  die  in  absteigender  Rich- 
tung von  dem  blinden  Ende  der  Schläuche  gegen  die  librösc  Schicht 
geführt  werden,  verlaufen  die  Wände  der  Schläuche  durch  die  gra- 
nulirte  Schicht  und  enden  in  der  fihrösen.    Taf.  VI,  Fig.  3. 

Nahe  ihrer  Mündung  an  der  Zoltenbasis  hängen  die  zarten 
Häute  der  Schläuche  mit  kräftigen  elastischen  Fasern  von  rundlichem 
Querschnitt  zusammen,  welche  in  jener  Gegend  ein  weitmaschiges 
Netz  bilden,  das  in  jeder  seiner  Maschen  eine  grössere  Zahl,  3  bis 
K  Schläuche  einschlicsst.  Die  Fasern,  welche  ihrer  Verbindung  wegen 
als  »un  Reslandthcil  des  Ueberzugs  der  Oypten  anzusehen  sind,  laufen 
zwar  meist  der  Oberfläche  der  Schleimhaut  parallel,  doch  dringen 
auch  einzelne  derselben  tiefer  hinab.  Der  grössere  Durchmesser  der 
Maschen,    welche   von   den    elastischen   Fasern   umsponnen  wer- 


Digitized  by  Google 


271  Die  Blit-  und  Lymphweüe  im  Dinndarm  des  Hundes.  177 


den,  liegt  gewöhnlich  nach  der  Langenachse  dos'  Darms  (Tat  VI, 
Fig.  0  u.  7). 

Leber  die  Struclur  des  Stoffes,  aus  welchem  die  Ueberzüge  der 
Crypten  hergestellt  sind,  geben  kleine  im  losgelösten  Zustand  ausge- 
breitete Bruchlheile  Aufschluss.  Von  einer  durchsichtigen,  äusserst  zart 
gefärbten  Grundlage  heben  sich  starker  gefärbte  Pünktchen  ab,  von  wel- 
chen es  unbestimmt  bleibt,  ob  sie  als  Hoste  einer  unvollkommenen  Ver- 
dauung nur  aufgestreute  Körnchen,  oder  eingewachsene  Verdickungen 
der  Hautchen  sind.  Daneben  aber  ist  die  Grundlage  mit  mancherlei 
durchsichtigen  Zeichnungen  bedeckt,  welche  derselben  das  Ansehen 
geben,  als  sei  sie  von  kleinern  und  grössern  Oeffnungen  durchbrochen. 
Mir  ist  kein  Mittel  bekannt,  durch  welches  sich  mit  Sicherheit  ent- 
scheiden Hesse,  ob  die  Zeichnungen  von  Faltchen  oder  von  freien 
Handera  erzeugt  werden.  —  In  der  Höhe,  in  welcher  die  starken 
elastischen  Fasern  auftreten,  lasst  sich  mit  Sicherheit  der  Zusammen- 
hang und  L'ebergang  dieser  mit  und  in  die  ilautchen  nachweisen. 
Sichtlich  löst  sich  das  Ende  einer  Faser  in  ein  Hautchen  auf,  und 
überall  folgt  einer  eingeleiteten  sanften  Bewegung  einer  Faser  die 
anhangende  Haut. 

Was  nach  dem  chemischen  Verhalten  des  Stoffes  der  Crypten- 
übergüngo  kaum  noch  zweifelhaft  blieb,  empfangt  eine  weitere  Be- 
stätigung durch  die  anatomische  Verbindung.  Der  Uebergang  der 
Crypten  ist  aus  Elaslin  hergestellt.  Ausser  der  elastischen  Hülle  der 
Crypten  sind  in  den  wie  beschrieben  aufgehellten  Präparaten  noch 
andere  Formen  erkennbar;  sie  gehören  jedoch  nicht  den»  Gerüst  der 
Cryplonschicht  an,  sie  sind  vielmehr  unverdaute  und  festgeheftete 
Hoste  der  dort  eingelagerten  Beslandtheile  —  Gcfilsswandungen,  Kerne 
von  Leukocyten,  Stern-  und  Muskelzellen. 

Der  Raum ,  welchen  die  eben  genannten  Einlagerungen  bean- 
spruchen, ist  auf  verschiedenen  Höhen  der  Crypten  ungleich  gross. 
Naher  der  Endkuppe  liegen  die  Schlauche  enger  beisammen,  als  weiter 
oben  in  der  Nachbarschaft  der  Mündungen.  Am  erstem  Ort  sind  na- 
mentlich die  Zellen  sparsamer  vertreten,  indess  sich  oben,  wo  die  Zotten 
ihren  Anfang  nehmen,  für  je  eine  derselben  eine  breitere  Insel  bildet, 
in  deren  Mitte  die  Zottenarteric  oft  noch  kenntlich  ist.  Durch  solche 
Inseln  zieht  oft  eine  gröbere  elastische  Faser  hin.     Tat  VI,  Fig.  7. 

Ans  feinen  Schnitten  durch  die  frisch  gehariete  und  gefärbte 
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Cryptcnschicht  gewinnt  man  die  Aufklärung,  dass  die  zwischen  den 
Crypten  eingelagerten  Zellen  nieist  Letikocylen  sind,  untermischt  mit 
Sternzcllen,  deren  Auslaufer  ein  sog.  Reliculum  bilden.  —  Von  den 
eingelagerten  Muskelzellen  wird  hei  den  Zotten  gehandelt  werden. 

Im  Innern  der  elastischen  Cryptenhülle  liegt  eine  Membrana  pro- 
pria  und  ein  Epithel.  Die  erstcre  giebl  sich  durch  die  Anwesenheit 
deutlicher  Kerne  als  ein  aus  Zellplatten  gebautes  Hautchen  zu  er- 
kennen. Im  Epithel  sind  dieselben  Zellenformen  wie  auf  der  Zotte 
vorhanden,  Becher  und  bcsaumle  Zellen,  doch  ist  der  Saum  auf  den 
letztem  niedriger,  als  auf  den  entsprechenden  des  Zottenüberzugs. 
Weil  sich  aus  Schnitten,  welche  durch  die  Schleimhaut  nach  der 
Richtung  ihrer  Oberfläche  geführt  werden,  ergab,  dass  die  Gryplen 
naher  dem  blinden  Ende  dichter  als  gegen  die  Mündung  hin  stehen, 
so  bin  ich  der  Annahme  nicht  abgeneigt,  dass  sich  benachbarte  Cryp- 
ten  auf  ihrem  Wege  gegen  die  innere  Oberfläche  der  Schleimhaut 
zur  Herstellung  einer  gemeinsamen  Mündung  vereinigen. 

f.  Zotten.  Ihr  Gerüst  besteht  aus  einem  Filz,  dessen  Furien 
vielleicht  ausschliesslich  aus  zweierlei  Zellenformen  hervorgehen.  — 
Die  eine  derselben,  deren  Körper  einer  Spindel  ähnelt,  liegt  in  dem 
Mantel  der  Zotte,  unmittelbar  unter  ihrer  Epithelieldecke,  die  andere, 
sternförmig  gestaltet,  findet  sich  liefer  im  Zottenkörper.  An  feinen 
Schnitten  durch  die  gehürtelen  Zotten  eines  nüchternen  Thiers  —  siehe 
Taf.  V,  Fig.  .ri  und  G  —  stellen  sich  Auslaufer  und  ihre  Verbindun- 
gen so  deutlich  und  so  reichlich  dar,  dass  sie  allein  zur  Herstellung 
des  Keliculums  genügend  erscheinen.  Anderseits  sind  auch  die  Zotten 
noch  dann  in  ihrer  Form  erhallen  und  von  einem  dichten  Reticulum 
durchzogen,  nachdem  sie  der  Einwirkung  einer  lOproc.  iY«X7-Lösung 
und  nachträglich  der  des  kunslichen  Labsafles  bei  40°  G.  ausgesetzt 
waren.  Da  nach  dieser  Behandlung  nur  die  Kerne  zurückbleiben,  die 
Leiber  der  Zellen  dagegen  verschwunden  sind,  so  sollte  man,  waren  die 
Auslüufer  der  Zellkörper  die  einzigen  Ausgangspunkte  der  Reticular- 
Oiricn,  erwarten,  dass  das  um  seinen  Zusammenhang  gebrachte  Netz- 
werk in  sich  zusammenfalle.  Weil  dieses  nicht  geschieht,  so  ist  die 
Vermulhung  berechtigt,  dass  an  der  Bildung  des  Reticulums  auch 
noch  andere  Faserehen  hcthciligt  sind,  z.  B.  solche,  die  aus  den 
elastischen  Gebilden  der  Cryptcnschicht  hcraufriringon. 

Muskeln  der  Zollen.   Von  dem  Verlauf  der  Muskeln,  welche  in 


Digitized  by  Google 


29  Diu  Ikn-  l'KD  Lymi-hwkge  IM  DlNMttmi  1>ES  II  IM  »Ks.  17*.) 

der  Oryplenschichl  beginnen  und  in  der  Zolle  enden,  habe  ich  mich 
zu  unterrichten  ^»rsuclit  an  Schnitten,  weicht'  aus  einer  mit  lOproc. 
A'a  M-Lösung  behandelten,  geharteten  und  in  l'araflin  eingebetteten 
Schleimhaut  gefertigt  und  mit  Safranin  gefärbt  wurden,  oder  auch 
aus  einer  solchen,  die  frisch  in  chromsaurem  Kali  geharlel,  ausge- 
waschen und  mit  Haematoxylin  gefiirbl  war.  Im  Widerspruch  mit  der 
seit  Brh:kks  Entdeckung  allgemein  giltigen  Annahme,  dass  der  Anfang 
der  Muskeln  in  der  Muscularis  mucosae  zu  linden  sei,  nmss  ich  behaup- 
ten, dass  derselbe  höher  gelegen  ist.  Von  der  Muscularis  mucosae 
können  die  Zolteiunii.skeln  schon  deshalb  nicht  ausgehen,  weil  das 
Stratum  librosum  dem  Uebergang  derselben  in  die  darüber  liegenden 
Schichten  ein  unühersteigliches  Ilinderniss  entgegensetzt.  —  Jeden- 
falls trifft  man  aber  auf  .Muskelzellen  die  zur  Zolle  emporsteigen, 
oft  tief  in  der  Cryplenschichl,  nahes  der  granulirlen  und  zwar  in 
der  Umgebung  der  Zottenarterie.  Mit  ihr  steigen  sie  in  der  Oyp- 
tenschicht  empor;  auf  dem  Wege  mehrt  sich  ihre  Zahl,  so  dass  der 
Abstand  der  Zottengefässe  von  den  sie  umgebenden  Oyplen  sich  ver- 
größert. Nahe  unter  den  Mündungen  der  letztern  bilden  sich  auf 
diese  Weise  die  schon  vorher  erwähnten  Inseln  zwischen  den  Schlau- 
chen der  Cryplen  heraus,  innerhalb  der  Inseln  trilft  man  hautig  auf 
eine  oder  mehrere  der  starken  elastischen  Fasern.  Aufwärts  von 
diesen  Inseln,  gegen  den  Fuss  der  Zolle  hin,  muss  sich,  wie  aus 
Querschnitten  zu  erschliessen  ist,  die  Zahl  der  Muskelbündel  noch 
beträchtlich  vermehren,  denn  nun  erscheinen  sie  ganz  plötzlich  in 
reichlicher  Menge.  —  In  der  Fig.  2,  Taf.  V,  welche  einem 
Zottenfuss  entnommen  ist,  lassen  sich  mehr  als  40  Muskelbündel 
zahlen,  von  denen  jedes  aus  mehrfachen  Zellen  zusammengesetzt  ist. 

Innerhalb  des  Zottenkörpers  ordnen  sicli  die  Muskelbündel  in 
zwei  Lagen,  eine  äussere  und  eine  innere.  Zahlreichere,  dafür  aber 
schmächtigere  Bündel  umkreisen  den  Kaum  unmittelbar  unter  den 
Zottencapillaren,  stärkere,  aber  sparsamer  vorhandene  schieben  sich 
in  die  Nähe  des  Centralcanals.  Minen  gemeinsamen  Ansatzpunkt  der 
Bündel  habe  ich  nicht  zu  linden  vermocht ;  im  Gegentheil,  jedes  der 
Bündel  scheint  einen  selbständigen  Ausgangspunkt  zu  besitzen. 

Alle  Bündel  streben  schliesslich  vom  Körper  nach  der  Kuppel  der 
Zotte.  Dort  angelangt,  treten  aus  den  Zellen  feine  verästelte  Fäden 
hervor,  welche  untereinander  verflochten,  ein  Fasergewölbe  herstellen. 
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Vereinzelte  Muskelzellen  sind  relativ  langgestreckte  Gebilde;  die 
beiden  aussersten  linden  nehmen  im  Gegensatz  zu  den  minieren  Ab- 
schnitten keine  Carminlarhc  auf. 

Der  Zottenmanlel.  Von  vergoldeten  mit  Ameisensäure  getränkten 
Zotten  des  Kaninchens  hat  Drasch  eine  zusammenhangende  Haut 
unter  der  IVäparirlupo  abgezogen.  Gin  Gleiches  gelingt  an  den  Zollen 
des  Hundes,  wenn  der  Darm  eine  Reihe  von  Tagen  in  lOprocent. 
:V«  /.'/-Lösung  aufbewahrt  und  mit  ihr  geschüttelt  war.  Wenn  das  los- 
gelöste Hänichen  ausgewaschen,  nach  Krallen  ausgebreitet  und  in 
Haematoxylin  gefärbt  ist,  so  liefert  es  die  auf  Tal'.  V,  Fig.  H  u.  4, 
wiedergegebenen  Bilder.  ---  Es  erweisl  sich  von  der  Oberflache 
nach  der  Tiefe  hin  gerechnet  aus  Spindelzollen,  Gapillarwanden, 
Muskeln  und  einem  alles  umschlingenden  Kcticulum  gebaut. 

Die  Spindelzellen  besitzen  einen  von  Netzligurcn  durchzogenen 
Kern,  und  von  den  Polen  ihres  Leibes  strahlen  feine  Faden  aus, 
welche  nach  mehrfachen  Spullungen  mit  den  gleichheschaHenen  Aus- 
laufern anderer  Zellen  sich  verbinden.  Verfolgt  der  Blick  die  Zolle 
der  Lange  nach,  so  ündet  er  die  Zellen  reihenweise  hintereinander 
stchend.  Die  Entfernung  zwischen  je  zweien  wechselt  mit  der 
Dehnung  der  Zotte.  Die  Langsachse  der  Spindel  liegt  stets  nach 
dem  l  in  laug  der  Zotte,  und  da  nahebei  auf  demselben  Kreis  eine 
Anzahl  solcher  Zellen  steht,  so  bilden  sie  zusammen  mit  ihren 
Auslaufern  einen  Heif,  welcher  wie  auf  dem  Querschnitt  durch  eine 
Zotte  ersichtlich,  Taf.  V,  Fig.  2.  die  aussersle  Oberfläche  der  von 
ihrem  Epitheliom  cntblössten  Zotte  umschliesst.  - —  Die  Spindel- 
zellen hat  zuerst  Donukrs  beschrieben  und  sie  sind  seitdem  liaulig 
für  Kingmuskeln  erklart  worden.  Ob  mit  Kecht  kann  die  mikrosko- 
pische Untersuchung  nicht  entscheiden,  doch  scheint  es  als  ob  sie 
vorzugsweise  in  den  Einbuchtungen  gelegen  seien,  welche  dem  Zotten- 
körper wahrend  seiner  Verkürzung  eigenlhümlich  sind. 

Unmittelbar  unter  den  Spindelzellen  liegen  die  Capillarcn,  welche 
in  der  nicht  ausgespannten  Haut  -  einer  solchen  liegt  die  Fig.  3, 
Taf.  V  zu  Grunde  —  ihren  gestreckten  Verlauf  aufgegeben  haben.  Auf 
die  Gapillargefasse  folgen  die  äussern  Zotlenmuskeln,  deren  einzelne 
Bündel  zu  einer  der  von  der  Spitze  nach  der  Basis  der  Zotte  hin 
streichenden  Capillarc  folgen.  Zwischen  die  Ca pi Ihnen  und  Muskeln 
schiebt  sich  ein  feinstes  Netzwerk  von  Faden  ein,   die  jedenfalls 
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zum  Thoil  aus  den  Spindelzellen  entspringen.  Die  München  des 
Fadennetzes  werden  gegen  die  äussere  Oberfläche  enger  und  enger, 
so  dass  schliesslich  der  Anschein  einer  gleichartigen  Haut  entsteht. 
In  den  Fig.  3  u.  4,  Tafel  V,  ist  das  Keticuhiin  absichtlich  nicht  dar- 
gestellt, um  die  andern  Formen  ungetrübt  hervortreten  zu  lassen. 

Aus  der  Leichtigkeit,  mit  der  sich  von  der  epithelfrcien  Zelle 
ein  Ueberzug  abnehmen  lässt,  geht  hervor,  dass  zwischen  seinen 
und  den  übrigen  Itestandtheilen  des  Zollenköipers  eine  nur  locken; 
Verbindung  besteht.  Für  die  Mechanik  der  Zolle  dürfte  die  feste 
Verbindung  unter  den  Itestandtheilen  des  Mantels  und  ihre  locken* 
mit  dem  Innern  von  Bedeutung  sein.  Kreiere  begünstigt  den  l'eber- 
gaug  von  Flüssigkeit  aus  dem  Epithel  ins  Zotlengewebe.  Und  wenn 
es  geschehen  sollte,  dass  sich  die  äussere  Muskelschicht  unabhängig 
von  der  innen»  zusammenzöge,  so  würde  der  im  Mantel  anwesenden 
Flüssigkeit  das  Fortschreilen  gegen  den  centralen  Raum  hin  durch 
die  geringe  Spannung  der  Faserung  erleichtert  werden,  welche 
zwischen  dem  Mantel  und  dem  Centrum  liegt.  —  Dass  auch  in  den 
Reticulürmaschen  des  Mantels  Leukoeylen  liegen,  ergiebl  sich  aus 
der  Betrachtung  von  Querschnitten  durch  gefrorene  oder  sonstwie 
gehartete  Zotten. 

Nach  innen  vom  Mantel  besteht  die  Zolle  aus  dem  Centralkanal, 
verästelten  Zellen,  Muskeln,  der  Arterie,  dem  Retieulum  und  Leukocyten. 

Ueber  die  («ostalt  der  mit  flüssigen  Massen  erfüllten  Höhle  habt» 
ich  mich  schon  oben  geäussert.  Rucksichtlich  seiner  nächsten  Be- 
grenzung besteht  nur  insofern  Uebereinstimmung,  als  man  in  ihr 
die  Anwesenheit  kerntragender  Endothelplatten  zugiebt.  Ob  aber 
die  Endothelzellen  unter  inniger  Berührung  ihrer  Ränder  eine  rings 
geschlossene  Haut  bilden,  die  namentlich  auch  den  zur  Zottenkuppel 
hinaufragenden  Spitzencanal  auskleide,  wird  durch  die  histologische 
Untersuchung  erst  dann  zu  entscheiden  sein,  wenn  es  gelingen  wird, 
die  Wand  der  centralen  Hühle  von  allen  Auflagerungen  befreit  dar- 
zustellen. —  Die  Ergebnisse  der  natürlichen  und  künstlichen  Injec- 
tion  lassen  einstweilen  die  Anwesenheil  einer  zusammenhängenden, 
lückenlosen  Auskleidung  des  Canals  durch  steife  und  festsitzende 
Endothelplatten  als  zweifelhaft  erscheinen. 

Nach  aussen  von  den  Endothelien  liegt  die  schon  beschriebene 
innere  Muskelschicht  und  zwischen  ihren  Bündeln  da  und  dort  eine 
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der  früher  erwähnten  Relieulai  Zellen.  Auf  die  Ebene  projicirt  ähnelt 
der  Körper  dieser  Zellen  einem  unregelmäßigen  Stern,  von  »Jessen 
Spitzeu  feinste  Faden  nach  allen  Richtungen  des  Raumes  hin  aus- 
strahlen. Von  den  Spindelzellen  unterscheiden  sich  die  Sternzellen 
dadurch,  dass  sich  von  der  Oberfläche  ihres  Körpers  allseitig  Fasern 
ablösen;  auch  scheint  es,  als  ob  die  Häufigkeit  und  der  Ort  ihres  Vor- 
kommens keiner  festen  Regel  unterworfen  sei. 

Völlig  unzureichend  erweist  sich  unsere  Zergliederungskunst, 
wenn  man  von  ihr  eine  genaue  Darstellung  des  reticulUren  Baues 
fordert.  So  lange  das  Zottengewebe  von  Zellen  erfüllt  ist,  sind  die 
Formelenienle  des  Reticulum  unsichtbar,  und  wenn  die  zelligen  Ein- 
lagerungen durch  Lösungsmittel  entfernt  sind,  so  lallt  entweder  die 
Zolle  zu  einer  unterschiedslosen  Masse  zusammen,  oder,  wenn  sie 
ausgedehnt  bleibt,  so  werden  in  ihrem  Innern  Körnchen,  Stäbchen, 
Ketlchen,  Faden,  Alles  in  kleinstem  Maassstabe  sic  htbar,  aber  über 
den  Zusammenhang  der  einzelnen  Formen  bleiben  wir  im  Unklaren. 
—  Von  je  einer  Zotte,  aus  welcher  durch  eine  lOprocenlige  AlriM- 
Lösung  alle  Lciikocyten  entfernt  waren,  habe  ich  iOO  regelrecht  auf- 
einander folgende  Durchschnitte  hergestellt.  Das  Unternehmen,  aus 
den  einzelnen  Bildern  zu  einer  Vorstellung  über  den  Gesammtbau 
zu  gelangen,  wollte  jedoch  nicht  glücken,  weil  die  Zotten  durch  die 
Einbettung  verdrückt  und  verzerrt  worden  waren. 

.Mit  der  Cryptenschichl  ist  die  Zolle  im  Wesentlichen  nur  durch 
(iebilde  verbunden,  welche  sich  iu  künstlichem  Magensaft  mit  0,2 
l'rocent  Salzsäure  lösen.  Ein  Stück  der  Schleimhaut,  das  einige;  Stun- 
den lang  der  künstlichen  Verdauung  anheim  gegeben  war,  verliert,  wenn 
es  geschüttelt  wird,  sttmmllichc  Zollen,  die  jedoch,  nachdem  sie  ab- 
gefallen sind,  ihre  Gestalt  bewahren.  Das  widerstandsfähige  Gewebe, 
aus  welchem  der  Körper  der  Zotte  besteht,  muss  demnach  im  Fuss 
derselben  nicht  gleich  reichlich  vertreten  sein. 

Da  innerhalb  des  Reticulums  die  Wege  liegen,  auf  welchen 
die  aus  dem  Epithel  herkommenden  Flüssigkeiten  in  den  centralen 
Raum  gelangen,  so  war  die  HoOnung  berechtigt,  an  injicirten  Zotten 
über  die  Anordnung  ihrer  Gewebselcmenle  Aufschluss  zu  erhalten. 
Dass  die  Bilder,  welche  aus  der  natürlich  oder  künstlich  gefüllten  Zotte 
erhallen  wurden,  die  gehegten  Erwartungen  bis  dahin  nicht  befriedigt 
hallen,  wird  durch  die  mehrfache  Deutung  derselben  bewiesen.  Nach 
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Bäsch  bewegt  sieh  «lie  in  das  Zoltengcwebe  eingedrungene  Flüssig- 
keit in  geschlossenen  von  Wandungen  umgebenen  Canalen.  Im  Ge- 
gensatz hie/u  spricht  sich  Rkcklingiiaisen  dafür  aus,  dass  die  Flüssig- 
keit sich  durch  die  unregelmüssig  geformten  Lücken  des  Reliculums 
zwischen  den  dort  beherbergten  Zellen  einen  Weg  bahne. 

Atis  dem,  was  man  auf  den  Durchschnitten  von  injicirten  Zotten 
sieht,  lassen  sich  zwar  Stützen  und  Einwände  für  jede  der  beiden  Annah- 
men heraussuchen,  aber  keine;  von  beiden  beweisen  oder  widerlegen. 

Nach  künstlichen  Füllungen  sieht  man  öfter  von  dem  nur  müssig 
ausgedehnten  Centralcanal,  namentlich  aber  von  dessen  Spilzenröhre 
blaue  Strassen  ausgehen,  die  sich  unter  Wahrimg  eines  glatten  Bandes 
regelmassig  verzweigen.  Siehe  Taf.  V,  Fig.  1.  —  Und  auch  nach 
der  auf  natürlichem  Wege  erfolgten  Füllung  des  Centralcanals  setzt 
sich  der  fettige  Inhalt  der  Höhle  gegen  einzelne  Abschnitte  der 
Wand  scharf  ab,  an  andern  engumgrenzten  dagegen  durchbricht  er 
die  Wand  und  berührt  in  geradliniger  Fortsetzung  das  im  Zotten- 
gevvebe  enthaltene  Fett.  —  Und  endlich  die  im  Betieulum  eingeschlos- 
senen Leukocylen  enthalten  keine  durch  Ueberosmiumsüure  ge- 
schwärzten Einschlüsse,  obwohl  ihr  Körpci  das  Fett  scheinbar  be- 
rührt, welches  in  der  Zolle  gelegen  ist.  Damit  gewinnt  es  den  An- 
schein, als  ob  die  Leukocylen  durch  eine;  das  Fell  umschlicsscndc 
Haut  gehindert  seien  an  der  Entfallung  ihrer  bekannten  Eigenschaft 
Einschlüsse  aufzunehmen. 

Den  Bildern,  welche  die  Annahme  eines  abgeschlossenen  Köhren- 
werkes unterstützen,  treten  aber  andre  entgegen,  die  der  Anschauung 
günstig  sind,  dass  die  in  das  Zotlengewebe  eingedrungene  Flüssigkeil 
die  Fasern  und  Zellen  unmittelbar  berühre,  und  sich  zwischen  ihnen 
einen  Weg  suche.  Oft  sind  die  Begrenzungen  des  blauen  FarbslolTs 
und  des  Felles  höchst  un regelmässig  gestaltet,  so  schwillt  z.  B.  auf 
seinem  weitem  Verlauf  ein  bis  dahin  feiner  Faden  ganz  plötzlich 
kolbig  an.  Gestaltungen  dieser  Art  würden  in  einem  Kohr  nur 
möglich  sein,  wenn  dessen  Wand  ihrer  geringen  Sp;mnharkcil  wegen 
auf  die  Verlheilung  des  Inhaltes  der  Lichtung  einflusslos  bliebe,  sich 
vielmehr  allen  von  aussen  her  wirkenden  Drücken  fügte.  —  Gleich 
den  ebengesehildertcn  lassen  sich  auch  andre  Beobachtungen  leichler 
der  Anschauung  unterordnen,  dass  dir  Flüssigkeit  in  einem  unregel- 
mäßigen Lückenwerk  aufgehoben  sei.    Auf  einer  Reihenfolge  feiner 
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Schnitte,  die  durch  eine  stark  fetthaltige  und  nachträglich  gehartete 
Zolle  geführt  wurden,  findet  sich  unter  zwei  benachbarten  öfter 
eine  mit  reichlicher,  daneben  sogleich  eine  andere  mit  nur  spär- 
licher Füllung.  Am  einfachsten  erklärt  sich  der  Unterschied  durch 
die  Annahme,  es  sei  das  Fett  aus  einem  Schnitte  der  Zotte  heraus- 
gefallen. —  Und  ferner:  nach  einer  kurzdauernden  Einlagerung  in 
Kalilauge  bewahrt  die  mit  Feit  gefüllte  Zotte  ihre  Form  und  in  ihrem 
Innern  verharren  die  feinen  Feltlropfen  in  ihrer  Lage.  Doch 
genügt  nun  ein  geringer  Druck,  um  die  vereinzelten  zu  einem  ge- 
meinsamen Tropfen  zu  vereinen,  und  diesen  auf  der  Zotlenober- 
lläche  zum  Austritt  zu  bringen.  Sowie  der  Druck  nuchlässt,  nimmt 
die  nun  fettarmere  Zotte  wieder  die  vordem  behauptete  Gestalt  an. 

Allerdings  hissen  sich  durch  gewisse  Annahmen  (Iber  die  Eigen- 
schaft einer  Wand  auch  die  zuletzt  erwähnten  Beobachtungen  in 
Einklang  bringen  mit  der  Voraussetzung,  dass  sich  von  dem  (>n- 
tralcanal  gegen  die  Zottenoberllache  hin  ein  geschlossenes  Röhren- 
werk erstrecke. 

Ueberzeugender  als  noch  so  zahlreiche  Indicien  würde  der  Nach- 
weis einer  dem  unterstellten  Köhlenwerk  angehörigen  Wand  wirken. 
—  So  lange  die  Köhrenwand  nicht  dargestellt  oder  anderseits  die 
Möglichkeit  ihrer  Anwesenheit  nicht  widerlegt  ist,  wird  die  hier  be- 
rührte Frage  unbeantwortet  bleiben. 


Bedeutung  der  elastischen  Massen  für  die  Slrom- 
wege.  Den  bekannten  Eigenschaften  des  elastischen  Gewebes  ge- 
mäss, dessen  weite  Verbreitung  in  der  Schleimhaut  früher  übersehen 
oder  sogar  gelaugnel  war,  werden  alle  Abschnitte  der  Haut  zur 
Herstellung  und  Festhaltung  einer  bestimmten  Form  befähigt  sein. 
Wenn  die  Schleimhaut  durch  Quellung.  Blulströniung  oder  Muskel- 
zusammenziehung aus  der  Gestalt,  welche  von  der  geringsten  Spannung 
ihrer  elastischen  Massen  verlangt  wird,  herausgeführt  worden  war, 
so  wird  sie  alsbald  zu  derselben  zurückkehren,  sowie  das  Ueber- 
gewicht  der  umformenden  Kräfte  beseitigt  ist.  Dass  der  Eintritt  und 
das  Fortschreiten  der  resorbirten  Säfte  und  der  Lymphe  in  und 
durch  die  Spulten  und  Gefässe  der  Schleimhaut  nur  durch  die  Ge- 
genwirkung zweier  Kräfte  begriffen  werden   kann,   ist   niemals  in 
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Zweifel  gezogen  worden;  es  wurden  wie  bekannt  die  Muskeln  als 
das  zusammenpressende,  der  Druck  des  Blutstroms  als  das  aus- 
dehnende Mittel  angesehen.  Ob  die  beiden  in  Anspruch  genommenen 
Klüfte  zur  Lösung  der  gestellten  Aufgabe  ausreichen,  ist  jedoch 
niemals  genauer  untersucht  worden.  In  der  Zollenkuppel  und  deren 
nächster  Umgebung  könnte,  wenn  die  bis  dahin  eonlralürten  Muskeln 
erschlafft  sind .  die  Wiederherstellung  der  zusammengezogenen 
in  die  gestreckte  Gestalt  durch  den  Blulstrom  besorgt  werden.  In 
der  Thal  spricht  die  Lage,  die  Anordnung  und  die  Dichtigkeit  der 
kapillären  an  dem  genannten  Ort  für  eine  derartige  Vorstellung. 
Ihr  weniger  günstig  sind  die  Verhältnisse  in  der  Cryptenschicht, 
wegen  des  kleinen  Durchmessers  der  Capillaren,  ihrer  weitmaschigen 
Netze  und  der  Geringfügigkeit  der  in  sie  einmündenden  Arterien. 

Unabhängig  von  dem  Werth,  welchen  man  dem  Antagonismus 
zwischen  den  Muskeln  und  dem  Blulstrom  beizulegen  geueigl  ist, 
kann  die  Frage  nach  der  WirkungsfUhigkcil  der  elastischen  Massen 
nicht  mehr  umgangen  werden,  nachdem  ihre  Anwesenheit  dargelhan 
ist.  Wegen  der  zahlreichen  Einschlüsse,  welche  das  elastische  Gerüst 
beherbergt,  würde  eine  an  der  Schleimhaut  unternommene  Unter- 
suchung weniger  rasch  zu  einein  befriedigenden  Ergebniss  gelangen, 
als  es  z.  B.  an  der  Lunge  und  den  Arterien  der  Fall  war.  Da  ich 
auf  eine  eingehende  Prüfung,  wie  stark  und  wohin  gerichtet  der 
Zug  sei,  den  die  elastischen  Massen  üben,  bisher  verzichten  musstc, 
so  kann  ich  nur  Weniges,  was  ich  beilüulig  erfuhr,  miltheilen. 

Die  Zotten,  aus  welchen  durch  die  I  Oprocentige  iVu(,7-Lösung  die 
Leukocylon  entfernt  sind,  pflegen  sich  im  Vergleich  mit  ihrer  vori- 
gen Gestalt  lang  und  schmal  zu  strecken.  Insofern  vorausgesetzt 
werden  darf,  dass  der  elastische  Antheil  ihres  Gewebes  durch  die 
Salzlösung  nicht  verändert  sei ,  würde  man  aus  der  eingetretenen 
Formänderung  schliessen  müssen,  dass  die  Zotte  vermöge  ihrer  Elasti- 
ciUit  eine  möglichst  grosse  Oberfläche  anzunehmen  bestrebt  sei. 
Wenn  aus  der  mit  chromsaurem  Kali  gehürteten  Schleimhaut  ein 
Schnitt  senkrecht  gegen  die  Glypten  angelegt  und  aus  diesem  durch 
kurz  dauernde  Einwirkung  kaustischen  Kalis  die  Epithelien  erweicht 
sind,  so  erscheint  der  Raum,  in  welchem  die  Zottenarlerien  und 
-Venen  liegen,  grösser  als  früher,  was  nur  darum  eingetreten  sein 
kann,  weil  sich  der  Durchmesser  der  Gryptenlichtung  verringert  hat. 

13« 
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Unter  gewissen  Umständen  muss  also  die  elastische  Umhüllung  der 
Oypten  einen  gegen  den  Mittelpunkt  der  Lichtung  hin  gerichteten 
Zug  üben. 

Allerdings  sind  die  Verhaltnisse,  unter  welchen  die  eben  ange- 
gebenen Formänderungen  der  Zolle  und  der  Oypte  beobachtet  wur- 
den, mit  den  natürlichen  wenig  übereinstimmend.  Dessenungeachtet 
verdienen  die  Beobachtungen  als  Ausgangspunkt  einer  weiteren  Unter- 
suchung deshalb  beachtet  zu  werden,  weil  die  von  dem  elastischen 
Zug  bedingte  Formänderung  das  Resorplionsgeschäfl  der  Zotte  und  den 
Lymphstrom  zwischen  den  Oypten  begünstigt.  —  Ausserdem  lassen 
die  Beobachtungen  erkennen,  welchen  Vorzug  es  gewährt,  wenn  die 
Lage  der  Formhcslandtheilc  durch  die  eingestreuten  elastischen  Mas- 
sen geregell  werden  kann.  Ueberall  anwesend  und  den  ihr  entgegen- 
stehenden Krallen  ungepasst,  vermügeu  sie  auf  beschrankten  Orten 
zu  wirken,  was  dem  Blut  ström  selbstverständlich  in  einer  so  feinen 
Gliederung  unmöglich  wäre. 


Epithelialzellcn.  —  Nach  guter  Härtung  und  darauf  folgender 
Färbung  mit  Ueberosmiumsäure  gewahrt  ein  feiner  Schnitt  durch  das 
Epilhclium,  wenn  er  von  der  Durmlichlung  aus  betrachtet  wird,  das 
Bild  einer  getüpfelten  Halle;  ollenbar  entsprechen  die  Pünktchen  den 
optischen  Querschnitten  der  Stäbchen  dos  Zellensaums,  welche  zuerst 
von  Bhkttaikh  und  Steinach  beschrieben  wurden.  Bei  lieferer  Ein- 
stellung zeigt  sich  eine  weniger  und  darauf  eine  starker  gefärbte  Punk- 
tirung.  In  gleicher  Hohe  mit  letzterer,  sehr  nahe  dem  oberen  glatten 
Band  der  Zelle,  liegen  an  dem  Umkreis  des  Sauines  grössere  solcher 
dunklen  Punkte.  An  Längcnschnitlen  durch  die  Zolte  begegnet  man 
in  dem  Saum  der  Epithclicn  vom  Zellenboden  an  aufwärts  zuerst 
einem  hellem,  dann  einem  dunklen  Bündchen,  auf  welchen  der  deut- 
lich gestrichelte  grössle  Abschnitt  des  Saumes  folgt.  Hierdurch  wird 
die  Vermuthung  geweckt,  als  ob  jedes  Saumhttrchcn  seiner  Wurzel 
nahe  zum  Knötchen  anschwelle.  Siehe  die  schematische  Darstellung 
auf  Taf.  VI,  Fig.  9. 

Hin  Saum  von  der  beschriebenen  Gestalt,  welcher  aus  feinsten 
an  unmittelbarer  Berührung  verhinderter  Fadchon  besteht,  ist  einem 
Bechen  vergleichbar,  welcher  den  im  Darminhalt  vorhandenen  Körn- 
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eben  den  Zutritt  zu  dem  Protoplasma  der  Zelle  verweigert.  In  die 
Capillarenspallen  zwischen  den  Fadehen  wird  nur  Flüssigkeit,  diese 
aber  am  freien  Ende  so  oft  eintreten,  als  sie  am  angewachsenen 
weggenommen  wurde.  Zu  der  vorgetragenen  Anschauung  stimmt 
die  Beobachtung,  dass  man  zwischen  den  Kaden  des  Saumes  nie- 
mals körnige  Einlagerungen  gefunden  hat. 

Mit  den  Bändern  ihres  grösseren,  oberhalb  des  Keines  gelege- 
nen Abschnittes  Stessen  die  Körper  der  Epillielialzellen  glattrandig 
aneinander.  Unterhalb  des  Kernes  zeigen  die  Blinder  Vorsprünge, 
welche  sich  mit  entsprechenden  der  Naehbarzelle  berühren,  wenn 
nicht  zusuiumcnllicsscn,  denn  meist  fehlt  es  an  einer  sichtbaren  Grenze, 
durch  welche  das,  was  jeder  der  beiden  Zellen  angehört,  zu  unter- 
scheiden würe.  Von  der  beschriebenen  Verbindung  dürfte  der  Zu- 
sammenhang abzuleiten  sein,  welchen  die  von  ihrem  Boden  losge- 
lösten Zellen  bewahren  können.    Siehe  Taf.  V,  Fig.  0. 

Entweder  ist  aber  jede  der  Zellen  mit  ihrer  nebenstündigen  nicht 
ihrem  ganzen  Umfang  nach  verbunden  oder  der  gegenseitige  An- 
schluss  ist  nur  ein  zeitweiliger,  denn  es  schieben  sich,  wie  wir  durch 
eine  vielfach  bestätigte  Beobachtung  Eberth's  wissen,  oft  Leukocylen 
zwischen  die  Zellenlüsse.  Ihrer  (Irösse  gemäss  müssen  die  Einwan- 
derer die  zwei  Epillielialzellen  in  einem  bedeutenden  Umfang  von  ein- 
ander zu  trennen  vermögen. 

Dass  eine  Trennung  des  Zusammenhanges  der  aneinanderstossen- 
den  Kittchen  je  zweier  oder  mehrerer  Zellen  slaltünden  könne,  be- 
weisen auch  die  Erscheinungen,  welche  nach  der  künstlichen  Injec- 
tion  der  Uymphwege  und  wahrem!  der  Aufnahme  des  Kettes  beob- 
achtet werden. 

Bei  der  Aufsicht  auf  die  freien  Zellenflachen  eines  in  der 
Kellresorption  befindlichen  Darmes  gewahrt  man,  auch  wenn  der 
Inhalt  der  Epithelien  durchaus  klar  ist,  an  den  Berührungspunkten  je 
dreier  Zellen  dunkle,  durch  Ueberosminmsauro  geschwärzte  Punkte, 
eine  Beobachtung,  die  ich  in  Uebereinstimmung  mit  Watney  nahezu 
regelmässig  gemacht  habe.  Das  Feit  inuss  also  auch  zwischen  den 
Zellen  hindurchgeführt  werden  können.    Siehe  Taf.  VI,  Fig.  10. 

Noch  übersichtlicher  stellt  sich  ein  Weg  zwischen  Epillielialzellen 
nach  künstlichen  Einspritzungen  dar.  Auf  Durehschnillspraparalen  er- 
scheinen zwischen  je  zwei  Zellen  feine  blaue  Streifen,  die  sich  der 
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ganzen  Zelle  entlang  hinziehen.  Da  sich  die  blauen  Strassen  auch 
an  Zotten  finden,  die  keineswegs  strotzend  gefüllt  sind,  so  gewinnt 
die  Annahme  vorgebildeter  oder  leicht  herstellbarer  Spalten  zwischen 
den  Zellen  an  Hoden. 

Nicht  minder  als  die  angeführten  Thatsachen  spricht  für  die 
Befähigung  zur  eigenen  Bewegung  der  Epilhclialzcllcn  ihr  Haften  auf 
der  ZottenflUche.  Wie  könnte  ein  aus  unbeweglichen  Zellen  gebilde- 
ter Saum  seine  Berührung  mit  dem  Boden  bewahren,  der  sich  gleich 
dem  der  Zottenoberllüche  ausdehnt  oder  zusammenzieht.  Keinenfalls 
wird  die  Anpassung  der  unleren  Epithelial-  an  die  veränderliche 
äussere  Zottenllache  durch  die  Annahme  einer  Vcrkiltung  erklärlich. 
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Tafel  I. 

Fi}?.  I.    Verlauf  der  a.  rnesnraica  im  Mesenterium. 

Fig.  i  u.  3.  Aniridie  Netze  auf  der  Tunica  stibmucosa.  —  Die  Dnrmwnnd  ist 
in  Fig.  .1  im  Bereiche  in  Fi«,  t  gegenüber  .lern  Mesenterialaiisalz  auf- 
geschnitten, um  einerseits  «las  liebiet  der  kurzen  und  rückläufigen, 
anderseits  das  der  langen  Arterien  unversebrl  darzulegen. 
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Tafel  II. 

Fig.  1  Muskelring  um  ein«»  Vene,  die  aus  der  Schleimhaut  hervorkommend  die 
Muscularis  mucosae  durchsetzt. 

Fig.  2.  Venöse  Netze  auf  der  tunica  subtnucosa.  Das  Netz  wurde  an  manchen 
Orten  weniger  dicht  als  es  in  Wirklichkeit  ist  wiedergegeben,  um  den 
Heichthum  an  Vencnbiillchcn,  von  denen  einige  mit  V.  b.  bezeichnet  sind, 
deutlich  hervortreten  zu  lassen.  Das  Gebiet  der  kurzen  Venen  setzt  sich 
deutlich  gegen  das  der  langen  ab. 

Fig.  3.   Gin  Venenbällchen  bei  hoher  Vergrüsserung. 

Fi«-  Verlauf  der  Venen  in  der  Zwischeumuskel -Schicht.  Durch  die  Spalten 
—  engere  und  weitere  -  dringen  aus  der  Tunica  submueusa  Venen  hervor. 
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Fig.  1 .   Uebersicbtliche  Darstellung  der  aus  und  in  Heller  s  Plexus  gehenden  Zweige. 
Arterien  rotb  —  Capillarcn  farblos»,  schwarz  umgrenzt  —  Venen  blau. 


Fig.  ?.  Uebcrsichtliche  Darstellung  des  Gefässverlaufs  am  ganzen  Darm.  Hit  Aus- 
nahme der  Venenbällchen  möglichst  streng  den  wirklichen  Verhältnissen 
am  stark  ausgedehnten  Darm  nachgebildet.  —  Die  Mucosa  ist  weiss, 
die  Muscularis  mucosae  ist  dunkelgelb,  die  Tunica  submueosa  ist  grau,  die 
Kreismusculalur  ist  rosa,  die  Längsmusculatur  hellgelb  gefärbt  —  Arterien 
Zinnober,  Venen  Berlinerblau.  Auf  dem  von  innen  her  durch  den  Aus- 
schnitt aus  der  Schleimhaut  <V  S'  *S"  sichtbaren  Theil  der  Tunica  sub- 


mueosa ist  der  Verlauf  der  kurzen  Gefässe  sichtbar.  Auf  der  durch  den 
Ausschnitt  in  der  Muskclhaut  sichtbaren  Flüche  der  Tunica  submueosa  ist 
der  Verlauf  der  langen  und  rückläufigen  Gefässe  eingetragen.  -  -  Abwei- 
chend vom  wahren  Sachverhalt  ist  auf  dieser  Fläche  der  grosseren  Deut- 
lichkeit wegen  die  Arterie  nach  aussen  von  der  Vene  eingezeichnet. 


Nähere 


an  der  Figur. 
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Tafel  IV. 


Fig.  I.   l'ebersichtlich  dargestellter  Verlauf  der  LymphgePässe  io  der  Schleimhaut. 

—  Neben  einer  durch  lOproc.  Na  CT-Lösung  ausgestreckten  Zotte  mehrfache 
verkürzte  mit  der  centralen  Muhle  und  der  spiraligen  Spitzenröhre.  — 
Die  aus  dem  l'nterzottengellecht  geradlinig  absteigenden  Gcfässe  bilden  am 
Grunde  der  Crypten  das  Schleimhautgcllecht,  und  ziehen  von  da  entweder 
über  die  Follikelhaufen  oder  unmittelbar  in  die  Tunica  submucosa.  — 
Die  Tunica  muscularis  hört  vor  den  Follikeln  auf. 

Fig.  S.  l'ebersicht  der  Lvmphgefus.se  in  der  Darmwand.  Auf  den  Durchschnitten 
ist  die  Schleimhaut  weiss,  Muscularis  mucosa  blau,  Tunica  submucosa 
rosa,  Muscularis  eircularis  gelbroth,  Muscularis  longiludinalis  gelb  gefärbt. 

—  Zu  beachten  die  Gellechtbildung  bei  An-  oder  Abwesenheit  der 
Lymphfollikel. 
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Tafel  V. 


Fig.  1.  Die  spiralige  Spilzenröhrc  mit  ihren  feinen  Ausläufern.  Hohe  Vergröße- 
rung, Injection  mit  Berlinerblau.  —  Das  Epithel  ist  abgezogen. 

Fig.  t.  Durchschnitt  durch  eine  Zotte.  —  In  ehromsaurem  Kali  gehärtet,  mit 
Haematoxylin  gefärbt.  Das  Epithel  entfernt.  —  Am  Rand  der  Zotte  liegen 
Spindelzcllen  /.  /  —  die  weissen  Kreise  wie  z.  B.  c,  c  sind  durch- 
schnittene Capillaren,  die  sämmtlichen  tiefer  bläulich  gefärbten  Flächen 
gleich  »»  sind  durchschnittene  Muskelbündel.  —  Stärkere  Bündel  umgeben 
den  Centraikanal  —  die  weisse  Spalte  im  Mittelpunkt  der  Figur  — .  andere 
umkreisen  die  Durchschnitte  der  Zotlcnartcrie  und  einer  Vene,  noch  andere 
liegen  den  Capillaren  nahe. 

Fig.  3  u.  i.  Abschnitte  des  Zottenuianlels,  welcher  sich  nach  längerer  Einwir- 
kung  einer  i  0  procenligen  Na  Cl~ Lösung  abheben  lässl.  bei  verschiedener 
Vergriissening.  Zu  unterscheiden  sind  die  Netze  der  Capillaren  mit  den 
blauen  Kernen  der  Wand ,  die  Spindelzellen,  deren  grosse  Achse  senk- 
recht zur  Zoltenlängc  läuft,  und  die  Muskclbiindel ,  welche  in  der  Zolle 
emporsteigen. 

Fig.  5  u.  6.  Verhällniss  der  Spindelzellen  zum  Reticulum.  In  Fig.  5  erscheinen 
die  Spindelzellen  /  in  der  Flächen-,  in  Fig.  6  in  der  Seitenansicht. 

Fig.  Ii  giebt  ausser  dem  Uchergang  der  Ausläufer  von  Spindelzellen  /  in  die  Fäden 
des  Reticulum  noch  die  Darstellung  von  isolirtcn  Muskelzellcn  w»,  von  Reli- 
culumzellen  r.  von  Leukocyten  innerhalb  des  Reticulum  /  m  und  zwischen 
«len  Epilhelicn  x.  Beachtenswerth  sind  die  zackigen  Fortsätze,  welche 
unterhalb  des  Kerns  aus  den  Epithclialzcllen  hervorkommen. 

Fig.  1.  Querschnitt  durch  eine  Zolle,  die  von  den  Lymphgcfässen  aus  mit  Berliner- 
blau injicirl  wurde.  Aus  dem  Centralkanal  haben  sich  feine  Ströme 
zwischen  die  Leukocyten  zu  dem  Epithelium  und  von  da  aus  zwischen 
die  Zellen  des  letzteren  bis  zur  freien  Oberfläche  ergossen,  a  Epithclial- 
zellcn  im  Querschnitt  von  blauen  Punkten  durchsetzt,  b  Epithelialzellen 
im  Längsschnitt  von  blauen  Streifen  umsäumt. 

Fig.  8.    Querschnitt  durch  die  Zotle  eines  in  Fetlvenlaunng  begriffenen  Darmes. 
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Tafel  VI. 


Fig.   1.    Elastisch«  Haut  über  der  Musculuris  mucosae  mil  zahlreichen  Oefmungen. 

durch  welche  die  Blutgefässe  aus  der  Tunica  submueosa  in  die  Schleim- 
haut übergehen. 

Fig.  2.  Klastische  Grundlage  der  Membrana  granulosa.  Auf  dem  grüsslen  Theil 
des  Präparates  waren  die  Zellen  der  Granulosa  weggepinselt,  an  einem 
kleinem,  dem  tiefrolhen ,  erhalten.  In  den  Maschen  des  elastischen 
Netzes  liegen  Zellen,  welche  grösser  sind  als  die  der  granulirten  Schicht. 

Fig.  3.  Aufsicht  auf  die  von  der  Membrana  granulosa  gebildeten  Nischen  zur 
Aufnahme  des  blinden  Endes  der  Crypten. 

Fig.  4  u.  ».  Längenschnitte  durch  die  blinden  Enden  der  Crypten  aus  einer 
Schleimhaut,  die  anhaltend  in  l  flprocentiger  jYflCZ-LÖsurig  gelegen  halte  und 
dann  mit  künstlichem  Magensaft  digerirl  war.  a  elastische  Hülle  der 
Crypten,  h  Tunica  granulosa,  c  elastische  Unterlage  derselben  und  Reste 
der  Muscularis  mucosae. 

Fig.  6  u.  7.  Flachschnitte  durch  die  Schleimhaut  nahe  der  freien  Crypteninün- 
dung.  Behandlung  des  Präparats  mit  lOproc.  Na  C7-Lösung  und  nachträg- 
lich mil  künstlichem  Magensaft,  oder  mit  Jproc.  Natronlauge.  —  b  Gerüst 
der  Crypten,  «  elastische  Fasern,  die  sich  mil  feinen  Fäden  in  das  Gerüst 
b  fortsetzen  und  mit  starken  Fäden  eine  grössere  Zahl  von  Crypten  um- 
greifen, c  Inseln,  auf  welchen  die  Gcfasse  und  Muskeln  aus  tieferen 
Schleimhaulschichlen  zu  den  Zollen  aufsteigen. 

Fig.  8.    Aufsich»  auf  den  Stäbchensaum  einer  Epithelialzelle 

Fig.  9.  Stäbchensaum  in  der  Seitenansicht;  den  einzelnen  in  Gliedern  des  Saums 
ist  eine  geringere  Schwellung  kurz  oberhalb  ihrer  Kinpflanzung  in  das 
Protoplasma  zugewiesen,  siehe  Seite  86  der  Abhandlung. 

Fig.  10.  Aufsicht  auf  das  F.pithelium  eines  in  Fettverdauung  begriffenen  Darmes. 

Die  schwarzen  Punkte  an  den  Orten,  wo  3  Zellen  aneinander  grenzen, 
sind  die  mit  Fett  erfühlen  Canälchen  zwischen  den  Kpithelialzcllen. 
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Ablutndl.  J  K-  ii.-«,U»cb.  <«.  WUhcaach.  XXIV. 


Als  wir  im  Anschlüsse  an  unsere  Arbeit  Uber  das  menschliche 
Handgelenk  untersuchten,  in  wie  weit  von  der  Möglichkeit  der  Bewe- 
gungen, wie  sie  der  Gelenkuiechanismus  an  sich  bietet,  im  Leben 
Gebrauch  gemacht  wird,  zeigte  sich  bei  den  Bewegungen 
in  den  Metacarpo-Phalangalgelenken  des  2.,  3.  und  4. 
Fingers  (die  am  Bande  der  Hand  gelegenen  Finger,  Daumen  und 
5.  Finger,  wurden  noch  nicht  in  den  Bereich  der  Untersuchung  gezogen) 
eine  Beschriinkung  der  Bewegungen,  die  in  dem  Mechanismus  des 
Gelenkes  selbst  nicht  gegeben  war,  und  eine  Gleichheil  der  Bewe- 
gungsart mit  der  der  Hand  in  den  Carpalgeleuken. 

Die  kugligc  Form  des  Metacarpo-Phalangalgelenkes,  die  sich 
durch  eine  Keihe  von  Gelenkschnitten  feststellen  liess,  würde  an  sich 
der  Grundphalange  dieselbe  Beweglichkeit  gestatten,  wie  das  Hüft- 
gelenk dem  Femur.  Man  würde  eine  Beweglichkeit  von  3  Graden 
der  Freiheit  haben.  Man  würde  nämlich  nicht  nur  einen  beliebigen 
Punkt  der  Grundphalange  inuerhalb  der  durch  die  Dimensionen  der 
Knochen  und  Gclenkfliichen  gesetzten  Grenzen  an  jede  Stelle  seiner 
zugehörigen  Kugelflache  bringen  können,  was  2  Grade  der  Freiheit 
bedingt,  sondern  man  würde  auch  bei  Festlegen  des  Knochenpunkles 
an  einer  Stelle  seiner  Kugelfläche  den  Knochen  noch  um  eine;  Achse 
rotiren  können,  die  durch  den  Knochenpunkt  und  den  Mittelpunkt 
der  Kugel  geht,  wie  dies  beim  Femur  und  Humerus  in  der  Thal 
möglich  ist,  und  damit  den  3.  Grad  der  Freiheit  gewinnen. 

Es  zeigte  sich  aber,  dass  dieser  3.  Grad  der  Freiheit  für  die 
betreflenden  Metacarpo- Phalangalgclenke  fehlte.  Der  Versuch,  der 
dies  ergab,  wurde  in  folgender  Weise  angestellt.  An  dem  in  den 
Interphalangalgelcnken  festgestellten  ausgestreckten  Finger  wurde  ein 
5mm  breiter,  150  mm  langer  Spiegelstreifen  senkrecht  zur  Längsachse 
des  Fingers  befestigt  und  der  refleclirte  Streifen  des  Sonnenlichtes 
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auf  eine  grosse,  mil  weissem  Papier  bespannte  Tafel  geworfen. 
Wenn  nun  in  irgend  einer  bestimmten  Lage  der  Kinger  durch  seine 
eigenen  Muskeln  festgehalten  wurde,  so  ergab  sich,  dass  der  Lichl- 
slreifcn  nicht  mehr  gedreht  werden  konnte  und  ferrner,  dass  derselbe 
jedesmal,  wenn  der  Finger  erst  in  andere  Lagen  gebracht  und  endlich 
wieder  in  seine  frühere  Stellung  zurückgeführt  wurde,  genau  mil 
dem  früheren  Bilde  zusammenfiel. 

Diese  Beobachtung  forderte  auf,  die  Erscheinung  genauer  zu 
untersuchen  und  die  Untersuchung  zugleich  auf  das  Carpalgelenk 
auszudehnen,  da  nach  unseren  früheren  Befunden  etwas  Aehnlichcs 
auch  hier  sich  erwarten  liess. 

In  der  Literatur,  wenigstens  in  den  Hauptwerken  und  Hand- 
büchern, die  doch  den  Stand  des  jetzigen  anatomischen  Wissens 
wiedergeben,  ist  wenig  über  die  kinematischen  Verhallnisse  dieser 
Gelenke  zu  tinden.  Fast  Uberall  wird  angegeben,  dass  das  Mctacarpo- 
Phalangalgelenk  des  2.,  3..  4.  Fingers  ein  Kugelgelenk,  freies  Gelenk, 
eine  Arlhrodie  sei.  Darüber  aber,  ob  in  diesem  Gelenke  active  oder 
passive  Botationsbewegungen  um  die  Längsachse  der  Grundphalange, 
Bol hingen,  möglich  sind,  fehlen  bestimmte  Angaben.  Ks  könnte 
sein,  dass  vielleicht  eine  oder  die  andere  Specialuntersuchung  von 
uns  Ubersehen  worden  ist.  Es  lag  aber  von  vornherein  gar  nicht 
in  unserer  Absicht,  einen  vollständigen  historischeu  Bericht  zu  geben, 
sondern  es  sollte  aus  der  Literatur  nur  der  Nachweis  geliefert  werden, 
dass  die  vorgenommene  Untersuchung  nach  dem  jetzigen  Stand  des 
anatomischen  Wissens  berechtigt  ist. 

Nach  Biciiat  (Traite  d'Anatomie  descriptive.  Paris  1801.  T.  1. 
p.  353}  tinden  sich  in  den  betreffenden  Gelenken  nur  Bewegungen 
der  Flexion,  Extension,  Adduction  und  Abduclion. 

Criveilhier  (Cours  d'Ktudes  analomiques.  Paris  1830.  T.  1.  2. 
p.  957)  rangirt  das  Gelenk  unter  die  articulalions  condyliennes  und 
schreibt  ihm  nur  die  Bewegungen  der  Flexion,  Extension,  Adduction 
und  Abduclion  zu,  genau  so  wie  Bichat. 

E.  H.  Weder  (Hildbbrandt's  Anatomie  IL  Bd.  1833.  p.  260) 
nennt  das  Gelenk  ein  freies,  eine  Arthrodia,  so  dass  es  nach  allen 
Gegenden  hin  bewegt  werden  kann,  spricht  aber  auch  nur  von 
Flexion,  Extension,  Adduction,  Abduclion  und  gibt  nichts  darüber  an, 
ob  auch  Botation  um  die  Langsachse  ausführbar  sei  oder  nicht. 


Digitized  by  Google 


•VI 


Das  Grsryz  der  Bewegung  f.n  in  den  Gri.rnkrn  etc. 


20Ö 


Diese  Frage  nach  der  Rolation  um  die  Längsachse  des  bewegten 
Knochens  scheint  zuerst  Hermann  Mryrr  Schürfer  ins  Auge  gefasst 
zu  haben;  er  schreibt  (Lehrbuch  der  Anatomie,  Leipzig  187*1.  |>.  48): 
»Die  gemischte  Gelenkflüche  ist  eine  Combination  der  Cylinderflüche 
mit  einer  Kugelflüche  in  der  Art  ,  dass  die  letztere  sich  unmittelbar 
an  die  erster«  anreiht.  Die  entsprechende  Hohlflilche  ist  ein  kleiner 
Theil  einer  hohlkugligen  Flüche  (also  eine  eavitas  glenoides};  wenn 
diese  auf  der  Cylinderflüche  steht,  sind  nur  Ginglymusbewegungen 
möglich.  Steht  sie  dagegen  auf  der  Kugelllüche,  so  sind  die  Arlhrodie- 
bewegu ngen  möglich;  wir  nennen  deshalb  diese  Art  von  Gelenk 
Ginglymo-Arlhrodie.  In  demselben  geschehen  die  Bewegungen  im 
Sinne  des  Ginglymus  um  die  Achse  der  Cylinderflüche,  die  Arlhrodie- 
bewegungen  dagegen  um  den  Mittelpunkt  der  Kugelflüche,  welche 
einen  kürzeren  Halbmesser  hat,  als  der  Cylinder.  Zu  dieser  Art 
von  Gelenken  gehören  Sciten- 


Fig.  1. 


bünder  (ligamenta  lateralia), 
welche  wührend  der  Gingly- 
musbewegung  gespannt,  wäh- 
rend der  Arthrodicbewegungen 
dagegen  schlaff  sind.  —  Ge- 
lenke dieser  Art  sind  z.  B.  die 
Melacarpo  -  Phalangalgelenke 
der  Hamb« 

In  dem  Schema  für  diese 
neue  Art  von  Gelenkform, 
welches  Mryrr  auf  S.  49  ab- 
bildet, und  das  hier  in  Copie 
wiedergegeben  ist ,  macht 
Mryrr  Angaben  Uber  die  Form 
des  Gelenkkopfes,  die  mit 
unseren  Messungen  nicht  über- 
einstimmen ;  denn,  wie  schon 
oben  angegeben  wurde,  fanden 
wir  an  einer  Reihe  von  Durch- 
schnitten durch  die  Metacarpusköpfchen ,  dass  es  sich,  soweit  die 
Gelenkflüche  in  Frage  kommt,  hier  um  eine  Kugelflüche  handelt. 
Ferner  würde  aus  den  Meyer'scIicii  Angaben  eine  Incongruenz  der 


Schema  der  G  i  n  g  I  y  m  o  -  A  r  t  h  r  o  d  i  e. 

C  Mittelpunkt  (Seitenansicht  der  Drehachse)  der 
ninglymusflüchc  ab,  c  Mittelpunkt  der  Arllirodie- 
flache  hd,  I,f  forlgesctite  Pcripherielinie  der 
Ginglymusfluchc,  durch  welche  es  deutlich  wird, 
diiss  das  Lutcralband  CA  in  der  Stellung  /  des 
bewegten  Knochens  gespannt,  in  der  Stellung  L 
desselben  aber  schlaff  sein  muss. 
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Gelenkflachen  rcsultiren.  Denn  die  Pfanne  der  Grundphalange  kann 
nicht  zugleich  auf  eine  Gylinderflächc  und  eine  Ktigelfliichc  passen, 
zumal  wenn  noch  die  Angabt;  dazu  kommt,  dass  beide  verschieden 
grosse  Radien  haben.  Auch  ist  es  bemerkenswert!! ,  dass  Mevkh  in 
seinem  Hauptwerke  Uber  die  Gelenke,  welches  im  gleichen  Jahre 
erschienen  ist,  auf  das  wir  auch  später  nochmals  zurückkommen 
müssen,  gar  nicht  den  Ausdruck  Ginglymo-Arthrodie  gebraucht,  als 
er  auf  das  Melaearpo-Phalangalgelenk  zu  reden  kommt  'vgl.  Statik 
und  Mechanik  des  menschlichen  Knochengerüstes,  1873). 

Trotzdem  aber  scheint  der  Name  sich  einbürgern  zu  wollen, 
wenn  gleich  die  Bezeichnung  Ginglymo-Arthrodie  an  sich  schon  einen 
inneren  Widerspruch  enthalt.  Ks  wird  für  Manche  wohl  durch 
diesen  Namen  der  Unbequemlichkeit  aus  dem  Wege  gegangen,  mit 
einer  Gelenkform  operiren  zu  müssen,  die  nur  einen  Theil  von 
den  Bewegungen  zeigt,  die  man  sonst  gewohnt  ist,  aus  ihr  abzu- 
leiten. 

Lisciika  (Anatomie  der  Glieder,  Tübingen  1 805.  p.  I  ii),  der  sonst 
so  peinlich  genau  ist,  aeeeptirt  diesen  Ausdruck  Ginglymo-Arthrodie. 
Kr  sagt  wörtlich  Folgendes:  »Mit  den  Köpfchen  der  Mittelhandknochen 
erzeugen  die  Grundphalaugen  der  Finger  Gelenke,  welche  sowohl 
hinsichtlich  des  Baues,  als  auch  der  Function  eine  derartige  Mischung 
von  Gharnier  und  Arthrodie  bilden,  dass  es  in  gewissem  Sinne  schon 
zulüssig  ist,  sie  mit  II.  Meyer  als  Ginglymo- Arthrod  ieen  zu 
bezeichnen.  Obwohl  die  BeschalTenheit  der  Contaetfltfchen  die  Mög- 
lichkeit einer  allseiligen  Bewegung  involvirl,  so  bleibt  doch  factisch 
d e r  starken  S e i t  e n b ä  n d e r  vv e g e n  [?  '?]  die  D r e h u u g  um 
eine  in  der  Richtuug  der  Fingerlange  verlaufende  Achse 
so  gut  wie  ausgeschlossen,  so  dass  also  nur  Beugung  und 
Streckung  um  eine  quer,  ferner  Ab-  und  Adduction  um  eine  sagiltnl 
durch  das  Capilulum  gehende  Achse,  sowie  Kugelbewegungen  als 
Gombinalion  aller  übrigen  Kxcurse  erreichbar  sind.« 

Nach  Hirti.  (Anatomie  des  Menschen.  Wien  1875.  p.  339)  ist 
die  Articulalio  melacarpo-phalangea  für  Zeige-,  Mittel-,  Ring-  und 
Ohrfmger  eine  Arthrodie,  welche  Beugung  und  Streckung,  Zu-  und 
Anziehung,  aber  keine  Aehsendrehung  des  Fingers  erlaube. 

Nach  Kiuisk  (Anatomie.  Hannover  1870.  Bd.  II.  p.  II  I  u.  f.) 
reprüsenliren  die  Köpfrhen  der  Metacarpalknochen  annähernd  Halb- 
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kugeln,  und  die  Configuration  ist  also  im  Allgemeinen  einer  Arlhrndie 
entsprechend;  jedoch  ist  Adduction  und  Abduction  der  Finger  nur 
in  der  Strecklage  und  auch  in  dieser  keine  Drehung  um  die 
Längsachse  möglich. 

Lam;er  (Anatomie.  Wien  1882.  p.  78)  schreibt:  »Der  Form  der 
Capitula  entsprechend  waren  in  diesen  Gelenken  Ginglymus-Bewe- 
gungen  gemacht,  mit  grösserer  Palmarflexion,  aber  nur  geringer  Dorsal-, 
flexion;  ist  aber  die  Pha lange  in  die  Strecklage  gebracht,  so  lassen 
sich  auch  Lalcralbevvegungen  ausführen.«  Von  einer  Rotation  um 
die  Lungsachse  erwähnt  er  nichts. 

In  der  Anatomie  von  Henle  (BHnderlehre,  1872.  p.  107  u.  f.) 
findet  sich  neben  der  genauen  und  ausführlichen  Beschreibung  der 
Bünder  nur  wenig  über  die  Gelenkbewegungen  angegeben.  Nach 
Henle  tragen  die  Köpfchen  der  Metacarpalknoclien  kuglige  Gelcnk- 
flüchen  von  9  mm  Radius.  »Die  accessorischen  Seitenblinder  werden 
durch  die  Bewegung  der  Finger  gespannt  und  widersetzen  sich 
alsdann  der  Rotation  der  Grundphalange  um  ihre  Längsachse.« 

[Eine  Rotation  wäre  also  sonst  möglich?] 

Cruveiliiier  Fils  (Anatomie  descriptive.  Paris  1877.  T.  1.  p.  385) 
schreibt  dem  Gelenke  vier  Bewegungen  zu,  von  denen  zwei  limilirt 
sind;  er  sagt:  »d'apres  la  disposition  des  surfaces  artieulaircs,  il  est 
evident,  que  celle  articulation  doit  executcr  des  mouvements  dans 
les  quatre  sens  prineipaux  et,  consequem men l,  des  mouve- 
ments de  circumduetion.« 

Allen  Thomson  (Quain's  Anatomy  Vol.  I.  London  1882.  p.  163) 
findet  bei  den  betreffenden  Gelenken  keine  Rotation,  während  Rekves 
(Human  Morphology.  London  1882.  Vol.  I.  p.  205)  ausdrücklich 
diesen  Gelenken  Flexion,  Extension,  Abduction,  Adduction,  Rotation 
und  Circumduetion  zuerkennt. 

Am  Eingehendsten  ist  das  Gelenk  in  den  Specialwerken  von 
Meyer  und  Henke  behandelt  worden,  die  unter  dem  Titel  Statik 
und  Mechanik  des  menschlichen  Knochengerüstes,  Leipzig 
1873,  und  Handbuch  der  Anatomie  und  Mechanik  der 
Gelenke,  Leipzig  1863,  bekannt  sind. 

Meyer  behandelt  in  seiner  Statik  und  Mechanik  das  Metacarpo- 
Phalangalgolenk  viel  eingehender,  als  in  seiner  Anatomie,  macht  aber 
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auflallendorweise  keinen  Gebrauch  von  dem  durch  ihn  eingeführten 
Namen  der  Ginglymo-Arthrodie. 

Kr  gibt  I.  c.  p.  179  Folgendes  au:  »Gegen  den  Miltelhand- 
knochen  hat  der  Finger  ein  volares  Bewegungsvermögen  von  ungefähr 
90".  In  der  Streckstellung  ist  die  Articulation  zwischen  der  Grund- 
phalanx  und  dem  Capitulum  des  Metacarpusknoe.hens  ein  freies 
Gelenk,  in  welchem  übrigens  die  Rotation  nicht  in  deut- 
lich erkennbarer  Weise  in  die  Erscheinung  tritt.  In  der 
Beugeslellung  ist  dagegen  die  Grundphalanx  unbeweglich  festgestellt 
durch  die  straffe  Spannung  der  Lateralbiinder.  Beim  Lebergang  in 
die  Beugestellung  nehmen  die  möglichen  seitlichen  Bewegungen  all- 
mählich ab,  die  flexorischen  bleiben  zuletzt  noch  allein  übrig,  und 
es  erfolgt  dann  Feststellung.  ' 

Hknkk  (I.  c.  p.  189)  bemerkt  Folgendes: 

»Alle  Fingerglieder  passen  mit  einer  Pfanne  ihrer  Basis  auf  Gelenk- 
kopfo  der  .Mittelhandknochen  oder  der  denselben  naher  gelegenen 
Glieder,  welche  alle  von  hinten  nach  vorn  gebogen  sind,  auf  denen 
sie  also  um  quere  Achsen  sich  drehen,  beugen  und  strecken  können. 
Zwischen  den  einzelnen  Fingergliedern  findet  keine  andere  Bewegung 
statt.  Der  ganze  Finger  aber  hat  gegen  die  Mittelhand  noch  geringe 
andere  Verschiebungen.  Die  Gelenk  köpfe  der  Mittelhand- 
knochen  haben  ausser  der  convexen  Biegung  in  der  Richtung  von 
hinten  nach  vorn  eine  so  gut  wie  vollkommen  ebenso  starke  in  der 
queren  Richtung,  können  also  als  Stücke  von  Kugeln  betrachtet 
werden  und  unterscheiden  sich  von  den  kugligen  Gelenkköpfen  der 
grossen  Arlhrodieen  nur  dadurch ,  dass  das  Stück  einer  Kugelober- 
flttche,  welches  sie  darstellen,  ein  lunglicher  Streifen  derselben  ist, 
mit  dem  grössten  Durchmesser  von  hinten  nach  vorn,  mit  dem  kleineren 
in  der  queren  Richtung,  so  dass  die  Pfanne,  an  welcher  dieser 
Unterschied  nicht  besteht,  in  der  Richtung  von  hinten  nach  vorn 
sehr  weit,  in  querer  Richtung  dagegen  nur  wenig  über  ihn  hin- 
gleiten kann,  ohne  den  Rand  des  Kopfes  zu  erreichen,  oder  zu 
Uberschreiten,  so  dass  schon  dadurch  die  Beugung  und  Streckung 
auch  hier  überwiegend  wird.  Ausgeschlossen  wäre  aber  durch 
die  Form  der  Gelenkköpfe  keine  Art  von  Drehung  um 
den  Mittelpunkt  ihrer  Krümmung.  Nur  am  vorderen  Ende 
treten  zuweilen  an  den  Seitenrllndern  der  Rolle,  die  hier  überhaupt 
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etwas  breiter  wird,  vorspringende  Streifen  hervor,  die  nur  von  hinten 
zu  vorn  gebogen  sind,  an  denen  demnach  die  Planne,  wenn  sie 
durch  Beugung  hierhin  gekommen  ist,  nur  noch  diese  einfache  Be- 
wegung fortsetzen,  aber  nicht  mehr  seitwärts  verschoben  werden 
kann.« 

Ferner  auf  p.  191  u.  ff.: 

»Man  könnte  zwei  Arten  Drehung  um  den  Mittelpunkt  der  Kugel, 
von  welcher  der  Gelenkkopf  ein  Streifen  ist,  annehmen,  die  ausser 
der  um  die  quere  Achse  noch  möglich  sein  mUssten,  wenn  es  die 
Bänder  nicht  verhinderten,  die  auch  wirklich  beide  vollkommen  rein 
ausfuhrbar  sind,  wenn  man  die  Seitenblinder  gelrennt  hat,  Drehung 
um  eine  der  Länge  der  Finger  entlang  gerichtete  Achse, 
Rotation,  und  Drehung  um  eine  von  hinten  nach  vorn  gerichtete. 
Ab-  und  Adduction.  Ersterc  ist  auch  bei  der  Erschlaffung  der  Seiten- 
httnder  in  der  Streckung  so  gut  wie  ganz  unmöglich,  letztere  fast 
rein  und  frei  ausfuhrbar,  jedoch  mit  einem  kleinen  Anlheil 
erste  rer  dabei.« 

Aus  den  Berichten  von  Meyer  und  Henke  geht  hervor,  dass  beide 
Forscher  in  den  Gelcnkformen  an  sich  kein  Hindcrniss  für  die  Ro- 
tation um  die  Lttngsachsc  erblicken,  die  weiterhin  von  uns 
ein  für  alle  Mal  als  Holding  bezeichnet  werden  soll,  um  jedem 
Missvcrstündniss  zu  begegnen.  Darin  aber,  in  wie  weit  Kollungen 
an  den  betreffenden  Gelenken  wirklich  auftreten,  scheinen  sie  zu 
differiren,  oder  darüber  drücken  sie  sich  wenigstens  nicht  klar  genug 
aus.  Zum  Mindesten  ist  nicht  ersichtlich,  ob  sie  Messungen  der  Kollun- 
gen vorgenommen  haben  und  ob  sie  diese  Messungen  am  lodten  Gelenk 
oder  an  den  Bewegungen  der  lebendigen  Hand,  wie  sie  solche  selbst 
ausführt,  ohne  äussere  Gewalt  anstellten.  Der  Salz  von  Meyer,  dass 
die  Rollung  in  die  Erscheinung  trete,  aber  nicht  iu  deutlich  erkenn- 
barer Weise,  ist  nicht  recht  verständlich  und  fordert  wenigstens  zu 
erneuter  Untersuchung  des  Gegenstandes  auf. 

Da  es  sich  gleich  beim  Beginne  der  Untersuchung  zeigte,  dass 
an  diesen  Gelenken,  ebenso  wie  am  Carpalgelenk,  die  Bewegungs- 
versuche an  der  todlen  Hand  andere  Erscheinungen  boten  als 
an  der  lebenden,  so  erschien  es  angezeigt,  die  lebendige  Hand 
zum  Gegenstand  der  Untersuchungen  zu  wühlen.  Die  Untersuchungen 
an  der  todten  Hand  geben  nur  Aufschluss  über  die  Möglich- 


Digitized  by  Google 


210 


Wii.ii.  Braune  vm  Ö.  Fischer, 


[10 


keilen  der  Bewegung  im  Gelenk,  nicht  aber  darüber,  in  wie  weil 
von  diesen  Möglichkeiten  im  Leben  Gebrauch  gemacht  wird. 

Es  zeigt  sich,  dass  an  der  unverletzten  todten  Hand,  also 
selbst  bei  Erhaltung  der  Seit enbandcr,  bei  gewissen  Stel- 
lungen Rolltingen  (Rotationen  um  die  Längsachse)  im  Metacarpo- 
Phalangalgclenk  ausführbar  sind,  wie  sie  in  gleicher  Grosse  am 
Lebenden  niemals  zur  Erscheinung  kommen.  Daraus  schon  kann 
man  schliessen,  dass  die  Ursache  dieser  Beschrankung  nicht  allein 
in  Bandapparalcu  und  Gelenkformen  liegen  kann,  wie  Henke  nach- 
zuweisen versucht.  Wenn  sich  aber  nun  ferner  auch  am  Lebenden 
noch  zeigt,  dass  die  Bewegungen  der  Grundphalangen  andere  sind, 
wenn  sie  durch  äussere  Gewalt  erzeugt  werden,  als  die,  welche  die 
eigenen  Muskeln  zu  Stande  bringen,  so  ist  daraus  ersichtlich,  dass 
der  eigenen  Muskelwirkung  ein  Hauplantheil  für  diese  Beschränkung 
zuzuschreiben  ist. 

Es  lasst  sich  leicht  constatiren,  dass  an  den  Fingern  in  der 
Strecklagc  des  Metacarpo-Phalangalgelenkes  durch  äusseren  Eingriff, 
z.  B.  durch  Angriff  der  anderen  Hand,  Rollungen  der  Grundphalange 
ausführbar  sind,  die  50 — 70  Winkeigrade  betragen  können,  wahrend 
die  eigenen  Muskeln  des  Fingers  gar  keine  Rollung  mehr  auszuführen 
vermögen,  nachdem  sie  den  Finger  in  irgend  eine  Stellung  gebracht 
haben. 


Der  Spicgelversuch,  der  gleich  anfangs  beschrieben  worden  war, 
und  der  den  eigentlichen  Ausgangspunkt  der  vorliegenden  Unter- 
suchung bildete,  der  auch  mehrfach  wiederholt  wurde,  hatte  das 
Resultat  ergeben,  dass  die  Bewegungen  der  Finger  in  den 
Metacarpo-Phalangalgclcnken  gesetzmlissig  erfolgen.  Wenn 
man  dein  Finger  eine  bestimmte  Flexion  aufzwingl,  die  den  Finger 
von  irgend  einer  Ausgangsstellung  in  eine  Sccundärstellung  bringt, 
die  aber  durch  die  Flexionsgrosse  bestimmt  ist,  so  erfolgt  dabei  ein 
ganz  bestimmter  Grad  der  Rollung  (Rotation  um  die  Längsachse)  des 
Fingers,  die  wir  weder  beabsichtigen  noch  verhindern  können.  Es 
wird  dadurch  der  Finger  für  jede  Stellung  in  ganz  bestimmter  Weise 
orientirl.  Wenn  also  der  Finger  von  der  Lage  P  in  die  Lage  Q 
übergeführt  wird,  mag  man  diese  Bewegung  so  oft  wiederholen  als 
man  will,  so  werden  alle  Punkte  des  Fingers  immer  dieselbe  Lage 
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wieder  einnehmen,  denn  wir  vermögen  eben  nichl  den  in  die  Lage  Q 
gebrachlen  Finger  beliebig  um  seine  Langsachse  zu  rotiren,  zu  rollen. 
Dies  ist  dieselbe  Erscheinung,  welche  für  die  Bewegungen  des  Auges 
als  DoMDEBs'sches  Orientillingsgesetz  bekannt  ist. 

Es  handelte  sich  nun  darum,  für  eine  willkürlich  gewühlte,  aber 
dann  fest  bestimmte  Ausgangsstellung  die  genauen  VVerthe  der  zu 
irgend  einer  SecundHrstellung  gehörenden  Hüllungen  zu  messen.  Dies 
hatte  sich  auch  mit  dem  Spiegelversuch  ausführen  lassen,  jedoch 
würde  die  Rechnung  ziemlich  complicirt  und  in  Folge  dessen  von  sich 
mulliplicirenden  Fehlern  begleitet  gewesen  sein.  Es  wurde  deshalb 
zu  einer  Vereinfachung  der  Methode  geschritten.  Es  gelang  eine 
solche  zu  finden,  die  allen  Anforderungen  genügte,  für  die  Rechnung 
wesentlich  einfacher  als  die  Spiegelmcthode  war,  und  sich  auch  als 
praktisch  ausführbar  erwies.    Die  Methode  ist  folgende: 

An  dem  Finger  waren  zunächst  die  Inlerphalangalgelenke  da- 
durch ausgeschieden  und  der  Finger  selbst  in  einer  steifen  Streck- 
stellung erhalten,  dass  eine  passende  xMctallhülse  übergesteckt  wurde, 
die  von  der  Spitze  des  Fingers  bis  etwa  zur  Milte  der  Grundphalangc 
reichte.  An  dieser  Metallhülsc  war  eine  leichte  Holznadel  in  der 
Verlängerung  des  Fingers  angebracht,  an  deren  Ende  ein  dünner, 
gerader  Stahldraht  von  IG  cm  Lange  rechtwinklig  befestigt  war. 
Die  Entfernung  des  Mittelpunktes  vom  Gelen  kköpfchen  des  Melacarpus 
bis  zum  rechtwinkligen  Ansatz  des  Stahldrahles  wurde  genau  auf 
50  cm  gebracht.  Die  Hand  wurde  nun  durch  festes  Umfassen  eines 
dazu  angefertigten  passenden  Griffes  ruhig  gelegt,  so  dass  alle  Gelenke 
an  der  Handwurzel  ausgeschieden  blieben,  was  durch  einen  zweiten 
Beobachter,  der  die  Hand  fest  umfasste,  noch  ausserdem  controlirl 
wurde.  Zugleich  war  auch  dadurch  das  Radio-Ulnurgelenk  ausge- 
schieden. Nun  wurde  der  Hand  eine  solche  Stellung  gegeben,  dass 
die  hinter  dem  Beobachter  stehende  Sonne  den  Schatten  des  Apparates 
auf  eine  mit  weissem  Papier  bespannte  Tafel  warf,  die  rechtwinklig 
zu  den  Sonnenstrahlen  eingestellt  ward  und  eingestellt  erhalten  wurde, 
so  lange  der  Versuch  dauerte.  Dies  wurde  dadurch  ermöglicht,  dass 
eine  ganz  gerade,  dünne,  etwa  35cm  lange  Holznadel  rechtwinklig 
in  die  Tafel  eingefügt,  und  die  Tafel  in  eine  solche  Stellung  gebracht 
wurde,  bei  der  die  Nadel  keinen  Schatten  mehr  warf.  Bei  der 
kurzen  Dauer  der  meisten  einzelnen  Beobachtungen  war  es  nur  selten 
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nöthig,  die  Tafel  wahrend  der  Beobachtung  in  ihrer  Lage  zu  andern, 
um  sie  rechtwinklig  zu  den  Sonnenstrahlen  zu  erhallen. 

Als  Ausgangsstellung  wurde  die  ungefähre  halbe  Beugung  des 
Fingers  benutzt,  d.  h.  eine  Beugestellung  der  Grundphalangc  zum 
Melacarpus  um  etwa  45".  —  Die  Hand  wurde  nun  durch  Stellungs- 
Undcrung  des  Griffs  an  einein  festen  Stativ  in  eine  solche  Lage 
gebracht,  dass  bei  dieser  Ausgangsstellung  die  Llingsachse  des  Fingers, 
und  somit  auch  der  Holznadel,  senkrecht  zur  Tafel  orientirl  war,  also 
in  die  Richtung  der  Sonnenstrahlen  üel ,  was  man  leicht  an  dem 
Schatten  controliren  konnte. 

Wenn  man  nun  den  Finger  durch  seine  eigenen  Muskeln  von 
dieser  Ausgangsstellung  aus  bis  zu  einer  anderen  Stellung  auf  dem 
kürzesten  Wege  brachte,  so  dass  die  Längsachse  des  Fingers  und 
die  llolznadel  (ihre  Verlängerung)  eine  Ebene  beschrieben,  so  musste 
diese  Ebene  senkrecht  zur  Projectionstafel  stehen,  und  Alles,  was  in 
ihr  vorging,  musste  sich  in  der  durch  die  Sonnenstrahlen  hervorge- 
rufenen Projeetion,  in  ihrem  Schatten,  das  ist  in  diesem  Falle  eine 
gerade  Linie,  abspielen.  Die  llolznadel  war  so  mit  der  Hülse  ver- 
bunden, dass  sie  sich  um  ihre  Längsachse  drehen  liess,  wodurch  es 
möglich  wurde,  die  Stahlnadel  in  alle  möglichen  Richtungen  innerhalb 
der  durch  sie.  bestimmten  Verticalebene  zur  Längsachse  der  Grund- 
phalange zu  bringen.  Wenn  man  nun  die  Stahlnadel  von  vornherein 
durch  Drehung  der  Holznadel  in  die  Bewegungsebene,  welche  durch 
die  Ausgangsstellung  und  Endstellung  der  Holznadel  bestimmt  wird, 
bringt,  so  wird  zunächst  ihre  Protection  in  die  Schnittlinie  der  Bewe- 
gungsebene mit  der  Projectionstafel  fallen  müssen.  Ihr  Schatten  wird 
sich  also  mit  dieser  Schnittlinie  decken.  Solange  bei  dieser  Bewe- 
gung keine  Rollung  des  Fingers  stattfindet,  muss  die  Stahlnadel  in 
der  Bewegungsebene  bleiben,  was  man  am  Schatten  daran  erkennt, 
dass  derselbe  in  der  Richtung  der  Schnittlinie  bleibt.  Jede  Winkel- 
bildung des  Schattens  der  Stahlnadel  mit  der  Schnittlinie  nach  rechts 
oder  links  wird  eine  Rollung  des  Fingers  nach  rechts  oder  links 
anzeigen,  deren  Grösse  sich  aus  dem  Winkel  des  Schattens  der 
Slahlnadel  mit  der  Schnittlinie  berechnen  Uisst. 

Auf  der  Projectionstafel  hatten  wir  vom  Durchschnittspunkt  der 
zu  ihr  senkrechten  Ausgangsstellung  der  Längsachse  des  Fingers  aus 
nach  36,  um    10"  von  einander  verschiedenen  Richtungen  gerad- 
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linige  Strahlen  gezogen ,  diu  die  Schnittlinien  von  den  3ü  zugehörigen 
um  10"  zu  einander  geneigten  Bewegungsebenen  mit  der  Projections- 
lalel  darstellen.  Uni  die  Grösse  der  Rollung  für  die  verschiedenen 
Flcxionsrichtungen  und  Flexionsgrössen  zu  messen,  könnte  man  nun 
so  verfahren,  dass  man  jedes  Mal  durch  Drehung  der  Holznadel  um 
ihre  Langsachse  die  Slahlnadel  in  die  Ebene  bringt,  in  welcher  man 
die  Bewegung  ausführen  will.  Dies  lüsst  sich  daran  erkennen,  dass 
ihr  Schatten  zu  Anfang  der  Bewegung  in  die  zugehörige  Schnittlinie 
füllt.  Man  hat  aber  gar  nicht  nöthig,  jedes  Mal  diese  Drehung  der 
llolznadel  vor  der  Bewegung  auszufuhren ;  denn,  wenn  die  Stahlnadel 
in  der  Ausgangsstellung  mit  der  Bewegungsebene  einen  Winkel  ß 
bildet,  so  muss,  wenn  keine  Kolbing  stattfindet,  dieser  Winkel  der 
Slahlnadel  mit  der  Bewegungsebene  constant  bleiben.  Jede  Aenderung 
dieses  Winkels  zeigt  eine  Rollung  der  Grundphalange  an.  Je  nach- 
dem die  Kolbing  in  dem  einen  oder  in  dem  anderen  Sinne  stattündel, 
wird  sich  der  Winkel  vergrössern  oder  verkleinern.  Wenn  aus  dem 
Winkel  ß  der  Winkel  u>  am  Ende  der  Flexion  geworden  ist,  so  gibt 
[i — <*>  die  Rollung  an;  der  absolute  Werth  von  ß  —  u>  liefert  die 
Grösse,  das  Vorzeichen  von  ß — w  den  Sinn  der  Rollung. 

In  der  Ausgangsstellung  der  llolznadel  ist  die  Stahlnadel  parallel 
der  Projcctionstafel.  In  Folge  dessen  wird  der  Winkel  (3,  den  die 
Slahlnadel  mit  der  beabsichtigten  Bewegungsebene  bildet,  sich  im 
Schatten  auf  der  Projcctionstafel  unverändert  einstellen  als  der  Winkel, 
den  der  Schallen  der  Stahlnadel  mit  der  Schnittlinie  OS  von  Bewe- 
gungsebenc  und  Projcctionstafel  bildet.  Bei  jeder  anderen,  nicht 
verlicalen,  Stellung  der  Holznadel  zur  Projectionsebeue  wird  die 
Stahlnadel  im  Allgemeinen  nicht  parallel  der  Projectionsebeue  stehen, 
und  in  Folge  dessen  der  Winkel  tu  zwischen  Stahlnadel  und  Bewe- 
gungsebene am  Ende  der  Flexion  sich  im  Schatten  nicht  direct  ein- 
slellen.  Es  wird  der  Schatten  der  Slahlnadel  mit  der  Schnittlinie 
einen  Winkel  u>'  bilden,  der  von  tu  verschieden  ist,  mit  Hülfe  dessen 
man  aber  den  Werth  von  u>  gewinnen  kann. 

In  der  Figur  2  auf  S.  I  i  sei  M  der  Mittelpunkt  des  feststehenden 
Metacarpusköpfchens  des  2.  Fingers.  MA  die  Längsachse  des  Fingers 
und  AB  die  Stahlnadel  in  der  Anfangsslellung;  dann  ist  Ali  \\  der 
Projcclionstafel,  und  der  Winkel  [i,  den  die  Projcclion  OF  von  AD 
mit  der  Schnittlinie  OS,  welche  die  Bewegungsrichtung  angibt,  bildet, 
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ist  direct  der  Winkel  zwischen  der  Bewegungsebene  und  der  Stahl- 
nadel  in  der  Anfangsstellung.  Nach  der  Flexion  von  der  Grösse  a 
in  der  Richtung  OS  sei  die  Längsachse  des  Fingers  in  die  Lage 
MA  gekommen,  so  dass  also  MA  mit  MA  den  Winkel  ex  bildet. 
Die  Projection  von  Ä  sei  der  Punkt  A",  der  natürlich  in  der  Schnitt- 
linie OS  liegen  muss.  Die  Stahluadel  hat  jetzt  die  Lage  Alf  ein- 
genommen und  ist  im  Allgemeinen  nicht  mehr  parallel  der  Projections- 
ebene;  deshalb  ist  der  Winkel  u>',  welchen  ihre  Projection  A  B" 
mit  OS  bildet,  nicht  gleich  dem  Winkel  tu,  den  jetzt  die  Stahlnadel 
mit  der  Bewegungsebene  einschliesst. 

Zur  Berechnung  von  tu  aus  <o'  denke  man  sich  in  A  in  der 
Bewegungsebene  eine  Senkrechte  auf  der  Längsachse  des  Fingers 
errichtet  und  von  B'  aus  auf  diese  Senkrechte  ein  Loth  gefüllt,  wel- 
ches letztere  in  C  trifft.  Die  Projection  von  C  sei  6  ".  Der  Winkel, 
den  die  Senkrechte  AC  mit  Aß'  bildet,  ist  dann  der  Winkel  u>, 
den  die  Slahlnadel  Ali'  mit  der  Bewegungsebene  einschliesst;  denn 
die  Ebene  des  Dreiecks  A  B' C  steht  senkrecht  zur  Bewegungs- 
ebene, da  sie  zur  Normalen  in  A  die  Strecke  MA  hat  und  letztere 
in  der  Bewegungsebene  selbst  liegt.  Aus  diesem  Grunde  steht  B'  C  auch 
senkrecht  auf  der  Bewegungsebene  und  ebenso  die  Ebene  B'CC  B", 
welche  B'  C  auf  die  Projeclionstafel  projicirl.  Da  nun  die  Projections- 
tafel  ebenfalls  senkrecht  zur  Bewegungsebenc  gerichtet  ist,  so  wird 
auch  die  Projection  B"  C"  von  B'  C  senkrecht  auf  der  Bewegungs- 
ebene stehen,  also  B'C  parallel  mit  B'C  verlaufen. 

Die  Linie  AC  ist  zur  Projeclionstafel  um  den  Winkel  o  ge- 
neigt. Dies  folgt  daraus:  Zieht  man  von  A  aus  in  der  Bewegungs- 
ebene  eine  Parallele  zu  OS,  so  wird  dieselbe  von  dem  Projcctions- 
slrahl  CC"  geschnitten,  da  sie  mit  C C"  in  derselben  Ebene,  nümlich 
der  Bewegungsebene,  liegt.  Der  Schnittpunkt  sei  D.  Dann  ist  der 
Winkel  CAD  der  Neigungswinkel  der  Strecke  AC  zur  Projeclions- 
tafel. Die  Schenkel  AC  und  AD  dieses  Winkels  stehen  bezüglich 
senkrecht  auf  den  Strahlen  MA  und  MO,  d.  h.  auf  den  Schenkeln 
des  Winkels  A  MO;  folglich  ist  der  Winkel  CAD  gleich  dem 
Winkel  A  MO,  und  da  Winkel  A  MO  der  Flexionswinkel  a  ist, 
so  ist  also 


Ferner  ist  CC"  als  Projeclionsslrahl  senkrecht  auf  A'C";  folg- 
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lieh  ist  CC"  auch  senkrecht  auf  AD,  weil  AI)  \\  A"  C ";  das  Dreieck 
ji'C'iJ  ist  also  ein  rechtwinkliges  mit  dem  rechten  Winkel  bei  D. 

Nun  sind  auch  die  beiden  Dreieke  ABC  und  ABC  recht- 
winklig. Das  erste  hat  nämlich  den  rechten  Winkel  nach  Conslruc- 
tion  bei  6',  das  letztere  bei  6",  da  B"C"  senkrecht  auf  der  Bewe- 
gungsebene  steht.  Nun  ist  aber  Ii  C  \\  B"  C"  und  da  HB"  und 
CC  als  Projectionsstrahlen  auch  parallel  laufen,  so  haben  wir  in 
HC  WC  ein  Parallelogramm  mit  lauter  rechten  Winkeln,  also  ein 
Hechleck.    Daraus  folgt,  dass 

die  Seite  WC  im  Dreieck  AB  C  gleich 
der  Seite  WC  im  Dreieck  A  U  C 
{als  Gegenseiten  im  Kechteck)  ist. 

Feiner  haben  wir  auch  in  AU  CA  ein  Keehteck,  weil 
A  I)  1|  A'C"  und  AA  \\  DC  (als  Projection^lrahlcn) ,  und  die 
Winkel  A  A"  C  und  DC  A  rechte  Winkel  sind,  da  es  sich  um 
rechtwinklige  Projeetion  handelt. 

Aus  diesem  Grunde  ist 

AI)  =  AC. 

Bezeichnet  man  nun  für  einen  Augenblick  die  Lange  der  Stahl- 
nadel A  II,  resp.  A  II'  mit  c,  dann  ist  im  rechtwinkligen  Dreieck 
A  HC: 

H'  C  _  c  .  sin  u>  und  A  C  =  e  .  cos  tu, 
im  rechtwinkligen  Dreieck  ACI): 

A  Ii  .—  A  C  .  cos  a  —  e  .  cos  u>  .  cos  a 
und  im  rechtwinkligen  Dreieck  A"  B" C , 

da  H  C  =  H  C"  und  A  D  =  A  C : 
WC  =  e  .  sin  tu  und  A'C"  =  e  .  cos  tu  .  cos  ot  . 
Nun  ist  in  demselben  Dreieck 

B"C 

lang  tu'  =  ^^7; '  >  folglieh  haben  wir 


lang 


sin  tu  lang  tu 


e  .  cos  tu  .  cos  a  "      cos  o  ' 


sin  tu 

da  =i  lang  tu  ist  und  e  aus  Zahler  und  Nenner  sieht  forthebl. 

cos  tu  ° 

Die  Gleichung  kann  man  auch  in  der  Form  schreiben: 

lang  tu  ^=  laug  tu'  cos  a. 
Mit  Hülfe  dieser  Gleichung  sind  wir  also  in  der  Lage,  aus  dem 
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Winkel  to',  den  der  Schatten  der  Stahlnadel  in  der  Secundürlage  mit 
der  auf  der  Projeetionstafel  aufgezeichneten  Bewcgungsrichlung  OS, 
d.  h.  der  Schnittlinie  der  zur  Projeetionstafel  senkrechten  Bewegungs- 
ebene mit  der  Projeetionstafel,  bildet  und  aus  der  bekannten  Fle- 
xionsgrosse a  den  Winkel  to  zu  berechnen,  den  am  Ende  der  Flexion 
die  Stahlnadel  mit  der  Bewegungsebene  einschliessl.  In  der  Aus- 
gangsstellung MA  der  Holznadel  hatten  wir  die  Slahlnadel  Alt  in 
die  Bewegungsebene  der  Dorsalllexion  gebracht. 

Wenn  OS  den  Winkel  ß  mit  OV  bildet,  d.  b.  wenn  die  neue 
Bewegungsebene  zur  verticalen,  der  reinen  Dorsal-  und  Volarflexion 
angehörenden  Bewegungsebene  um  den  Winkel  ß  geneigt  ist,  so 
haben  wir  dann  in  ß  —  to,  wie  wir  früher  schon  sahen,  direct  die 
Grösse  der  Kolbing  des  Fingers  bei  der  Flexion  in  der  neuen  Be- 
wegungsebene. Ks  drückt  sich  daher  die  Rollung,  d.  h.  die  Rotation 
um  die  Längsachse  des  Fingers,  aus  den  bekannten,  direct  iness- 
baren Winkeln  ß,  to',  a  in  folgender  Weise  aus: 

Rollung  =  ß  —  aretang  (lang  to' .  cos  a). 

Mit  Hülfe  dieser  Formel  haben  wir  uun  nach  einer  Reihe  von 
Beobachtungen,  die  uns  für  bestimmte  Werthe  von  a  und  ß  den 
zugehörigen  Werth  von  to',  oder  vielmehr  von  taug  to'  lieferten,  die 
Rollung  berechnet,  welche  zu  der  durch  a  und  ß  bestimmten  Stel- 
lung der  Fingerlangsachse  gehört. 

Da  wir  die  Ausgangsstellung  senkrecht  zur  Projeetionstafel,  also 
parallel  den  Sonnenstrahlen  genommen  hatten,  so  werden  die  Schatten 
der  Holznadelspitze  für  gleiche  Werthe  der  Flexion  a  auf  einem 
Kreise  mit  dem  Mittelpunkt  0  liegen.  Der  Radius  dieses  Kreises  ist 
gleich  dem  Sinus  a  mulliplicirt  mit  der  Entfernung  der  Holznadel- 
spitze vom  Mittelpunkte  des  Gelenkes. 

Da  wir,  wie  schon  erwähnt,  diese  Entfernung  auf  50  cm  nor- 
mirt  hatten,  so  ist  der  Radius  dieses  Kreises  \on  vornherein  bekannt, 
nämlich  gleich  50  sin  a  cm.  Wir  sind  also  in  der  Lage  vor  Be- 
ginn des  Versuchs  auf  der  Projeetionstafel  die  Stellen  zu  markiren, 
welche  zu  bestimmten  Werthen  von  et  gehören.  Wir  halten  vier 
Kreise  eingezeichnet,  welche  bezüglich  a  =  5°,  10\  15°  und  20° 
entsprechen.  Ferner  waren  in  3G  verschiedenen,  um  je  10°  zu  ein- 
ander geneigten  Richtungen  von  0  aus  Strahlen  OS  gezogen,  deren 
jeder  zu  einem  bestimmten  Werth  von  ß  gehört,    Wir  wollen  ß 
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positiv  rechnen,  wenn  der  Strahl  OS  auf  der  Ulnarscite  von  der 
Verlicalen,  also  vom  Beobachter  aus  gesehen  nach  rechts,  und 
negativ,  wenn  OS  auf  der  Radialscite  von  der  Verlicalen,  also  nach 
links  verlauft.  Dann  war  man  durch  die  auf  der  Projectionstafel 
eingezeichneten  Kreise  und  Strahlen  in  der  Lage,  der  Längsachse  des 
Fingers  eine  solche  Stellung  zu  geben,  für  die  a  und  jü  bekannt  sind, 
nämlich  für  die  a  einen  der  Werlhe  5°,  10°,  15°  oder  20"  und  ß 

zugleich  einen  der  Werthe  +  «  .  1 0°  (wo  n  =  0,  1 ,  2  )  besitzt. 

In  folgender  Tabelle  sind  die  zu  verschiedenen  der  angegebenen 
Werthe  von  a  und  8  gehörenden  Werthe  von  lang  u>',  die  man  auf  der 
Tafel  abmessen  konnte,  niedergelegt.  Wir  haben  freilich  nicht  alle 
Wcrthcom binationen  von  a  und  ß  ausgenutzt,  wozu  wir  auch  nicht 
in  der  Lage  waren,  da  an  vielen  Stellen  der  Schalten  des  eigenen 
Körpers  und  des  Stativs,  an  welchem  der  Griff  für  die  Hand  be- 
festigt war,  die  Messung  von  lang  <o'  unmöglich  machten.  An  sol- 
chen Stellen  ist  in  der  folgenden  Tabelle  für  die  Werthe  von  lang  u>' 
das  zugehörige  Feld  offen  gelassen. 


Tabelle  für  tang 


Radialseite.  Ulnarseite. 


15° 

«=  («n 

n  =  i  u° 

«  =  aou 

Ü 

0 

0 

0 

o 

0 

0 

0 

0 

--  10" 

—0.t2 

-  0,14  , 

+  10") 

+0,145 

+0,09 

20" 

— 0,263 

-  0.275 

-0,282 

0,275  ; 

+  20" 

+0,25 

-  so» 

—0,42(1 

—  0,45 

—0,445 

—  0,45 

+  30° 

+  0,435 

—  40" 

—  0.00(5 

0.67 

-0,675 

—  0,08 

+  40" 

+  0,676 

+0,632 

—  50" 

— 0>3 

-  0,895 

—  o.ya 

+  50" 

+  0,89 

—  00" 

-1,19 

—  1,22 

-  1,44 

+  60" 

+  1,23 

--  70" 

—  1,695 

—  2,18 

+  70" 

—  80° 

—  2,685 

3,79 

l   +  80" 

—  90° 

-11,44 

+  90° 

-  100" 

oo 

+  12,76 

+  100" 

—  HO" 

+5,78 

+  4,245 

+  110° 

120" 

+2,91 

+2,74 

+  2.435 

—  130" 

+  1.54 

+  «,«2 

+130" 

—  140" 

+1,24 

41,04 

+  1,09 

+  140° 

150" 

+  0,8 

4  0,72 

+  0,724  ! 

+  150° 

—  160" 

+  0,468 

+  160° 

- 

170" 

+  0.210 

+0,244 

+  170" 

mm—m 

—  180" 

0 

— 

+  180" 

(•j  =  0"  entsprich!  der  Dorsnl-Volarllcxion  ; 
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Aus  vorstehender  Tabelle  für  tang  o>'  gewinnt  man  dann  ohne 
Weiteres  die  entsprechende  Tabelle  für  tang  to  mit  Hülfe  iW 
Gleichung 

lang  u>  =  lang  tu'  .  cos  a. 

Es  ist  cos    5°  =  0,096 

cos  1 0°  =  0,980 
cos  15°  =  0,906 
cos  20°  —  0,94  . 

Die  Multiplication  mit  diesen  entsprechenden  Kaclorcn  ergiebt 
folgende  Werthe: 


Tabelle  für  tang  u> 

(tang  o>  =  tang  w'  .  cos  a). 


Radialseite.  Llnarseite. 


ß 

«  =  so" 

j  «=15" 

«=10° 

«  =  5" 

«=10" 

«  =  15° 

it  =  *o" 

0 

0 

;  o~" 

0 

0 

0 

'  0 

0 

0 

—  10" 

1—0,118* 

0,139 

4-  10° 

4-0,144 

4-0,085 

—  20" 

—0,247 

—0,260 
-0,435 

—0,278 

—  0,274 

4-  20° 

4-0,235 

—  30° 

-0,4 

-0,438 

—  0,4  48 

4-  30° 

4-0,400 

—  40" 

-0,57 

—0,647 

-0,665 

—  0,677 

!  4-  40° 

4-0,653!  4-0,594 

—  50° 

—0,898 

—0,882 

-  0,976  ; 

1   4-  50" 

4-0,86 

—  60" 

-1,1495 

—  1,202 

-  1,43 

4-  60" 

4-1J88 

—  70° 

-l,«.7 

2,171 

;  4-  70" 

—  80° 

Z 

-2,645 

—  3,774  | 

—  11,394 

4-  80" 

—  90° 

;  4-  90° 

—100" 

- 

- 

oo 

4-12,708 

4-100° 

—  110° 

-f-5,693 

4-  4,228  | 

4- HO" 

—  120° 

4-2,841 

+2,7 

4-  2,425 

4-I2iiu 

—130" 

-H,52 

4-  1,613 

4-130° 

-140° 

4-1,198 

+  1,02  ; 

4-  1,086 

4-140" 

-450° 

-f-0,773 

-i-0,71  1 

4-lö0° 

—460° 

4-0,461  1 

T 

4- 1 60" 

—170" 

4-0,209 

4-0,24 

4-170" 

—180° 

— 

0 

4-1 S0° 

= 

Die  trigoniclrischen  Tafeln  liefern  für  die  Winkel  u>  die 
Werthe : 


15* 
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Tabelle  für  <u. 


Radialseite.  Ulnarsoite. 


,<  -  I  V 

.-  ur 

,<  -  V1 

1 



»r  —  t  0" 

Ii  —  1  .V 

tt  =  iü1' 

0° 

0° 

0° 

0" 

0° 

0" 

0° 

0" 

0" 

0° 

10" 

— 

— 

-  r,"ni' 

--  8" 

+  10" 

4-X"  10 

—  • 

— 

4-  4°  50' 

20< 

1  :{".")•• 

|."»":{0' 

Iii"  20' 

-h  20" 

— 

— 

— 

4-13"  10' 

-  ;io" 

■  ■>  r;0V 

23"  :S(i 

23" 4o' 

•    24"  Im' 

4-  30" 

— 

 ■ 

— 

i-22"20' 

-29"  4  o' 

:ii".:)ü' 

33"  i'C 

3  4"  lo' 

H-  Sir 

— 



f-33"  10' 

4-30"  40' 

So" 

— 

i  r:iu' 

ii"  20 

H-  ">"' 

— 



f-40"  SO' 

— 

00" 

— 

-  SO" 

-  •  .'.»  '  20 

--  ■>">" 

!•   0  0' 





-+■50" 

— 

--■  7(i° 

;»o"  io' 

o.:>"  |  o 

-u  7  0" 

MV 

-  7.7'  10 

:  Ml" 

00' 

-  s.y 

|-  00" 

101t" 

-  OK" 

-  Oi"3o' 

-  |-1l0(" 

1  10' 

-Ion" 

103"  2ir 

^1  III" 



-I20< 

iiio";}n' 

-HO"  -Jil 

1 1  :":io 

+  12H" 

l3o" 

1  23"  ->i\' 

-  I2I".')0 

:-|;SO" 

lio' 

1  29":>o 

-I34"3"' 

-13  2"  So' 

4  ■  1  SO" 

-i:,o' 

1  i;'"2H' 

1  SS"  So' 

1  IS"  lo 

-m:>o" 

Hin" 

1       1  i» 

T-l  IiU" 

170' 

|C)8"1u 

■   1  i.i,  •  :• 

170" 

ISO" 

z 

180" 

|KU" 

f. ISO 

I 

Hieraus  folgt  dann  für  die  Grösse  der  Heilung  t% —  u» : 


Tabelle  fttr  die  Rollung  (?—»>). 

Kadialseite.  Ulnarseite. 


,t  =  i 

n  ~  1  0" 

ß 

«  = 

«<=  10" 

n  =  l.1° 

«  =  i0° 

0" 

0" 

0" 

0" 

0" 

0" 

0" 

0° 

0" 

0" 

10 

3"  20' 

 2" 

4-  10" 

4-1  "50' 



»5°  10' 

—  20« 

—  t>"10' 

-  5"  10' 

-  4°  30' 

—  4"  40' 

4-  20' 

- 

+  6"  50' 

—  30" 

-  8"  10' 

-  Ii"  30' 

G"20' 

-5°  50' 

-)-  30" 

4-7" 40' 

—  io' 

10"  20' 

-  7"  10' 

-  6"  20' 

—3"  50' 

4-  40" 

4-  G"50' 

4-9"  20' 

—  ISO" 

8"  10' 

—  8"  30' 

—3°  40' 

r  50" 

= 

f.  9°  20' 

-  00" 

— . 

-M" 

—  9"  40' 

—3" 

4-  00" 

4-10" 

—  70' 

—  IO";iO' 

—  i'-.'iO' 

70" 

—  80" 

-10"40' 

—  i"50' 

4-  80" 

—  90" 

--5" 

4-  90' 

—100" 

—  10" 

—Ii"  30' 

4-100" 

—  HO" 

-10° 

—6"  40' 

HNO" 

—  120" 

^10"  30' 

—  9"  40' 

—7"  30' 

4-120" 

-130" 

—  6"  40' 

—8"  10' 

i  130" 

—140" 

-10"  10' 

—  5°  30' 

—7"  20' 

4-140" 

--150" 

-  7"  40' 

-    5"  20' 

—5"  50' 

4-130' 

—  160" 

—  4"  50' 

4-100" 

-170" 

-  1"50' 

—  3"  30' 

4-170" 
4-180" 

-180" 

0" 

0" 
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Aus  der  letzten  Tabelle  geht  hervor,  dass  bei  den  Be- 
wegungen des  Zeigefingers  eine  Rollung  stattfindet, 
wenn  man  von  der  oben  erwähnten  Mittelstellung  des 
Fingers  aus  Flexionen  in  verschiedenen  Richtungen  aus- 
fuhrt, wobei  unter  Flexionen  alle  Bewegungen  in  allen 
möglichen  Richtungen  verstanden  werden,  so  dass  unter 
diesen  allgemeinen  Begriff  auch  die  Abductions-  und  Adductions- 
bewegungen  fallen,  die  wir  sonst  wie  früher  als  Ulnarflexion  und 
Radiulflexion  bezeichnen.  Wenn  der  Finger  nach  der  Ulnarseite  (Klein- 
fingerseite) in  irgend  einer  Richtung  flectirt  wird ,  so  findet,  wie  aus 
der  Tabelle  ersichtlich  ist,  für  den  Beobachter  am  eigenen  Finger 
gleichzeitig  eine  Rollung  um  die  Langsachse  statt,  in  demselben  Sinne, 
wie  sich  der  Zeiger  an  der  Uhr  bewegt,  oder  in  gleichem  Sinne,  wie 
die  Supinalionsbewegung  des  zugehörigen  Radius.  Wird  der  Finger 
in  irgend  einer  Richtung  nach  der  Radialscite  hin  bewegt,  so  findet 
auch  eine  Rollung  um  die  Längsachse  statt,  aber  in  entgegengesetztem 
Sinne,  also  gleichartig  wie  die  Pronationsbewegung  des  zugehörigen 
Radius.  Die  Rollung  erreichte  bei  den  gemessenen  Bewegungen  im 
Maximum  eine  Grösse  von  11°. 

Nur  bei  den  Flexionen  in  der  Volar-Dorsalebene  zeigte  sich  keine 
Rollung. 

Je  grösser  die  Flexion,  desto  grösser  stellt  sich  die  Rollung 
heraus.  Hier  muss  übrigens  ausdrücklich  bemerkt  werden,  dass  wir 
uns  nur  in  mittleren  Flexionsstellungen  bewegten,  weil  wir  fürchteten, 
bei  Bewegungen  bis  an  die  Grenzen  der  Möglichkeit  gewaltsame  An- 
strengungen anzuwenden,  welche  leicht  die  Hand  aus  ihrer  Lage  brin- 
gen konnten,  eine  Ruhelage,  die  auch  so  schon  schwer  genug  festzu- 
halten war. 

Es  wurde  deshalb  die  ruhige  Haltung  der  Hand  bei  allen  Be- 
wegungen sorgsam  controlirt. 

Bei  grösseren  Flexionsgrössen  hatte  sich  voraussichtlich  auch  die 
Rollung  vergrössert. 

Aus  der  Tabelle  ist  fernerhin,  soweit  sie  vollständig  ist,  ersicht- 
lich, dass  für  zur  Verticalebene  symmetrische  Bewegungen  des  Fingere 
um  dieselbe  Flexionsgrösse  (soweit  sie  innerhalb  der  Bewegungs- 
grenzen fallen)  sich  auch  mit  grosser  Annäherung  gleiche  Rollungs- 
grössen,  nur  in  entgegengesetztem  Sinne,  einstellen. 
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Nachdem  für  unsere  zunächst  beliebig  angenommene  Ausgangs- 
stellung bei  den  Flexionen  in  allen  möglichen  Richtungen,  mit  Aus- 
nahme der  reinen  Volar-Dorsalflexion  erkennbare  Rollungen  aufge- 
treten waren,  musste  es  die  weitere  Aufgabe  sein,  zu  prüfen,  ob 
sich  auch  für  alle  übrigen  Ausgangsstellungen  Rollungen  einstellen; 
denn  es  musste  ja  die  Möglichkeit  ins  Auge  gefasst  werden,  dass  die 
Anordnung  der  bewegenden  Muskeln  hier  eine  ahnliche  ist,  wie  beim 
Auge,  an  dem  es  bekanntlich  eine  Stellung  gibt,  von  der  aus  die 
Muskeln  die  Bewegungen  auslösen  ohne  jegliche  Rollung  (Raddrehung 
der  Iris).  Diese  Stellung,  die  am  Auge  als  Primärstellung  bezeichnet 
wird  (Helmholtz,  Handbuch  der  physiologischen  Optik,  Leipzig  1 867, 
p.  463),  suchten  wir  nun  am  Finger  zu  bestimmen  und  werden  sie, 
wenn  sich  eine  solche  auffinden  lässt,  auch  als  Primärstellung 
einführen.  Wenn  eine  solche  Primärsteilling  für  den  Finger  Uberhaupt 
exislirt,  so  kann  sie  nur  oberhalb,  also  dorsalwärts  von  unserer  bis- 
herigen Ausgangsstellung  liegen;  denn  für  alle  Stellungen  unterhalb 
der  Primärstellung  müssen  die  Rollungen  in  dem  oben  angeführten 
Sinne  auftreten,  für  alle  Stellungen  oberhalb  der  Primärstellung  aber 
gerade  im  entgegengesetzten  Sinne  (Helmholtz  a.  a.  0.  p.  463). 

Da  wir  aus  unseren  Beobachtungen  ersahen,  dass  bei  der  reinen 
Dorsa!-Volarflexion  keine  Rollung  auftrat,  so  war  dadurch  schon  die 
Ebene  bestimmt,  in  welcher  allein  die  gesuchte  Primärslellung,  falls 
sie  überhaupt  vorhanden  und  auffindbar  war,  liegen  konnte. 

Wir  gingen  daher  in  dieser  Ebene  mit  dem  Finger  dorsalwärts 
bis  zur  völlig  gestreckten  Lage,  in  welcher  er  die  Verlängerung  seines 
Metacarpalknochens  bildet  und  konnten  uns  alsbald  überzeugen,  dass 
dies  die  gesuchte  Primärstellung  war. 

Wenn  man  nämlich  in  dieser  Lage  den  Finger  senk- 
recht zur  Projectionstafel  stellte,  so  konnte  man  in  jeder 
beliebigen  Flexionsebene  den  Finger  bewegen,  ohne 
dass  eine  Rollung  auftrat.  Es  blieb  immer  der  Schatten  der 
vorher  in  die  Bewegungsebene  eingestellten  Stahlnadel  in  der  Schnitt- 
linie, welche  diese  Flexionsebene  mit  der  zu  ihr  senkrechten  Pro- 
jectionstafel bildete.  Es  mag  hierbei  nochmals  erwähnt  werden,  dass 
auch  bei  diesen  Versuchen  die  Projectionstafel  fortwährend  senkrecht 
zu  den  Sonnenstrahlen  gerichtet  blieb. 

Es  zeigt  sich  also  hier  dasselbe  Gesetz  für  die  Bewegungen  des 


Digitized  by  Google 


231 


Das  Gesetz  der  Bewegisges  in  dex  Gelenken  etc. 


Fingers  wie  am  Auge  (LisTiNc'sches  Gesetz).  Der  Versuch  wurde  an 
drei  Individuen  mit  Ubereinstimmendem  Befunde  angestellt  und  mehr- 
mals wiederholt. 


Nun  ist  allerdings  die  physiologische  Bedeutung  des  Gesetzes  der 
constanten  Orientirung  fUr  das  Auge  (Donuers)  sofort  ersichtlich,  weil 
beim  Richten  des  Blickes  von  einem  Punkt  nach  einem  anderen  beim 
Wiederholen  dieser  Bewegung  jedesmal  nicht  nur  derselbe  Grad  der 
Flexion,  sondern  auch  derselbe  Grad  der  Rollung  (Rotation,  Rad- 
drehung) sich  einstellt,  sodass  dieselben  Punkte  der  Retina  wieder  von 
denselben  Lichtstrahlen  getroffen  werden.  Für  den  Finger  ist  so  ohne 
Weiteres  dieser  physiologische  Effect  nicht  zu  übersehen,  und  es  muss 
weiteren  Arbeiten  vorbehalten  werden,  den  physiologischen  Werth 
dieses  Bewegungsgesetzes  ftlr  den  Finger  klar  zu  legen.  Soviel  ist 
aber  sicher,  dass,  wenn  wir  den  Finger  als  Tastorgan  gebrauchen, 
um  z.  B.  im  Dunkeln  an  Stelle  des  Auges  uns  durch  Tasten  Vor- 
stellungen von  bestimmten  Formen  der  Aussenvvelt  zu  verschaffen, 
es  gewiss  für  die  Orientirung  nicht  ohne  Bedeutung  ist,  dass  jedesmal 
dieselben  Stellen  der  Fingerspitzen  bei  Wiederholung  der  Bewegung 
mit  denselben  Stellen  eines  ruhenden  betasteten  Gegenstandes  zu- 
sammenfallen. 


Bei  den  anderen  Fingern  stellte  sich  bei  wiederholten  Versuchen 
ganz  dasselbe  Bevvegungsgesetz  heraus.  Nur  vom  Daumen  und  Klein- 
finger vermögen  wir  nichts  zu  berichten,  da  wir  an  diesen  Fingern, 
die  am  Rande  der  Hand  liegen,  noch  keine  Beobachtungen  angestellt 
haben. 

Dagegen  erschien  es  uns  erforderlich,  die  analogen  Versuche  am 
Handgelenk  anzustellen.  Die  Versuche  waren  hier  ziemlich  er- 
schwert, weil  die  Fixirung  des  Vorderarmes  und  damit  die  Verhinde- 
rung der  Radiusrotation  nur  sehr  schwer  zu  bewerkstelligen  war. 
Das  totale  Eingypsen  des  Vorderarmes  führte  zu  nichts,  da  innerhalb 
der  GypshUlse  die  Weichlheile  so  nachgiebig  blieben,  dass  immer  noch 
Rotationen  des  Radius  um  die  l'lna  innerhalb  der  verschiebbaren 
Weichtheile  des  Vorderarmes  auch  im  festesten  Gipsverbande  aus- 
führbar waren. 
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Sicher  vermochten  wir  dagegen  die  Radiiisbewegungen  auszu- 
schließen, wenn  wir  den  entblösstcn  Vorderarm  mil  mittlerer  Pro- 
nationsstellung in  eine  angegossene,  oben  offene,  halbe  Gypsrinne  legten, 
die  auf  der  einen  Seite  bis  in  die  Nähe  des  Handgelenkes,  auf  der 
anderen  Seite  bis  in  die  Mitte  des  gebeugten  Oberarmes  reichte,  und 
wenn  wir  dann  mittels  einer  anschraubbaren  Pelotle  den  Radiusknochen 
fest  an  seine  Unterlage  andrückten.  Dabei  wurde  eine  weitere  Controle 
über  die  Ausschliessung  der  Radiusrotation  noch  dadurch  ausgeübt, 
dass  ein  zweiter  Beobachter  auf  das  Köpfchen  der  Lina  drückte  und 
dafür  sorgte,  dass  auch  die  Lina  sich  nicht  aus  ihrer  Lage  bewegte. 
Hierdurch  ward  jede  Bewegung  des  Vorderarmes  bei  den  Bewe- 
gungen der  Hand  sicher  ausgeschlossen. 

Bei  den  nun  ausgeführten  Bewegungen  der  Hand,  die  auf  die- 
selbe Weise  registrirt  wurden,  wie  vorher  der  Zeigefinger,  liess  sich 
constatiren,  dass  das  Gesetz  der  constanten  Orientirung  auch 
für  die  Bewegungen  im  Handgelenk  gilt. 

Sobald  man  das  Schattenbild  oder  auch  das  Spiegelbild  an  irgend 
eine  Stelle  der  Projeetionstafel  gebracht  hatte,  liess  sich  dasselbe 
wiederholt  an  dieselbe  Stelle  nur  mit  wieder  genau  derselben  Orien- 
tirung bringen,  und  jeder  Versuch  durch  Rollung  (Rotation  um  die 
Langsachse  des  dritten  Metacarpusknochen}  an  derselben  Stelle  das 
Bild  zu  drehen,  machte  sich  für  den  zweiten  Beobachter  sofort  an 
den  Vorderarraknochen  bemerklich,  war  also  nur  durch  Bewegung 
im  Radio -Llnargelenk  möglich,  nicht  aber  durch  Rollung  im  Hand- 
gelenk selbst. 

Es  ergab  sich  ferner,  dass  auch  für  die  Hand  eine  Priraär- 
slellung  existirt,  von  der  aus  die  Flexionen  in  allen  möglichen  Rich- 
tungen reine  Rotationen  sind,  ohne  jegliche  Rollung,  dass  also 
auch  das  LismGsche  Gesetz  für  die  Hand  Gültigkeit  hat. 

Wie  die  Muskeln  um  jeden  der  drei  untersuchten  Finger  sich 
so  gruppiren,  dass  sie  Rücken-  und  Volarseite,  Radial-  und  L'lnar- 
rand  des  Fingers  anfassen,  also  in  ähnlicher  Richtung  wie  die  vier 
graden  Augenmuskeln,  wenn  dieselben  alle  wirklich  gerade  am  Auge 
angriffen,  so  gruppiren  sich  auch  für  das  Handgelenk  als  Muskeln 
des  Llnarrandcs  der  Ulnaris  externus  und  internus,  als  Muskeln  des 
Radialrandes  der  Radialis  internus  und  die  externi  mit  Abductor 
pollicis  longus,  für  die  Streckseite  die  Streck-  und  für  die  Volarseite 
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die  Beugemuskcln.  Es  muss  einer  weiteren  Untersuchung  vorbe- 
halten bleiben,  diese  Verhaltnisse  der  Muskelansätze  und  der  Muskel- 
wirkung genauer  festzustellen,  wozu  wir  eben  erst  durch  die  Kcnnt- 
niss  des  Bowegungsgeselzes  in  den  Stand  gesetzt  werden. 


Um  die  Resultate  kurz  zusammenzufassen,  ergiebt  sich 
aus  der  vorliegenden  Untersuchung,  dass  für  die  Bewegungen  der 
drei  mittelsten  Finger  im  Metacarpo-Phalangalgelenk  und  für  die  Be- 
wegungen im  Handgelenk  dasselbe  Gesetz  der  constanten  Orient irung 
gilt  wie  beim  Auge. 

Darin  liegt  ein  ganz  wesentlicher  Unterschied  zwischen  diesen 
Gelenken  und  den  Gelenken  am  Oberarm  und  am  Oberschenkel. 
Wahrend  man  an  letzteren  Gelenken,  nachdem  man  den  Oberann- 
knochen resp.  den  Femur  in  eine  bestimmte  Lage  fleclirt  hat,  immer 
noch  in  dieser  Lage  Hollungen  (Rotationen  um  die  Längsachse  des 
Knochens)  ausführen  kann,  ist  dies  für  die  erstcren  Gelenke  nicht 
mehr  möglich.  Aus  diesem  Grunde  zeigen  die  bewegten  Knochen 
bei  jenen  Gelenken,  wenn  sie  wieder  in  dieselbe  Stellung  flectirl 
werden,  immer  wieder  dieselbe  Orientirung;  die  dabei  gleichzeitig 
erfolgende  Rollung  (Rotation  um  die  Längsachse)  zeigt  also  immer 
wieder  denselben  Werth.  Kinematisch  betrachtet  stellen  das  Humcrus- 
gclenk  und  das  Hüftgelenk  in  ihren  Functionen  Mechanismen  dar 
mit  drei  Graden  der  Freiheit,  während  das  Handgelenk  und  die  drei 
mittelsten  Metacarpo-Phalangalgelenke  für  ihre  resultirenden  Bewegun- 
gen nur  zwei  Grade  der  Freiheit  besitzen.  Die  Metacarpo-Phalangal- 
gelenke schliessen  durch  ihren  Gelenkbau  an  sich  nicht  den  dritten 
Grad  der  Freiheit  aus;  denn  sie  lassen  in  der  That  eine  Rollung 
(Rotation  um  die  Längsachse  des  Fingers)  zu,  wenn  man  mit  äusserer 
Gewalt  den  Finger  dreht,  also  ihn  passiv  bewegt,  aber  die  Anordnung 
und  gleichzeitige  Wirkung  der  einzelnen  Muskeln  ist  eine  solche, 
dass  bei  den  willkürlichen  Bewegungen  von  diesem  dritten  Grade  der 
Freiheit,  d.  h.  von  dieser  Rollungsmüglichkeit  kein  Gebrauch  gemacht 
wird.  Genau  dieselben  Verhältnisse  zeigen  sich,  wie  längst  bekannt, 
beim  Auge.  Auch  hier  tritt,  trotz  des  Kugelgelenkes,  welches  an 
sich  die  drei  Grade  der  Freiheil  zulassen  würde,  nur  eine  Bewe- 
glichkeil von  zwei  Graden  der  Freiheit  auf;  denn  wir  sind  nicht 
im  Stande,  bei  irgend  einer  Stellung  des  Auges  noch  eine  Rollung 
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(Rotation  um  die  Blicklinie)  des  Auges  willkürlich  auszuführen,  so 
dass  die  Iris  dabei  eine  Raddrehung  macht. 

Somit  wird  jede  Klexionsbewegung ,  die  man  dorn  bewegten 
Knochen  vorschreibt,  zu  einer  Zwangsbewegung,  was  beim  Humcrus 
und  beim  Fcmur  nicht  der  Fall  ist.  Und  zwar  ist  diese  Bewegung 
deshalb  eine  Zwangsbewegung  zu  nennen,  weil  sie  nur  auf  einerlei 
Weise  auszufuhren  ist,  wahrend  z.  B.  der  Humcrus  eine  vorge- 
schriebene Flexion  auf  beliebig  viel  Arten  ausfuhren  kann,  da  man 
im  Stande  ist,  während  der  Flexion  den  Knochen  in  beliebiger  Weise 
um  seine  Längsachse  zu  drehen. 

Es  finden  also  die  Flexionsbewegungen  in  den  hier  behandelten 
Metacarpo-Phalangalgelenken  und  im  Handgelenk  von  irgend  einer 
zunächst  beliebig  gewählten  aber  dann  festgehaltenen  Ausgangsstel- 
lung der  Längsachse  dos  bewegten  Knochens  aus  in  gesetzmässiger 
Weise  statt,  während  für  die  Flexionsbewegungen  des  Humcrus  von 
einer  bestimmten  Anfangsslellung  aus  kein  Gesetz  exislirt.  Diese 
Gesetzmässigkeit  der  Bewegungen  in  jenen  Gelenken  druckt  sich  nach 
unseren  Untersuchungen  so  aus,  dass  für  die  hier  behandelten  Gelenke 
von  einer  einzigen  bestimmten  Stellung  der  bewegten  Knochen  aus 
die  Flexionen  ohne  Rollung  stattfinden,  während  eine  solche  für  alle 
Übrigen  Ausgangsstellungen  vorhanden  war,  wenn  auch  stets  in  be- 
stimmter Grösse.  Für  diese  ausgezeichnete  Stellung  wurde  die  für  die 
Augenbewegungen  gebräuchliche  Bezeichnung  Primärstellu ng  ein- 
geführt. Es  lässl  sich  das  Gesetz  der  Bewegungen  in  den  betreffen- 
den Metacarpo-Phalangalgelenken  und  im  Handgelenk  auch  so  aus- 
sprechen, dass  die  Flexionen  in  diesen  Gelenken  von  der  Primärstellung 
der  Längsachse  des  bewegten  Knochens  aus  reine  Rotationen  (Flexio- 
nen, nicht  Rollungen)  um  Achsen  sind,  die  alle  zu  dieser  Primär- 
stellung  senkrecht  stehen,  so  dass  alle  diese  Rotationsachsen 
in  einer  Ebene  liegen,  nämlich  in  der  im  Mittelpunkt  des  Ge- 
lenkes auf  der  Primärstellung  der  Längsachse  des  bewegten  Knochens 
senkrecht  stehenden  Ebene.  Dieses  Gesetz  gilt  auch  für  die  Augen- 
bewegungen, wurde  dort  zuerst  gefunden  und  wird  als  LisiWsches 
Gesetz  bezeichnet. 

Nach  diesem  Gesetz  erfolgt  erst  dann  eine  Rollung,  wenn  man 
von  einer  Secundärstellung  in  eine  andere  übergeht.  Nun  könnte 
man  dagegen  einwerfen,  dass  beim  Ausgehen  von  einer  Primärstellung 
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in  eine  andere,  secundare  Stellung  noch  eine  ganze  Reihe  von  Secun- 
ilürstellungen  durchschritten  wird,  und  somit  die  Bewegung  zerlegt 
werden  kann  in  eine  Reihe  von  Bewegungen  aus  der  Priinürstellung 
in  die  ersle  Secundarstcllung,  von  der  ersten  Secundürslellung  in  die 
zweite,  dritte,  vierte  u.  s.  f.,  dass  also  jede  Bewegung  von  der 
Priinürstellung  aus  auch  eine  Reihe  von  Bewegungen  aus  Secundltr- 
stcllungen  in  andere  involvirt.  Wenn  nun  bei  letzteren  keine  Rollung 
um  die  Längsachse  (Raddrehung)  stattfindet,  so  ist  damit  ein  Spe- 
cial fall  gegeben  für  die  Bewegungen  zwischen  Seeun- 
dürstellungen,  welcher  sagt,  dass  auch  dann  keine  Rol- 
lung stallfindet,  wenn  die  beiden  Sc c u n d a  rstel  In ngen , 
zwischen  denen  die  Bewegung  staltfindet,  in  einer  Ebene 
liegen,  die  durch  die  Prima  rstel  hing  geht. 


Sch  I  u  ss  bemer  kung. 

Nachdem  die  vorliegende  Unlersuchung  ergeben  hat,  dass  für 
Gelenke  von  durchaus  gleich  gestalteten  Gelenkflachen  doch  die  resul- 
tirenden  Gelenkbewegungen  principielle  Verschiedenheiten  aufweisen, 
so  ist  unzweifelhaft  dargelhan,  dass  es  nicht  richtig  ist,  bei  der  Unter- 
suchung der  Gelenke  das  alleinige  Gewicht  auf  die  Form  der  Gelenk- 
flachen  zu  legen  und  die  Gelenke  allein  nach  den  Gelenkformen  ein- 
zuteilen. Man  hat  vielmehr  zuerst  die  Functionen  des  Gelenkes  d.  h. 
die  resultirendcn  Bewegungen  ins  Auge  zu  fassen  und  eist  in  zweiter 
Linie  zu  untersuchen,  wie  sich  die  so  gewonnenen  Resultate  zu  den 
Formen  der  Gelenkflachen  stellen. 
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In  einer  früheren  Abhandlung')  habe  ich  die  Vermuthung  aus- 
gesprochen, dass  die  in  den  Geschmacksknospen  vorfindlichen  »Sin- 
neszellen« nicht  das  Maass  für  die  Summe  der  im  Stamme  des  Glosso- 
pharyngeus  verlaufenden  Geschmacksfasern  sein  könnten,  oder  mit 
anderen  Worten,  dass  man  nebst  den  Uebergang  der  Geschmack  lei- 
tenden Fasern  in  die  »Sinneszellen«  noch  eine  andere  Endigungsweise 
ersterer  annehmen  müsse.  Gestützt  habe  ich  diese  meine  Annahme 
hauptsachlich  durch  die  Thatsaehe,  dass  die  Zahl  der  Nervenfasern, 
in  welche  der  Glossopharyngeus  unmittelbar  unter  der  Knospenregion 
der  verschiedenen  Geschmacksorgane  zerfallt,  die  Summe  sümmtlicher 
»Sinneszellen«  in  jenen  Organen  um  Vieles  übertrifft. 

Ich  habe  seitdem  meine  Untersuchungen  nicht  nur  an  der  Pap. 
foliala  des  Kaninchen  und  Hasen  weiter  geführt,  sondern  selbe  auch  auf 
die  Pap.  circumvallatis  dieser  Thiere  sowie  auf  die  des  Rindes,  Kalbes, 
Schweines,  Rehes,  Hirsches,  der  Gemse,  Maus,  Fledermaus  ausgedehnt. 

Man  möge  nun  entschuldigen,  wenn  ich  an  dieser  Stelle  zu- 
nächst nochmals  die  Pap.  foliatae  der  ersten  zwei  genannten  Thiere 
vornehme.  Dazu  bestimmten  mich  mehrere  Gründe.  Ich  habe  nüm- 
lich  bezüglich  dieser  Geschmacksorgane  nicht  nur  neue  Thatsachen 
anzuführen,  sondern  auch  einige  Irrthümer  zu  berichtigen,  denen  ich 
bei  meiner  ersten  Untersuchung  anheimgefallen  bin.  Darum  muss  ich 
auch  für  das  Folgende,  was  Nomenclalur,  PrUpai  ations-  und  Vergol- 
dungsmethode anlangt,  auf  oben  citirte  Abhandlung  verweisen,  und 
werde  hier  nur  das  wiederholen,  was  zum  Verstanduiss  des  Ganzen 
unumgänglich  nothwendig  erscheint. 

An  die  Besprechung  der  Pap.  foliatae  werde  ich  nur  die  der 
Pap.  circumvallatae  des  Hasen  und  Kaninchen  auschliessen,  weil  sie, 
so  viel  ich  bis  jetzt  gefunden  habe,  die  einzigen  umwallten  Papillen 
sind,  welche  sich  bezüglich  ihres  Baues  auf  die  Pap.  foliatae  zurück- 

I)  Histologische  und  physiologische  Studien  über  das  Geschmacksorgan.  Wie- 
ner Sitzber.    Bd.  LXXXVIH.    III.  Abt». 
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führen  lassen.  Einen  besonderen  Werlh  inuss  ich  auf  die  beigege- 
benen Tafeln  legen.  Ich  verdanke  die  Herstellung  der  Originalzeich- 
nungen derselben  der  Liberalitat  Herrn  Prof.  C.  Lodwig's,  dem  ich 
dafür  hier  öffentlich  meinen  Dank  abstatte.  Ebenso  fühle  ich  mich 
verpflichtet,  dieses  dem  hohen  k.  k.  österr.  Ministerium  für  Cullus  und 
Unterricht  gegenüber  zu  thun,  welches  mich  durch  Gewährung  eines 
namhaften  Stipendiums  in  den  Stand  setzte,  meine  Arbeit  ausführen 
zu  können. 

Wie  bekannt  sind  die  Geschmacksknospen  auf  den  secundaren 
Blattern  (Taf.  I,  Fig.  2)  der  Pap.  fol.,  von  einer  bestimmten  Höhe  des 
Blattes  an  beginnend,  übereinander  gelagert  in  nebeneinander  parallel 
verlaufenden  Reihen  angeordnet.  Ich  habe  nun  bereits  mitgetheilt, 
dass  dementsprechend  das  Stroma  der  Blatter  einen  eigentümlichen 
Bau  aufweist.  Die  Knospen  sitzen  nämlich  nicht  ohne  Weiteres  auf 
demselben  auf,  sondern  jede  derselben  steckt,  bis  ungefähr  zu  einem 
Drittel  ihrer  Höhe,  in  einer  Nische.  Diese  Nischen  oder  Täschchen, 
terrassenförmig  übereinander  gelagert,  werden  dadurch  gebildet,  dass 
in  der  Knospenregion  aus  dem  Blatte  sich  von  unten  nach  oben 
parallel  verlaufende  Langsfaltchen  erheben,  die  bis  an  den  oberen 
Blattrand  hinziehen.  Selbe,  welche  an  entsprechenden  Präparaten 
stets  sofort  in  die  Augen  fallen,  würden,  wenn  man  von  gleich  zu 
erwähnenden  QuerPültchen  absieht,  Halbrinnen  zwischen  sich  fassen. 
Qucrfällchen  jedoch,  welche  unter  abgerundeten  Winkeln  die  Längs- 
falten verbinden,  vollenden  das  Fachwerk,  welches  Tür  die  Aufnahme 
der  Knospen  bestimmt  ist. 

Da  ich  diesmal  nur  Flachenpraparate,  d.  h.  einzelne  secundäre 
Blatter  oiler  je  zwei  einander  gegenüberliegende  ausgebreitet,  stu- 
dierte, indem  ich  selbe  entweder  ganz  betrachtete  oder  durch  Spaltung 
und  Zerklüftung  etc.  unter  dem  Praparirmikroskope  für  weitere  mikro- 
skopische Untersuchungen  zurecht  machte,  so  war  mein  nächstes  Be- 
streben darauf  gerichtet,  solche  Goldprüparatc  zu  erhalten,  welche 
nach  der  Entfernung  des  Epithels  die  Nischen  für  die  Geschmacks- 
knospen zeigten.  Ich  legte  nämlich  den  Schwerpunkt  meiner  Unter- 
suchung zunächst  darauf,  über  den  Verlauf  der  Nerven  in  den  Nischen- 
wUnden  ins  Klare  zu  kommen.  Denn  wie  ich  glaube,  würde  man 
der  Lösung  der  Frage,  ob  alle  Fasern  des  Glossopharyngeus  mit  be- 
stimmten Zellen  der  Knospen  in  Verbindung  treten,  naher  kommen, 


Digitized  by  Google 


»1 


Untersuchungen  i  ber  die  Pap.  foliatae  et  circumvallatae  etc.  233 


wenn  es  sich  constatiren  liesse,  dass  zu  dem  Grunde  jeder  Nische 
ein  Bündel  von  Fasern  hinzöge  und  daselbst  wie  abgerissen  ende. 
Andererseits  ist  es  aber  auch  klar,  dass  obige  Annahme  nicht  mehr 
in  ihrem  ganzen  Umfange  aufrecht  erhalten  werden  kann,  wenn  es 
sich  herausstellte,  dass  eine  Anzahl  Nerven  ihren  Verlauf  in  den 
Nischenwänden  selbst  nehme,  und  so  die  Knospen  gleichsam  um- 
kreise, da  wenigstens  bis  jetzt  eiu  seillicher  Eintritt  von  Nerven  in 
die  Knospen  von  Niemandem  behauptet  wurde. 

Mein  Bemühen,  die  gewünschten  Präparate  zu  erlangen,  hatte 
aber  nur  einen  theilweisen  Erfolg. 

Wenn  ich  in  Erinnerung  bringe,  dass  die  Darstellung  der  Knospen- 
nischen an  und  fUr  sich  schon  eine  sehr  schwierige  ist,  indem  nur 
vorsichtiges  Maceriren  von  in  Chromsäure  gehärteten  Pupillen  in  Trypsin 
zum  Ziele  führt,  wird  das  Fehlschlagen  meiner  Absicht  versländlich 
erscheinen. 

Das  untrüglichste  Kriterium  für  das  Gelungensein  der  Vergol- 
dung eines  Gewebsslückes  ist  immer  das  Hartwerden  des  letzteren 
im  Goldbade.  Ich  habe  mich  immer  und  immer  wieder  überzeugt, 
dass,  wenigstens  für  die  Gewebstheile,  welche  ich  bisher  durch  die 
Vergoldungsmethode  auf  Nerven  untersuchte,  nicht  nur  der  Procenl- 
satz  des  Goldchlorides,  sondern  auch  der  Ameisensüuregehall  der 
Reductionsflüssigkeit  für  den  beabsichtigten  Erfolg  vollkommen  gleich- 
gültig ist.  Hauptsache  bleibt  stets,  dass  das  Nervenciweiss  von  vorn- 
herein schon  in  einer  bestimmten  Modification  vorliegt,  welche  es 
befähigt,  das  Goldchlorid  energischer  aufzunehmen,  als  die  übrigen 
Gewebsbestandlheile.  Welcher  Art  diese  Modification  ist,  vielleicht 
bestimmte  Sintonine  oder  Kalialbuminate,  kann  ich  nicht  angeben; 
ich  führe  sie  herbei,  dass  ich  die  Nerven  bei  niederer  Temperatur 
absterben  lasse. 

Wenn  man  nun  Papillen  in  toto  in  die  Goldlösung  bringt  und 
sie  daselbst  bis  zum  Hartwerden  verweilen  lösst,  dann  zur  Keduction 
in  verdünnte  Ameisensäure  gibt,  so  zeigt  sich  nach  der  Reduction, 
dass  die  betreffenden  Stücke  das  eine  Mal  mehr  minder  hart  ge- 
blieben sind,  das  andere  Mal  sich  vollständig  erweichten.  Im  er- 
8teren  Falle  sitzt  das  Epithel  dem  Bindegewebe  fest  auf,  im  letzteren 
ist  es  gelockert  und  lüsst  sich  durch  leichtes  Schütteln  des  Präparates 
von  diesem  vollständig  entfernen.    Der  Säuregehalt  der  Reduelions- 
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flüssigkeit  ist,  wie  ich  Anfangs  vermuthetc,  für  diese  Erscheinung 
nicht  bestimmend.  Denn  wie  ich  oft  gefunden  habe,  werden  Stucke, 
welche  nach  einer  bestimmten  Zeit  in  der  RcduclionsflUssigkeit  nicht 
weich  geworden  sind,  dieses  auch  nicht  mehr,  wenn  man  sie  noch 
weitere  Zeit  in  derselben  Lösung  liegen  lüsst,  oder  selbst  mit  dem 
Procentgehalt  der  Ameisensaure  steigt.  Andrerseits  werden  Stückchen 
sehr  oft  in  ganz  verdünnter  Ameisensäure  —  3  Tropfen  Ameisen- 
säure auf  lOccm  Wasser  —  in  kurzer  Zeit  weich.  Auffallend  ist 
nun  die  Thalsache,  dass  in  den  Präparaten  ersterer  Art  die  Nerven 
dunkelblau  oder  schwarz,  das  übrige  Gewebe  gar  nicht,  in  denen 
der  zweiten  Art  die  Nerven  dunkel  roth  oder  dunkel  violett,  das  übrige 
Gewebe  schwach  rosenroth  gefärbt  sind.  Auch  für  diese  Erschei- 
nung will  ich  nicht  versuchen,  eine  Erklärung  zu  geben.  Erwähnen 
will  ich  nur,  dass  man  auch  bei  vorausgehender  Behandlung  frischer 
Stücke  mit  Sauren  rothe,  bei  Anwendung  verdünnter  Alkalien  blaue 
Heduction  erhalt. 

Die  Figuren  Taf.  II  und  Taf.  III,  1  stellen  ausgebreitet  je  zwei 
einander  gegenüberliegende  seeundüre  Blatter  der  Pap.  fol.  des  Feld- 
hasen dar.  (Zuerst  Schnitlführung  in  der  Richtung  ab%  dann  nach 
rr/,  f(/  in  Fig.  2,  Taf.  1.)  Das  eine  Präparat  ,  welches  die  blaue 
Beduction  zeigt,  entstammt  einer  Papille,  welche  nach  der  Reduclion 
hart  blieb;  das  Epithel  mit  den  Knospen  mussle  durch  Sealpell  und 
Pinsel  entfernt  werden.  Das  andere  mit  rolher  Beduction  wurde 
von  einer  weich  gewordenen  Papille  abgespalten  und  das  Epithel 
durch  bloses  Schütteln  abgespült.  Betrachtet  man  nun  zunächst  die 
Knospenregionen  (Kit)  beider  Präparate,  so  ist  von  den  Knospen- 
nischen nichts  zu  sehen  und  es  würde  dein  Ungeübten  schwer  fallen, 
hm'  einem  Vergleiche  dieser  Goldpriiparate  mit  Präparaten,  welche 
die  Nischen  zeigen,  dieselben  Parcnchymc  wieder  zu  erkennen.  Aber 
eine  beiden  Präparaten  zukommende  Eigenthünilichkeit  fallt  sofort 
in  die  Augen:  es  sind  dies  die  blauen  unter  sich  mehr  minder  parallel 
bis  an  den  Band  hinziehenden  und  breite  Binnen  zwischen  sich  fas- 
senden Faserbündel  der  einen  Blatter  (NU  Fig.  Taf.  II),  und  die  eben- 
falls parallelen  aber  nahe  aneinander  gerückten  rothen  Stränge  der 
anderen  Blätter  (Nil  Fig.  1,  Taf.  III).  Diesen  analoge  Zeichnungen 
zeigten  sich  stets  an  allen  meinen  Präparaten  und  ich  konnte  schliess- 
lich constatiren,  dass  die  blauen  oder  rothen  Bänder  um  so  näher 
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aneinander  geruckt  waren,  je  weiter  die  Quellung  des  Bindegewebes 
vorgeschritten  war.  Es  war  mir  von  vornherein  wahrscheinlich,  dass 
diese  Faserbündel  —  Nerven  —  ihren  Weg  durch  die  Längsscheide- 
wttnde  der  Knospennischen  nehmen,  und  dass  die  Querscheidewände 
zerstört  worden  sein  müssten.  Ich  sah  meine  Annahme  in  letzterer 
Beziehung  bestätigt,  als  es  mir  im  Verlaufe  meiner  Untersuchung  doch 
gelang,  bei  besonders  günstigen  Präparaten,  welche  in  der  Reduc- 
tionsilüssigkeit  nicht  zu  hart  geblieben,  aber  auch  nicht  zu  stark  ge- 
quollen waren,  durch  vorsichtiges  Abpinseln  des  Epithels,  Fragmente 
der  Querscheidewände,  beim  Kaninchen  einigemale  selbst  die  ganzen 
Knospennischen  zu  erhalten.  Es  ist  nun  leicht  einzusehen,  dass  die 
Querwände  der  Nischen  in  dem  einen  Falle  durch  den  mechanischen 
Insult  vernichtet  werden,  welcher  auf  sie  bei  der  Entfernung  des 
Epithels  durch  Scalpell  und  Pinsel  geübt  wird.  Man  erhalt  im  gün- 
stigsten Kalle  eben  nur  Fragmente  derselben. 

Anders  bei  den  gequollenen  Präparaten.  Iiier  zeigt  schon  die 
vollständige  Lockerung  des  Gesammtepjthels,  dass  die  Knospen  aus 
ihren  Behältnissen  gleichsam  ausgepresst  wurden.  Die  Nischen  wer- 
den also  Anfangs  durch  Quellung  kleiner,  und  zu  ihrem  schliesslichen 
Verschwinden  trägt  wohl  hauptsächlich  das  Aneinanderrücken  der 
Längsscheidewände  bei. 

Man  konnte  nun  vermuthen,  dass  der  übermässigen  Qucllung 
dadurch  zu  begegnen  sei,  dass  man  die  Präparate  ab  und  zu  aus 
der  Kcductionsflüssigkeit  nimmt  und  auf  ihre  Erweichung  prüft.  Ich 
habe  dieses  auch  vielfach  versucht,  aber  keinen  besonderen  Erfolg 
damit  erzielt. 

Obschon  ich  also  mein  Ziel,  an  dem  normalen  Blattslroma  ana- 
logen Goldpräparaten  über  die  oben  aufgeworfene  Frage  Anhalts- 
punkte zu  bekommen,  nicht  vollständig  erreicht  habe,  kann  ich  jetzt 
doch,  wie  im  Folgenden  klar  werden  wird,  den  positiven  Ausspruch 
thun,  dass  in  der  Thal  eine  grosse  Menge  von  Glossopharyngeus- 
fasern  mit  den  Sinneszellen  der  Knospen  nichts  zu  thun  hat. 

Beide  Arten  von  Präparaten,  sowohl  gequollene  als  nicht  ge- 
quollene, lassen  nun  schon  ohne  jede  weitere  Zerlegung,  untereinan- 
der und  nebeneinander  verglichen,  gewisse  Eigentümlichkeiten  er- 
kennen. So  zeigen  beide  eben  in  Betracht  gezogene  Figuren  einen 
weiteren  Unterschied  darin,  dass  die  eine  mit  Kernen  dicht  besäet 
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ist,  die  andere  derselben  ermangelt.  Es  sind  dies  zwei  so  zu  sagen 
extreme  Fälle.  Denn  in  Bezug  auf  das  Vorkommen  dieser  Kerne, 
welche,  wie  ich  vorgreifend  constaliren  muss,  grösstenteils  in  die 
Nerven  eingestreute  Ganglien  sind,  herrscht  die  grösste  Mannigfaltig- 
keit. Oft  trifft  man  in  einem  secundären  Blatte  reichliche  Ganglien- 
zellen; das  diesem  gegenüberliegende  ist  im  Vergleiche  damit  arm 
an  solchen.  Dann  zeigt  ein  und  dasselbe  Blatt  stellenweise  die 
Ganglien  dicht  gedrängt,  an  anderen  Stellen  liegen  sie  wieder  zer- 
streut. Namentlich  ist  der  Fall  ziemlich  häufig,  dass  eine  Anzahl  von 
Nervenbündeln,  welche  an  den  beiden  Seitenrändern  des  Blattes  em- 
porziehen, keine  oder  nur  ganz  spärliche  Ganglien  besitzen.  Die 
Übrigen  Bündel  enthalten  dieselben  wieder,  und  zwar  treten  sie  von 
der  Seite  her  anfangs  zerstreut  auf,  und  häufen  sich  allmählich  gegen 
die  Blatlmitte  zu  (Fig.  i,  Taf.  VI). 

Das  hier  Gesagte  gilt  in  seiner  Allgemeinheit  nur  für  die  ober- 
flächlichen Parlieen  des  Blattes,  denen  auch  die  beiden  Zeichnungen 
entsprechen.  Denn  von  einem  bestimmt  lief  liegenden  optischen  oder 
wirklichen  Flächenschnitt  an  werden  die  Ganglien  an  keinem  gut  ge- 
lungenen Goldpräparate  vermisst.  Fig.  I,  Taf.  VI  möge  die  erörterten 
Verhältnisse  illuslriren.  Dieselbe  wurde  mit  der  grösstmöglichsten 
Genauigkeit  abgebildet  und  sind  namentlich  die  Farbentöno  vollstän- 
dig dieselben,  welche  das  Präparat  zeigte.  Viele  von  den  Kernen 
könnte  man  für  Bindegewebszellen  hallen;  sie  stehen  in  der  Zeich- 
nung nicht  überall  mit  Fasern  in  Verbindung.  Und  doch  sind  es 
Gebilde,  die  dem  Nervensysteme  angehören.  Es  traten  nämlich  die 
zu  ihnen  gehörigen  Nerven  aus  der  Tiefe  herauf,  ein  Verhällniss, 
welches  in  der  Zeichnung  nicht  wiedergegel>en  weiden  konnte,  ohue 
dieselbe  undeutlich  und  verwirrend  zu  machen.  Die  Figur  entspricht 
etwa  dem  vierten  Theile  eines  secundären  Blattes  vom  Feldhasen, 
entworfen  mit  I),  Oc.  i  Zeiss,  ausgeführt  mit  Oelimmersion.  Der  Theil 
b  zeigt  bei  hoher  Einstellung  das  Blatt,  wie  es  sich  nach  der  Ent- 
fernung des  Epithels  darstellt;  von  a  ab  war  dasselbe  der  Fläche 
nach  gespalten. 

Nach  diesen  allgemeinen  Erörterungen  will  ich  nun  näher  auf 
die  Anordnung  der  Nerven  im  ßlattstroma  eingehen.  Dabei  muss  ich 
das  Hauptgewicht  auf  die  angeschlossenen  Zeichnungen  legen,  und  ich 
darf  jetzt  um  so  mehr  hoffen,  dass  denselben  Vertrauen  entgegen- 
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gebracht  wird,  nachdem  sich  auf  dem  Anatomencongress  zu  Leipzig 
eine  Anzahl  von  Forschern  überzeugte,  dass  sie  die  Originale  treu 
wiedergeben. 

Was  den  Plexus  betrifft,  welchen  der  Glossopharyngeus  bildet, 
bevor  seine  Auffascrung  staltfindet,  so  habe  ich  meiner  ersten  Be- 
schreibung desselben  beizufügen,  dass  er  nebst  doppelt  contourirten 
Fasern  eine  beträchtliche  Anzahl  REMAk'scher  Nerven  enthält. 

Die  Auffaserung  dieses  Plexus  beginnt  nun,  wie  ich  ebenfalls 
schon  milgetheilt  habe,  bereits  unterhalb  der  Knospenregion,  in  je- 
nem Theile  des  secundaren  Blattes,  welchen  ich  in  Fig.  2  Taf.  I, 
Taf.  II,  Fig.  i  Taf.  III  mit  Ii  bezeichnet  habe.  »Man  findet  näm- 
lich zunächst,  dass  Nervcnfibrillen  durch  die  ganze  Blattdicke  hin- 
durch vertheilt  sind,  dass  bald  nach  der  Auffascrung  des  Plexus 
markhaltigcr  Fasern  in  Fibrillen,  diese  von  Neuem  sich  zu  verflechten 
beginnen  und  ein  überaus  complicirt  ineinander  greifendes  Gefüge 
bilden.  Nicht  nur  einander  benachbarte  Faserbüschel  vereinigen 
ihre  Fibrillen,  sondern  auch  Bündel,  welche  weit  von  einander  ab- 
stehen, senden  sich  ihre  Fasern  gegenseitig  zu.  Während  eine  Partie 
Fasern  eines  Bündels  geradlinig  und  parallel  gegen  den  Blatt  t  and 
zieht,  strahlt  eine  andere  fächerförmig  auseinander,  eine  drille  biegt 
plötzlich  um,  verläuft  eine  Strecke  weit  quer  durch  das  Blatt  und 
gesellt  sich  zu  den  Fasern  eines  fern  abstehenden  Büschels.  Wie 
der  Fläche  nach,  wiederholen  sich  diese  verwirrenden  Anastomosen 
auch  in  die  Blatttiefe.« 

Fig.  1 ,  Taf.  III  möge  diese  Beschreibung  versinnlichen.  Sie 
stellt  nur  einen  optischen  Flächenschnitt  durch  die  Regionen  ßx  Iii 
dar,  und  doch  übertreffen,  wie  eine  ganz  beiläufige  Schätzung  er- 
gibt, schon  die  daselbst  befindlichen  Nervenfibrillen  allein  die  »Sinnes- 
zellen« der  betreffenden  Knospenregionen. 

Wenn  man  nun  bei  der  Betrachtung  des  Auffaserungsbezirkes 
den  Tubus  allmählich  hebt,  und  zunächst  die  Umgebung  der  Drüsen- 
ausf Uhrungsgänge  ipA)  ins  Auge  fasst,  so  wird  allmählich  ein  Plexus 
aus  Nervenfibrillen  sichtbar,  der  an  der  Oberfläche  mit  einem  fein- 
maschigen Nervennetze  abschliesst  (Fig.  Taf.  II).  Er  entwickelt  sich 
theils  aus  dem  Stainmplexus  direct,  theils  tragen  zu  seiner  Bildung 
Fasern  bei,  welche  bereits  bis  in  die  Regionen  HB  vorgedrungen 
sind.    In  den  Knotenpunkten  seines  Maschen  Werkes  sind  meistens 
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Ganglien  vorhanden.  Bemerkenswert  ist,  dass  aus  ihm  Fasern  ab- 
zweigen, welche  zu  den  Drüsenausführungsgängen  hinziehen.  Wenn 
bei  der  Herstellung  des  Blatlerpräparates  der  Schnitt  ab  Fig.  2,  Taf.  I 
nicht  gar  zu  tief  im  Zungcnparenchym  geführt  wurde,  so  fällt  sehr 
häufig  das  Epithel  des  Ausfuhrungsganges  heraus.  In  solchen  Fällen 
kann  man  bemerken,  dass  obige  Fasern  spiralartig  an  der  äusseren 
Wand  dos  Ausfuhrungsganges  in  die  Tiefe  ziehen.  Ich  habe  diese 
Nerven  nicht  weiter  verfolgt,  und  kann  kein  Urlheil  darüber  abgeben, 
ob  sie  zu  den  Zellen  des  Ausführuogsganges  in  irgend  welcher  Be- 
ziehung sieben.  Die  Aufgabe  des  Plexus  selbst  kann  nur  die  sein, 
oas  am  Grunde  des  Wallgrabens  sitzende  Epithel  mit  Nerven  zu  ver- 
sehen. 

Fasst  man  bei  hoher  Einstellung  den  Auffaserungsbezirk  bis  an 
die  Knospenregion  hin  speciell  ius  Auge,  dann  gewahrt  man  sehr  oft 
die  eigenthümlichen  Nerven,  von  denen  ich  in  Fig.  4,  Taf.  II  oben 
citirter  Schrift  eine  Abbildung  gegeben  habe.  Es  sind  das  zarte 
Stammelten,  welche  ich  jetzt  als  Abkömmlinge  der  blassen  Fasern 
des  Slammplexus  auffassen  möchte.  Wenigstens  konnte  ich  immer 
für  eine  Anzahl  derselben  diese  Provenienz  zweifellos  festsetzen. 
Sie  dringen  aus  der  Tiefe  und  ziehen  nahe  aneinander  gerückt  knapp 
au  der  Oberfläche  des  Bindegewebes  bis  an  den  Rand  der  Knospen- 
region hin.  Ein  Theil  von  ihnen  gesellt  sich  zu  den  Nerven,  welche 
in  den  Längsscheidewänden  verlaufen,  der  andere  Theil  hört  an  dem 
Kunde  der  Knospenrinne  wie  ubgerissen  auf.  Das  Eigentümliche 
dieser  Fasern  ist,  dass  sie  schmal  beginnend  ullmählich  breiler  werden. 
Wie  gesagt  konnte  ich  ein  conslantes  Vorkommen  dieser  Fasern  in 
der  eben  beschriebenen  Anordnung  und  Menge  nicht  feststellen.  Am 
öftersten  traf  ich  sie  beim  Kaninchen.  In  wechselnder  Anzahl  sind 
sie  aber  stets  zu  beobachten,  und  mit  Rucksicht  auf  ihre  Rissenden 
und  weil  der  enorm  entwickelte  intraepithelialo  Plexus  in  der  Kuos- 
penregion  seinen  Anfang  an  den  untersten  Knospenreihen  nimmt, 
möchte  ich  annehmen,  dass  diese  Fasern  es  sind,  welche  einen 
grossen  Theil  zur  Bildung  desselben  beitragen. 

Wenn  man  nun  aber  den  Bezirk  in  seiner  ganzen  Dicke  und 
auf  die  ganze  Blattlänge  hin  durchmustert,  so  stössl  man  auf  jedem 
optischen  Flächcnschnitl  auf  jenes  Gewirre  von  Fasern  und  Faser- 
bündeln,  von  dem  ich  oben  eine  allgemeine  Beschreibung  gegeben 
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habe.  Abgesehen  von  dein  Zuge  der  Fasern  an  und  für  sich,  er- 
höhen noch  die  in  denselben  eingestreuten  verschieden  geformten 
Ganglien  die  Complicirthcit  der  mikroskopischen  Bilder. 

In  der  Knospenregion  des  Blattes  fallen  vor  Allem  die  in  den 
Langsscheidewändcn  der  Nischen  liegenden  Nerven  in  die  Augen. 
Eine  Ubersichtliche  Untersuchung  derselben  ergibt,  da6s  sie  haupt- 
sächlich jene  Fasern  enthalten,  welche,  nach  dein  Zerfall  des  Grund- 
plexus  in  seine  Elemente,  »auf  dem  kürzesten  Wege  bis  an  den  oberen 
Rand  des  Blattes  ziehen«;  zu  ihnen  gesellt  sich  überdies  ein  be- 
trächtlicher Theil  der  übrigen  im  Auffaserungsbezirke  befindlichen 
Nerven. 

Zum  leichleren  Versländniss  des  Folgeoden  erscheint  es  mir 
nothwendig,  Einiges  über  diese  Bündel,  als  Ganzes  betrachtet,  voraus- 
zuschicken. Stellt  man  auf  dieselben  hoch  ein,  so  wird  zuerst  ein 
mitunter  ganz  scharfer  Kamm  sichtbar1).  Bei  allmählicher  Senkung 
des  Tubus  sieht  man,  dass  die  Breite  des  optischen  Querschnittes, 
welcher  die  noch  zu  den  Langsfaserbündeln  gehörigen  Nerven  ent- 
halt, immer  zunimmt  und  endlich  nahe  an  der  hinteren  Blaltwand 
sein  Maximum  erreicht.  Die  Fasern  bilden  also  in  ihrer  Gesammt- 
heit,  schematisch  ausgedrückt,  ein  Prisma,  dessen  Basis  auf  der  hin- 
teren Wand  des  Blattes  aufsitzt  und  dessen  Seiten  ausgeschweift  sind. 

Die  Figg.  1  Taf.  II,  Taf.  III,  I  Taf.  V,  I  Taf.  VI  stellen  also 
nur  bestimmte  optische  Querschnitte  der  in  Hede  stehenden  Bündel 
dar.  Um  nun  diese  wichtigen  Bündel  zu  studiren  und  ferner,  um 
Uber  die  Nerven  in  dor  Tiefe  des  Blattes  ins  Klare  zu  kommen,  ge- 
nügen ganze  Blatter  in  der  Regel  nicht  mehr.  Hier  muss  man  zu 
der  sehr  viele  Mühe  und  Zeit  in  Anspruch  nehmenden  Flüchenspal- 
tung der  Blatter  unter  dem  Präparirmikroskope  seine  Zuflucht  nehmen2). 


i)  Ich  bringe  hier  in  Erinnerung,  dass  nicht  nur  die  ganzen  Blätter,  sondern 
auch  die  Schnitte  aus  denselben  durch  zwischen  Deckglas  und  Objectt rüger  ein- 
gelegte Glassplitter  vor  Druck  geschützt  werden  müssen. 

i)  Ich  möchte  an  dieser  Stelle  nochmals  betonen,  dass  es  ein  hoffnungsloser 
Irrweg  ist,  dadurch  an  das  Ziel  kommen  zu  wollen,  dass  man  gehärtete  Präparate 
in  Schnittserien  zerlegt.  Ich  habe  dieses  selbt  einige  Male  versucht,  bin  aber  bald 
zur  Ueberzeugung  gekommen,  dass  die  betreffenden  Präparate  bei  Weitem  nicht  das 
bieten,  was  die  Handschnitte  von  den  in  verdünntem  Giyccrin  liegenden  Papillen. 
Doch  bemerke  ich,  dass  es  auch  bei  der  von  mir  eingeschlagenen  Methode  nicht 
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In  den  meisten  Fallen  genügt  schon  eine  einmalige  Abspaltung;  die 
beiden  Rlaltlheile  sind  dann  hinreichend  dünn,  um  zu  ihrer  mikro- 
skopischen Durchmusterung  selbst  die  stärksten  Systeme  in  Anwen- 
dung zu  bringen.  Die  Details  nun,  welche  man  an  ihnen  zu  Ge- 
sichte bekommt,  mögen  zunächst  die  Abbildungen  Fig.  1  Taf.  IV, 
Fig.  1  Taf.  V  und  Fig.  2  Taf.  VI  veranschaulichen.  Erstere  Figur 
ist  ungefähr  der  fünfte  Theil  eines  ganzen  Blattes.  Dasselbe  wurde 
der  Flache  nach  in  zwei  Theile  getrennt  und  es  stellt  Fig.  1  Taf.  V 
jenen  Theil  dar,  welcher  von  der  Strecke  a  Fig.  1  Taf.  IV  abgetragen 
wurde.  Der  trennende  Schnitt  konnte  aber  nur  bis  an  den  Anfang 
des  Bezirkes  gefuhrt  werden,  welcher  mit  op  bezeichnet  ist.  Es  sind 
also  die  bis  dahin  ziehenden  Nerven  solche,  welche  die  Oberfläche 
des  wirklichen  Querschnittes  zeigte.  Die  Region  op  zeigt  hingegen 
theils  die  Fortsetzungen  jener  Fasern  im  optischen  Querschnitte  (iVÄ), 
theils  Fasern  und  Ganglien,  welche  hoher  in  den  Knospenrinnen 
(zwischen  NB,  NB)  liegen  (also  entsprechend  den  in  Fig.  I  Taf.  V 
bei  N  sichtbaren  Nerven).  Wenn  man  aber  an  solchen  Präparaten 
den  Tubus  nach  und  nach  senkt,  so  wiederholen  sich  fort  und  fort 
den  abgebildeten  ahnliche  Geflechte,  bis  man  an  die  hinlere  Blatt- 
wand gelangt,  in  welcher  endlich  die  armleuchterartigen  Nerven  auf- 
tauchen, welche  ich  bereits  früher  beschrieben  und  abgebildet  habe. 
An  dem  Schnitte  Fig.  I  Taf.  V  wurde  die  Einstellung  so  gewählt, 
dass  die  Nerven  auf  dem  Rinnengrundc  N  deutlich  sichtbar  waren; 
die  Bündel  NB  sind  daher  wieder  Bilder  des  optischen  Querschnittes. 

An  den  Zeichnungen,  auf  welche  soeben  vorwiesen  wurde, 
denen  nun  auch  noch  die  Figg.  Taf.  VII  und  VIII  angereiht  werden 
mögen,  ist  ersichtlich,  dass  die  Formen  und  Dimensionen  nicht  nur 
der  Nervenfasern,  sondern  auch  der  Ganglien  und  ganglicnartiger 
Gebilde,  mit  welchen  erstere  in  Zusammenhange  stehen,  innerhalb 
eines  grossen  Spielraumes  wechseln.  Mit  dem  Ausdrucke  »ganglien- 
artiger Gebilde«  bezeichne  ich  die  vielgestaltigen  knotigen  Massen, 


möglich  ist,  ein  Blatt  der  ganzen  Lunge  nach  z.  ß.  in  zwei  vollständige  Hälften 
zu  trennen.  Die  Spaltung  des  Blattes  in  dem  Auffascrungsbezirk  ist  leicht  zu  be- 
werkstelligen, in  der  Knospenregion  aber  dadurch  sehr  erschwert,  weil  es  unmög- 
lich ist,  selbst  mit  dem  feinsten  Messerchen  immer  unter  den  Nischen  zu  bleiben. 
Dieselbe  jedoch  auf  grössere  Strecken  hin  auszuführen,  gestaltet  immerhin  längere 
Uebung. 
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zu  welchen  Nerven  in  ihrem  Verlaufe  anschwollen,  oder  welche 
gleichsam  als  Sammel-  oder  Ausgangspunkte  für  Nervenfasern  dienen 
(Fig.  3,  4  Taf.  VII;  Fig.  2  Taf.  VIII  gla). 

Von  wahren  Ganglien  unterscheiden  sich  selbe  durch  den  Mangel 
eines  Kernes  und  Kernkörperchens.  Wenigstens  ist  es  mir  nicht  ge- 
lungen, an  einer  grossen  Anzahl  von  Gebilden,  welche  man  bei  ober- 
flächlicher Beobachtung  ohne  Weiteres  wegen  ihrer  Form  fUr  Gang- 
lien halte  ansehen  können,  jene  Attribute  der  Ganglienzelle  zu  finden. 
Ausser  einer  bald  gröberen  bald  feineren  Granulation  konnte  ich  an 
ihnen  nichts  Bemerkenswerthes  sehen.  Aufmerksam  machen  muss  ich 
noch  auf  breite  kurze  brUckenarlige  Verbindungen  zwischen  je  zwei 
Fasern  (Fig.  2,  3  Taf.  VII;  Fig.  2  Taf.  VIII  br).  Man  trifft  sie  sehr 
häufig  in  jedem  Präparate,  so  dass  schon  dieses  conslanle  Vorkom- 
men gegen  die  Annahme  spricht,  dass  man  es  hier  mit  Kunstpro- 
duclen,  etwa  blossen  Goldniederschlägen,  zu  Ihun  habe. 

Die  weitere  Beschreibung  dieser  verschiedenen  Bilder  will  ich 
aber  an  die  eingehendere  Besprechung  der  in  den  Längsscheidewän- 
den der  Nischen  verlaufenden  Nervenbündel  knüpfen. 

Um  sich  nun  in  Bezug  auf  diese  Faserbundel  keiner  Täuschung  aus- 
zusetzen, ist  es  unumgänglich  nolhwcndig,  Schnitte  zu  erzielen,  welche 
nicht  nur  möglichst  parallel  der  Fläche  des  Blattes  bis  an  den  oberen 
Rand  desselben  gehen,  sondern  auch  in  verschiedenen  Tiefen  aus- 
geführt wurden,  Bedingungen,  die  wie  leicht  ersichtlich,  nach  meiner 
Präparationsmethode  nur  dem  Zufall  anheimgestellt  sind.  Zwei  solchen 
verschiedenen  Tiefen  angehörige  Schnitte  stellen  Fig.  i  Taf.  VII  und 
Fig.  2  Taf.  VIII  dar.  Jener  ist  ungefähr  aus  der  Mitte,  dieser  aus 
der  Tiefe  des  Blattes. 

Ich  muss  nun  vor  Allem  nachdrücklich  hervorheben,  dass  ich 
an  den  bezüglichen  Präparaten,  welcher  Partie  des  Blattes  in  Bezug 
auf  dessen  Dicke  sie  immer  entsprachen,  das  Eine  ausnahmslos  fest- 
stellen konnte,  dass  bei  weitem  die  Mehrzahl  der  in  Rede  stehenden 
Fasern  bis  an  den  oberen  Rand  des  Blattes  ziehen.  Und  dazu 
kommt  noch  eine  andere  wichtige  Thatsache.  Wenn  nämlich  seitlich 
aus  dem  Längsbündel  eine  grössere  Partie  von  Fasern  dicht  zusam- 
mengedrängt ahzweigt,  so  nehmen  selbo  ihren  Weg  durch  die  Quer- 
scheidewäntle  und  gesellen  sich  theils  zu  dem  Nachbarlängsbündel, 
theils  ziehen  sie  in  die  Tiefe  des  Blattes.    Dieses  habe  ich  zuerst  an 
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Präparaten  aus  der  Pap.  foliatae  des  Kaninchen  gesehen,  welche  die 
Querwände  erhalten  zeigte  (Fig.  2  Taf.  V  QB).  Alle  diese  Längs- 
faserbündel  können  mithin  unmöglich  zu  den  Knospen  respective  zu 
deren  Sinneszelien  in  direcler  Beziehung  stehen;  ja  sie  weichen 
denselben  geradezu  aus.  Ihre  Endigung  muss  daher  im  Epithel  ober 
den  Knospen  gesucht  werden. 

Was  nun  die  Frage  betrifft,  zu  welcher  Kategorie  die  einzelnen 
Fasern  gehören,  so  glaube  ich,  werden  mich  die  Abbildungen  der 
Tafeln  VII  und  VIII  einer  weitläufigen  Auseinandersetzung  Uberheben. 
Wenn  man  in  Fig.  2  Taf.  VIII  (entworfen  mit  Oclimmersion,  Apert. 
1.30,  Ocul.  18,  Apochromat  Zeus»)  die  feinsten,  varicösen  Fädchen 
{pfj  als  Nervenprimitivfibrillen  auffasst,  wird  man  die  nächstdickeren 
Stränge  {fb)  als  PrimitivfibrillenbUndel ,  als  nackte  Achsencylinder 
ansehen  müssen.  Die  verhaltnissmässig  dicken,  sich  gabelig  theilen- 
den  Stämmchen  (rn)  sind  REMAK'sche  Fasern,  man  kann  sie,  wie 
Eingangs  erwähnt,  stets  leicht  bis  in  den  Grundplexus  verfolgen. 
Schwieriger  zu  erklären  ist  aber  das  Wesen  der  Fasern,  welche  ich 
mit  dem  Namen  breiter  Fasern  bezeichnen  will  (bf).  Meistens  neh- 
men sie  ihren  Anfang  und  zwar  sehr  schmal  beginnend  aus  einer 
Ganglienzelle  oder  ganglienartigen  Anschwellung,  verbreitern  sich 
dann  durch  Hinzutritt  einer  granulirten  Masse  oft  ganz  enorm,  wer- 
den dann  wieder  schmal  und  ziehen  endlich  als  fast  parallelrandiges 
Band  weiter.  Eine  nie  fehlende  EigcnthUmlichkeit  dieser  Fasern  ist 
ihre  spiralartige  Windung,  welche  aber  ab  und  zu  auch  schmachtigere 
Remak'scIic  Bündel  zeigen.  Offenbar  liegen  in  den  » ganglienarligen 
Gebilden «  Analoga  der  Nervenkörperchen  S.  Mayers  vor.  Ich  schliesse 
mich  der  Auffassung  dieses  Autors  über  die  Bedeutung  derselben, 
abgesehen  von  dem  spontanem  Auftreten  eiues  Kernes  in  ihnen,  in- 
sofern an,  dass  sie  das  Bildungsmaterial  bei  der  Regeneration  von 
Fasern  bilden.  Von  diesem  Gesichtspunkte  aus  könnten  demnach  die 
»breiten  Fasern«  entweder  dem  Stadium  der  Regeneration  oder  De- 
generation angehören.  Dass  man  aber  in  der  Thal  auf  eine  fort- 
währende Neubildung  von  Nerven  in  unseren  Objecten  schliessen  dürfe, 
dafür  sprechen  die  Eingangs  erwähnten  Thalsachen  über  das  wech- 
selnde Vorkommen  von  Kernen,  oder  wie  ich  jetzt  sagen  darf  von 
Ganglien  und  ganglienartigen  Gebilden  an  den  secundären  Blättern. 

Die  in  den  Längsscheidewänden  der  Knospen nischen  geborgenen 
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Nervenbündel  sind  mithin  ein  Convolut  von  Nervenprimitivfibrillen, 
nackten  Achsencylindern  und  REiiAK'schen  Fasern.  Dazu  gesellen  sich 
noch  Ganglien  und  ganglienartige  Gebilde  der  verschiedensten  Ge- 
stalt, welche  das  schon  durch  die  Fasern  an  und  für  sich  geschaffene 
Wirrniss  noch  erhöhen. 

Was  nun  die  Ganglien  anlangt,  so  geht  es  aus  meinen  Präparaten 
zur  Evidenz  hervor,  dass  durch  sie  in  der  Thal  eine  Vermehrung 
von  Fasern  staltfindet.  Was  mir  in  dieser  Beziehung  besonders  auf- 
gefallen ist,  ist  Folgendes.  Man  sieht  eine  verhaltnissmössig  dicke 
Faser  von  einem  Bündel  abzweigen  und  gegen  die  Peripherie  hin- 
ziehen, d.  h.  gegen  den  oberen  Blaltrand  zu.  Nach  kürzerm  oder 
längerm  Verlauf  senkt  sie  sich  in  eine  Ganglienzelle.  Aus  dieser 
kommen  nun  drei,  vier  oder  auch  mehrere  ebenfalls  wieder  nach  den 
Rand  hinziehende  Fasern  hervor,  deren  Gesammtquerschnitt  entschie- 
den dicker  ist  als  der  zur  Zelle  hintretende  Zweig.  Umgekehrt  ist 
aber  auch  der  Fall  sehr  häufig,  dass  von  einem  Bündel  mehrere  Fa- 
sern oder  von  mehreren  getrennten  Bündeln  je  Fasern  zu  einer 
Ganglienzelle  gehen,  wieder  in  der  Richtung  gegen  die  Peripherie, 
und  aus  der  Ganglienzelle  eine  einzige  dickere  Faser  hervorgeht  und 
peripherisch  weiter  verlauft.  Siehe  Figg.  \  Taf.  V ;  1 ,  a,  b  Taf.  VI ; 
4,  2  Taf.  VII;  1,  2  Taf.  VIII. 

In  meiner  ersten  Abhandlung  habe  ich  Elemente  aus  den  Löngs- 
scheidewändebundeln  beschrieben  und  abgebildet  (Fig.  6,  Taf.  II), 
welche  ich  als  Nervenenden  hingestellt  habe.  Wiederholen  muss  ich 
hier  nun,  dass  ich  dieselben  auch  diesmal  immer  und  immer  wieder 
fand,  und  dass  es  namentlich  für  sehr  viele  breite  Fasern  ganz  un- 
zweifelhaft ist,  dass  sie  noch  im  Blattstroma  enden.  In  solchen  Fällen 
läuft  die  betreffende  Faser  spitz  zu  und  liegt  zwischen  anderen  Fa- 
sern des  Bündels  wie  eingekeilt.  Ich  muss  von  vornherein  dem 
Vorwurf  begegnen,  dass  ich  mich  etwa  durch  Schnittenden  täuschen 
Hess.  Meine  Behauptungen  gründen  sich  ausschliesslich  auf  klare 
Bilder  von  optischen  Flöchenschnilten.  Die  Bedeutung  dieser  En- 
digung ist  vor  der  Hand  unklar,  denn  meine  frühere  Hypothese1), 
dass  selbe  ebenfalls  zur  Perception  schmeck  barer  Substanzen  dienen, 
muss  ich  als  nicht  stichhaltig  fallen  lassen,  weil  mir  Injektionen  mit 


4)  I.  c.  pag.  43  ff. 
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gefärbten  Flüssigkeiten  von  der  Oberfläche  der  Papille  aus  in  das 
Innere  der  Knospen  bis  auf  deren  Grund  nie  gelungen  sind. 

Die  Fig.  I,  Taf.  VII  (Oelimmersion,  Apert.  1.30,  Oc.  4,  Apo- 
chromat)  diene  zur  Demonstration  des  Gesagten.  Sie  zeigt  zwei  be- 
nachbarte Längsfaserbundcl  in  ihrem  ganzen  Verlauf.  Sie  ist,  wie  * 
ich  nebenbei  bemerken  will,  nach  einem  verhalt nissmässig  einfachen 
Präparate  gezeichnet.  Um  einen  möglichst  klaren  Einblick  Uber  die 
Beziehungen  der  Ganglien  zu  den  Nerven  und  den  Bündeln  zu  be- 
kommen, habe  ich  in  Fig.  2  und  3  die  Partien  um  a  und  b  der 
Zeichnung  I  entsprechend  der  Vergrößerung  mit  Oc.  19  abgebildet. 
Selbe  zeigen  noch  Verbindungen  mit  Fasern,  welche  an  dem  Ueber- 
sichlspraparate  nicht  zu  Tage  treten.  Es  rührt  dieses  davon  her, 
dass  in  Fig.  1  das  Bild  des  wirklichen  und  nur  Einiges  aus  dem 
nächstfolgenden  optischen  Flüchenschnitte  wiedergegeben  ist.  Daher 
sind  auch  jene  Fasern,  welche  scheinbar  Endigungen  zeigen,  theils 
wirkliche  Schnittenden  (dunkler  gehalten) ,  theils  sind  deren  Fort- 
setzungen in  der  Tiefe  gelegen.  Fasern  und  Geflechte,  welche  das 
Präparat  noch  unter  den  I^ngsbündcln  zeigte,  sind  weggelassen  und 
man  hat  sich  zur  Vollständigkeit  der  Zeichnung  unter  und  zwischen 
den  abgebildeten  Nerven  noch  ein  dem  in  Fig.  1,  Taf.  IV  analoges 
Faserwerk  hinzuzudenken.  Mit  diesem  also  standen  einige  der  von 
den  Ganglien  der  Fig.  2  und  3  weggehenden  Fasern  in  Verbindung. 

Ich  habe  jetzt  noch  das  Geflecht  auf  dem  Rinnen-  und  Nischen- 
grunde zu  besprechen. 

Bei  vielen  Präparaten,  sowohl  ganzen  Blättern  als  oberflächlichen 
Schnitten  derselben ,  habe  ich  diesmal  bei  hoher  Einstellung  eine 
feine  rolhe  oder  dunkelviolette,  von  unten  nach  oben  laufende  Schraf- 
lirung  beobachtet,  ahnlich  der,  welche  die  hintere  Wand  des  Blattes 
immer  zeigt.  Ich  ziehe  daraus  den  Schluss,  dass  auch  die  Knospen- 
flache des  Blattes  ein  Grcnzhautchen  abschliesst.  Selbes  muss  jedoch 
um  Vieles  zarler  sein  als  die  Grenzmembran  der  Hinterflache,  denn 
sie  selzt  dem  Messer  bei  der  Herstellung  der  Schnitte  kein  Hinder- 
uiss  entgegen,  was  der  Fall  ist,  wenn  man  das  Blatt  von  der  Hin- 
terflache aus  durchtrennen  will. 

Das  in  Kede  stehende  Geflecht  liegt  nun  unter  dieser  Haut, 
denn  wenn  zugleich  mit  den  Nerven  auch  die  Schraffirung  gekenn- 
zeichnet ist,  zieht  diese  über  demselben  weg.    Es  entwickelt  sich 
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theils  aus  den  Längsfaserbündeln  und  zwar  meistens  in  der  eigen- 
thumlichen  Weise,  dass  ein  und  dieselbe  zuhöchsl  in  der  Scheide- 
wand verlaufende  REMAK'sche  Faser  in  den  Kinnen  links  und  rechts 
Zweige  abgibt  (Fig.  4,  Taf.  VII),  theils  aus  Fasern,  welche  unmittel- 
bar aus  dem  Auffascningsbezirke  kommen.  Das  letzlere  gilt  für  den 
Anfang  der  Kinnen. 

Gerade  an  diesen  Stellen  aber  habe  ich  nun  zu  wiederholten 
Malen  gesehen,  dass  die  betreffenden  Fasern  in  ein  wirkliches  Ner- 
vennetz übergehen,  wie  ich  ein  solches  in  Fig.  5,  Taf.  VII  (Oel- 
immersion,  Apert.  1.30,  Oc.  18)  gezeichnet  habe.  Ks  ist  dasselbe, 
wie  man  an  den  Rissenden  erkennt,  nur  ein  Fragment,  und  es  gluckte 
mir  beim  Hasen  nie,  dasselbe  vollständig  zu  erhallen,  denn  nachdem 
ich  beim  Kaninchen  Präparate  bekommen  halte,  an  denen  die  Knospen- 
nischen vollkommen  erhalten  waren  und  dieselben  von  den  in  Flg.  2, 
Taf.  V  abgebildeten  korbartigen  Nelzon  Uberzogen  fand,  zweifelte 
ich  nicht  mehr,  dass  dieselben  auch  constant  beim  Feldhasen  vor- 
kommen müssen  und  also  das  Geflecht  unter  der  Grenzmembran 
schliesslich  in  ein  die  Nischen  auskleidendes  Netz  Ubergehe.  Die 
jedesmalige  Zerstörung  desselben  erklärt  sich  aus  der  Abtragung  des 
Epithels.  Bei  neuen  Untersuchungen  wird  man  auf  dieses  Netz  ein 
besonderes  Augenmerk  richten  inUssen.  Zwischen  den  Maschen  des 
Geflechtes  sieht  man  endlich  Fasein  oder  Faserbündel  aus  der  Tiefe 
kommen  und  am  Grunde  der  Nischen,  wenn  selbe  vorhanden  sind, 
enden.  Diese  Fasern  sind  es  nun,  welche  vermöge  ihrer  Richtung  und 
Lage  nur  in  den  Knospen  respective  deren  Sinneszellen  enden  können. 

Wenn  ich  nun  das  Ergebniss  meiner  Untersuchungen  Uber  die 
Nerven  des  secundaren  Blattes  zusammenfasse,  so  komme  ich  zu  dem 
Schlüsse:  der  Glossophar\ ngeus  enthalt  nebst  doppelt  contourirlcn 
Nerven  noch  viele  REMAK'sche  Fasern.  Dessen  Auffaserung.  findet 
bereits  unterhalb  der  Knospenregion  statt.  Die  Vorstellung  also,  dass 
sich  dieser  Nerv  dadurch  erschöpft,  dass  Stünimehen  desselben  unter 
die  Knospen  treten  und  nach  und  nach  ihre  Fasern  an  dieselben 
abgeben,  ist  unrichtig.  Nur  eine  verhält nissmiissig  geringe,  der  Summe 
der  »Sinneszellcnt  entsprechende  Anzahl  von  Fasern  gehl  direel  zu 
den  Knospen,  um  in  ihnen  in  Form  der  Sinneszellen  zu  enden.  Ein 
weitaus  grösserer  Theil  derselben  zieht  zu  Büscheln  angeordnet  durch 
die  Langsscheidewande  der  Knospennisehen  bis  an  den  Blattrand  und 
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gehl  dort  ia  da*  oberhalb  der  Knospen  gelegene  Epithel  über.  Viele 
Fasern  enden  aber  auch  schon  ini  Blattstroma. 

Unter  der  Knospenregion  in  der  ganzen  Dicke  des  Blattes  be- 
findet sich  eine  zusammenhangende  Lage  von  Ganglienzellen,  welche 
zur  Vermehrung  der  Fasern  beitragen.  Denn  wie  eine  oberflächliche 
Schützung  ergibt,  ubertrifft  die  Summe  der  Querschnitte  der  Nerven 
von  nur  einigen  Blattern  gewiss  den  Querschnitt  des  Stammes  des 
Glossopharyngeus.  Ausser  den  Ganglien  sind  in  die  Nerven  noch 
ganglienähnliche  Massen  eingefügt,  welche  möglicher  Weise  das  Ma- 
terial für  regenerative  Processe  bilden.  Jede  Knospennische  ist  von 
einem  Nervennetze  überzogen,  in  welches  das  unter  der  Basalmem- 
bran des  Nischengrundes  befindliche  Geflecht  übergeht. 

Leber  die  Nerven  des  primären  Blattes  habe  ich  nichts  Neues 
zu  sagen.  Wohl  aber  habe  ich  in  Bezug  auf  die  Anatomie  des  Blattes 
selbst  einen  Irrlhum  zu  berichten,  dem  ich  bei  meiner  ersten  Unter- 
suchung anheimgefallen  biu.  Was  ich  damals  als  Lwnphgefäss  aufge- 
fasst  habe,  ist  ein  venöser  Sinus,  welcher  unter  den  verschiedensten 
Formen  auftritt.  Eine  solche  zeigt  Fig.  2.  Taf.  III.  Verleitet  zu  meiner 
falschen  Auffassung  wurde  ich  einst  hauptsächlich  durch  die  Form 
des  Gefässes  und  durch  den  Umstand,  dass  ich  dasselbe  stets  leer 
von  Blut  fand.  Zudem  wurde  ich  in  meiner  Ansicht  noch  durch  eine 
früher  erschienene  Arbeit  KleixV;  bestärkt,  welcher  auf  Einstich- 
injectionen  hin  das  in  Rede  stehende  Gefass  ebenfalls  für  ein  Lymph- 
gefäss  erklärte.  Der  Abfluss  des  Blutes  aus  den  Sinusen  findet  haupt- 
sächlich gegen  die  innere  Seite  der  Papille  hin  statt.  Dort  gehen 
selbe  zunächst  Anastomosen  unter  sich  ein.  welche  schliesslich  zu  den 
daselbst  befindlichen  grosseren  Venen  führen. 

Ueber  den  Bau  der  Pap.  circumvallatae  des  Hasen  und  Kanin- 
chen und  über  die  Nerven  in  jenen  kann  ich  mich  kurz  fassen. 

An  einem  aus  der  .Milte  einer  z.  B.  in  Fleming  scher  Mischung 
erhärteten  Papille  hergestellten  senkrechten  Schnittpräparate  sieht  man, 
dass  die  Knospen  nicht  nur  an  beiden  Seiten  des  Slromas  der  Pa- 
pille, sondern  auch  auf  der  äusseren  I  mwallung  des  Grabens  auf- 
sitzen. Sie  beginnen  in  einiger  Höhe  vom  Grabcngninde  an  gerechnet 
und  ihr  Bezirk  erstreckt  sich  nicht  über  den  Graben  hinaus.  Das 

i)  Appendix  B  zu  der  im  Jahre  1873  erschienenen  Sihrin:  The  .inaloniy  or 
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Papillarstroma  erscheint  in  Zapfen,  welche  sich  in  ein  machtig  ent- 
wickeltes Epithel  einsenken,  das  in  den  tiefsten  Lagen  zahlreiche 
Mitosen  aufweist.    Solche  trifft  man  auch  in  den  Knospen  selbst  an. 

Au  Querschnitten  zeigt  sich  die  dem  Graben  entsprechende  kreis- 
förmige Furche  beiderseits  von  Knospen  eingesäumt  (Fig.  4,  Taf.  I). 
Dieselben  reihen  sich  sowohl  an  der  äusseren  wie  inneren  Peripherie 
in  einzelnen  Füllen  ununterbrochen  eine  neben  der  andern  an,  mei- 
stens aber  sind  diese  Reihen  auf  kürzere  oder  längere  Strecken  hin 
durch  EpithelbrUcken  unterbrochen  (Fig.  4,  Taf.  Ij.  An  den  tiefsten 
Schnitten,  welche  eben  den  Boden  des  Grabens  tangiren,  sieht  man 
auf  jenem  die  Querschnitte  der  DrUscnausfUhrungsgÜngc  in  einem 
Kreise  angeordnet,  innerhalb  welches  Quer-,  Schief-  und  Längsschnitte 
doppelt  contourirter  Nervenbündel  erscheinen.  An  der  Fig.  2,  Taf.  1 
erkennt  man  ferner,  dass  sich  sowohl  die  innere  als  äussere  Knospen- 
reihe an  einen  bindegewebigen  Streifen  anlehnt,  auf  welchen  resp. 
nach  innen  und  aussen  eine  breite  Epithellage  folgt.  Combinirt  man 
nun  Längs- und  Querschnitt  und  vergleicht  damit  noch  die  Fig.  3,  Taf.  I 
abgebildete,  vom  Epithel  befreite  Papille,  so  wird  der  Gcsammlbau 
einer  solchen  verständlich.  Daraus  geht  hervor,  dass  die  Knospen  in 
der  Pap.  circumvallatae  ebenfalls  auf  Blättern  aufsitzen,  welche  so- 
wohl innerhalb  des  Wallgrabens  als  ausserhalb  desselben  die  Papillen 
umkreisen.  Diese  Blätter  entsprechen  nun  in  Bezug  auf  ihren  fei- 
neren histologischen  Bau,  die  Vertbeilung  und  Anordnung  der  Nerven 
in  ihnen  vollkommen  den  secundären  Blättern  der  Pap.  foliaUie. 

Der  Querschnitt  Fig.  4,  Taf.  I  zeigt  ausserdem  noch  seitlich  nach 
aussen  ein  grosses  Geföss  (YS).  Es  ist  dies  ebenfalls  ein  venöser  Sinus, 
welcher  sich,  wie  Schnittseiien  zeigen,  ziemlich  tief  in  das  Parenchym 
der  Zunge  hinein  erstreckt.  Ich  halte  ihn  für  das  Analogon  des 
Sinus  in  den  primären  Blättern  der  Pap.  foliatae.  Merkwürdig  ist,  dass 
durch  denselben  oft  Alisführungsgänge  der  Drüsen  hindurch  gehen. 

Ueber  die  Pap.  circumvallatae  der  übrigen  von  mir  untersuchten 
Thiere  will  ich  hier  als  vorläufige  Mittheilung  Folgendes  bemerken. 

Das  Stroma  derselben  erhebt  sich  aus  dem  Bindegewebe  der 
Zunge  mit  einem  ringsum  vollkommen  glatten  Halse  von  müssiger  Höhe 
und  verbreitert  sich  dann  pilzförmig,  bei  den  verschiedenen  Thieren 
in  verschieden  ausgedehntem  Maasse,  am  stärksten  beim  Schweine.  An 
der  Verbreiterungsstelle  verliert  sich  die  Glätte  des  Halses  und  es 
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treten  niedrige  spitz  zulaufende  Faltchen  in  ziemlich  regelmässigen 
Abstanden,  auf  die  Peripherie  der  Papille  bezogen,  aus  dem  Siroma 
hervor.  Bald  nohinen  diese  an  Höhe  zu,  werden  in  meridianer  Rich- 
tung langer  und  setzen  sich  schliesslich  nach  oben  in  förmliche  Blatter 
mit  secundaren  plattgedrückten  Papillen  fort.  Die  Papillen  sind  also 
mit  Blattern  bedeckt,  welche,  niedrig  und  vereinzelt  beginnend,  all- 
mählich höher  werdend,  nach  Art  einer  Halskrause  dieselben  bis  zu 
zwei  Drittel  ihrer  Höhe  umgeben.  Von  hier  an  erheben  sich  aus  dem 
Stroiua  spitz  zulaufende  Zapfen,  welche  im  regellosen  Durcheinander 
die  übrige  Oberfläche  bedecken.  Die  Knospen  sitzen  nun  auf  den 
Falten,  und  diesen  habe  ich  hauptsachlich  meine  Aufmerksamkeit, 
die  Nerven  betreffend,  zugewendet. 

Eigcnlhümlich  ist  das  Stroma  der  Pap.  circumv.  der  Fledermaus.  Es 
zeigt  immer  die  Form  eines  Kelches.  Im  Uebrigen  sind  die  Falten  an  dem 
Umfange  ebenso  beschaffen,  wie  bei  den  Papillen  der  übrigen  Thiere. 

Auch  weitere  Beobachtungen  über  die  Wirkungen  direct  an  die 
Papillen  applicirter  chemischer,  mechanischer  und  electrischer  Heize 
habe  ich  diessmal  wieder  angestellt.  Das  Ziel,  welches  ich  dabei 
vor  Augen  hatte,  war,  zu  untersuchen,  welche  Erscheinungen  über- 
haupt verschiedene  schmeckbare  Substanzen  an  sich,  auf  oder  in  die 
Nahe  der  Papillen  gebracht,  hervorriefen  und  wie  sich  diese  Erschei- 
nungen andern,  wenn  dieselben  Substanzen  auf  Papillen  gebracht 
wurden,  deren  Geschmacksnerv  durchschnitten  worden  war.  Ebenso 
wollte  ich  auch  meine  früheren  Versuche  mechanischer  und  electri- 
scher Heizungen  an  normalen  Kaninchen  und  solchen  mit  excidirtem 
Glossopharyngeus  controliren. 

Zu  dem  Ende  hatte  ich  bei  einer  Anzahl  Kaninchen  aus  dem 
Glossopharyngeus  der  einen  Seite  unmittelbar  vor  seinem  Eintritte 
in  die  Zunge  ein  Stück  von  ungefähr  4— 5  mm  Lange  ausgeschnitten. 
An  diesen  expeiimentirtc  ich  in  Zwischenzeiten  von  10  zu  10  Tagen. 
Die  Operation  zur  Bloslegung  der  Papillen  wurde  in  der  von  mir 
schon  beschriebenen1)  Weise  ausgeführt.  Nur  habe  ich  diesmal  die 
Thiere  durch  Injection  von  6 — lOcmm  einer  10%igen  Chloralhydrat- 
lösung  in  die  Vena  cruralis  narcolisirl  und  die  Zunge  immer  so  weit 
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lospräparirt,  dass  ich  auch  die  beiden  Pap.  circumvallatae  Ubersehen 
konnte.  Eines  der  Kaninchen  wurde  6  Monate  nach  der  Durchschnei- 
dung des  Nerven  der  Untersuchung  unterzogen.  Ueberdies  wurden 
auch  Kaninchen  vorgenommen,  an  weichen  der  Glossopharyngeus 
nicht  durchschnitten  wurde. 

Ich  will  nun  zunächst  die  Unterschiede  hervorhoben,  welche  eine 
normale  Papille  und  eine  Papille  30  Tage  nach  der  Durchschneidung 
des  Geschmacksnerven  zeigt.  Die  blosgelegte  normale  Papille  habe 
ich  beschrieben  »als  bläulich  gefärbten,  etwas  geschwellten  elliptischen 
Körper,  von  welchem  an  der  hinteren  und  inneren  Seile  gegen  den 
Zungengrund  hin  jederseits  ein  stark  injicirtes  GefUssbündel  abgeht. 
Die  Papillenfurchen  lassen  sich  ganz  deutlich  erkennen  und  sind  mit 
Flüssigkeit  gefüllt.«« 

Ich  muss  dieser  Beschreibung  jetzt  noch  hinzufügen,  dass  auch 
an  dem  vorderen  inneren  Rande  der  Pap.  fol.  conslant  eine  von  vorn 
nach  hinten  laufende  Vene  sichtbar  ist,  welche,  ebenfalls  stets  prall 
gefüllt,  in  Verbindung  mit  den  Sinusen  der  primären  Blätter  steht. 
Ferner  fallen  die  knospentragenden  Blätter  bei  Betrachtung  mit  der 
Lupe  als  graulich  weisse  Streifen  auf,  neben  den  primären  Blättern 
gelegen,  welche  letztere  durch  die  in  ihnen  befindlichen  injicirten 
Sinuse  zu  erkennen  sind.  Das  eyanolische  Ansehen  verdanken  mithin 
die  Papillen  fast  ausschliesslich  den  Centralgefässon  der  primären  Blätter. 

Ein  ganz  anderes  Aussehen  bietet  die  abnormale  Papille  dar. 
Sie  erscheint  vor  Allem  in  der  Richtung  von  hinten  nach  vorn  ver- 
kürzt, d.  h.  wenn  man  an  ihr  nur  die  Blätter  und  Furchen  in  Be- 
tracht zieht  und  damit  die  der  gesunden  Papille  vergleicht,  so  ergibt 
sich,  dass  eine  Anzahl  derselben  verschwunden  ist.  An  Stelle  der- 
selben erscheint  eine  weissliche  eigentümlich  geformte,  vertiefte 
atrophische  Stelle,  aus  welcher  sich  ganz  deutlich  erkennen  lässt,  wie 
weit  die  Papille  einst  nach  vorn  reichte.  Doch  ist  die  Abgrenzung 
der  atrophischen  Stelle  gegen  die  übrige  Partie  der  Papille  nicht  scharf 
ausgedrückt.  Die  noch  vorhandenen  knospen  tragenden  Blätter  sind 
nicht  mehr  deutlich  zu  erkennen  und  die  primären  Blätter  nur  mehr 
schwach  mit  Blut  gefüllt,  daher  auch  das  Gcsammtaussehen  dieses 
Papillcnlheiles  im  Vergleiche  mit  der  gesunden  Papille  ein  blasses  ist. 
Nur  der  innere  Rand  erscheint  noch  bläulich.  Von  der  oben  ange- 
führten Vene  ist  nichts  mehr  zu  sehen. 
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Analoge  Veränderungen  zeigen  nun  alle  Papillen  kürzere  oder 
längere  Zeil  nach  Purchsehneidung  des  Glossopharyngeus,  und  es  er- 
gibt sich  aus  ihrer  Nebeneinauderstellung,  dass  die  Atrophie  der  Pa- 
pillen vom  beginnt  und  allmählich  nach  rückwärts  greift.  Wenn 
man  nun  irgend  eine  schmeckbare  Substanz,  sei  es  im  gelösten  oder 
ungelösten  Zustande,  mit  einer  normalen  Papille  in  Berührung  bringt, 
so  beginnen  sofort  ausnahmslos  die  Binnendrüsen  der  Zunge  zu  se- 
cerniren,  die  Papille  wird  von  einem  wasserklaren  Secret  überströmt 
und  uumiltelbar  darauf  wird  selbe  scharlacluolh.  Kurze  Zeit  nach- 
her sislirt  die  Secrelion  wieder  und  die  bläuliche  Farbe  der  Papille 
kehrt  zurück.  Werden  Stoffe  in  minimalen  Dosen  in  Substanz  ange- 
wendet, so  halt  die  Secrelion  längere  Zeit  an,  anscheinend  bis  der 
betreffende  Körper  gelöst  und  vom  Secrete  foitgespült  ist.  Bestreicht 
man  die  Papille  mit  einer  2%igen  Cocainlösung,  so  secerniren  die 
Drüsen  wahrend  dieser  Manipulation.  Werden  einige  Zeit  nachher 
wieder  schmeckbare  Substanzen  in  Anwendung  gebracht,  so  vergehl 
eine  beträchtliche  Zeit,  bis  sich  Secrelion  einstellt.  Während  der  Se- 
eretion lässt  sich  jedesmal  durch  die  Lupe  ein  leises  Flimmern  der 
Papillenblaitcr  wahrnehmen,  und  nach  derselben  oder  auch  wahrend 
derselben  macht  das  Thier  Schluckbewegungen,  welche  absolut  feh- 
len, wenn  mit  dem  Experimente  ausgesetzt  wird.  Wurde  die  Ope- 
ration rasch  ausgeführt  und  ohue  vielen  Blutverlust,  so  treten  die- 
selben Erscheinungen  zu  Tage,  wenn  man  die  betreffenden  Substanzen 
nicht  direct  auf  die  Papillen,  sondern  in  einiger  Entfernung  von  ihnen 
auf  die  Zunge  bringt.  Ob  es  sich  in  diesem  Falle  nur  darum  han- 
delt, dass  die  rasch  auf  der  Zungcnoberfläche  auseinanderfliessenden 
gelüsten  Substanzen  erst  bei  ihrem  t'ebertritle  auf  die  Papillen  die 
Drüsen  reflecloriseh  zur  Secrelion  anregen  oder  dies  auch  von  an- 
dern, von  den  Papillen  entfernten  Stellen  aus  stattfindet,  kann  ich 
nicht  entscheiden.  Wahrscheinlichkeit  für  sich  hat  erstere  Annahme. 

Diese  Versuche  stellte  ich  mit  verdünnten  Säuren  und  Alkalien, 
mit  Salzen,  mit  Zuckerarien,  mit  Chinin  und  Quassiaextract  an.  Alle 
diese  Substanzen  ergaben  die  nämlichen  Resultate. 

Wenn  man  normale  Papillen  mechanisch  reizt,  indem  man  ent- 
weder mit  einem  Glasstabe  auf  dieselben  drückt  oder  quer  über 
ihre  Falten  mit  einem  Pinsel  wiederholt  hinstreicht,  so  erhalt  man 
keine  Secrelion.    Diese  stellt  sich  aber  ein,  wenn  man  eine  fein- 
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geknöpfte  Nadel  oder  eine  Schweinsborste  in  eine  Furche  einfuhrt 
und  innerhalb  derselben  hin  und  her  bewegt. 

Electrische  Reize,  selbst  die  schwächsten  Induetionsschlage  auf 
die  Oberfläche  normaler  Papillen  applicirt,  lösen  profuse  Secretion 
aus.  Selbe  erhalt  man  auch,  wie  bereits  von  mir  mitgelheilt  wurde, 
wenn  man  unmittelbar  nach  der  Durchschneidung  des  Glossopharyn- 
geus  den  peripheren  Stumpf  reizt.  Keine  Secretion  erzielt  man  an 
der  gesunden  Papille,  wenn  der  centrale  Stumpf  gereizt  wird.  Wenn 
man  alle  diese  Versuche  an  Papillen  wiederholt,  an  welchen  der  zu- 
tretende Nerv  längere  Zeit  vorher  durchschnitten  worden  war,  so 
ändern  sich  die  Erscheinungen  in  beträchtlicher  Weise. 

Acht  Tage  nach  der  Operation  zeigt  die  betreifende  Papille  noch 
keine  bedeutende  für  das  blosse  Auge  sichtbare  Aenderung  in  ihrem 
Aeusseren.  Reizung  des  noch  vorhandenen  peripheren  Stumpfes  ergibt 
aber  keine  Secretion  mehr.  Ebenso  bleiben  die  Versuche  mit  schmeck- 
baren Substanzen  in  dieser  Beziehung  erfolglos.  Wird  aber  die  Ober- 
flüche der  Papille  clectrisch  gereizt,  so  erhält  man  zwar  Secret,  aber 
in  spärlicher  Menge,  und  die  Inductionsschläge  müssen  ungleich  stärker 
sein,  als  jene,  mit  welchen  man  die  Secretion  an  der  normalen  Papille 
in  Anregung  bringen  kann.  Je  länger  die  Zeit  ist,  welche  zwischen 
Durchschneidung  des  Nerven  und  Reizungsversuch  liegt,  desto  kräf- 
tigerer Ströme  bedarf  es,  um  noch  eine  Wirkung  auf  die  DrUsen  zu  er- 
zielen, und  vom  35.  bis  40.  Tage  ab  stellt  sich  überhaupt  keine  Secretion 
mehr  ein.    Das  Secret  scheint  auch  an  Alkalescenz  einzubüssen. 

Bei  dem  Kaninchen,  welches  6  Monate  nach  der  Durchschnei- 
dung des  Glossopharyngeus  untersucht  wurde,  waren  beide  Nerven- 
stumpfe wieder  vereinigt.  Die  Papille  selbst  erwies  sich  mit  Bezug 
auf  die  an  ihr  angestellten  Experimente  als  vollkommen  normal  funetio- 
nirend. 

Noch  habe  ich  anzuführen,  dass  ich  meine  Versuche  auch  an 
einem  Kaninchen  angestellt  habe,  dessen  Trigeminus  inlercraniär 
durchschnitteu  wurde.  Einen  Einfluss  dieser  Operation  auf  die  nach- 
folgenden Experimente  an  der  Papille  der  entsprechenden  Seile  habe 
ich  nicht  gefunden.  Auch  Reizung  des  Halssympathicus  hatte  keinen 
weiteren  Erfolg,  als  Blasswerden  der  Papille  und  ihrer  Umgebung. 

Ausser  der  directen  Reizung  des  Glossophat  yngeus  und  der 
Papillen  werden  die  Zungendrllscn  noch  durch  Injcction  von  Pilocarpin 
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zur  Secretion  angeregt.  Kurz  nach  der  Einspritzung  von  einen  ccm 
einer  1  %igen  Lösung  beginnt  das  Hervorquellen  des  Secretes.  Es 
ist  klar  und  etwas  fadenziehend  und  rcagirt  alkalisch.  Nach  einiger 
Zeit,  wahrend  welcher  die  Papille  rolh  bleibt,  wird  es  zähflüssig. 
Die  Papille  nimmt  dann  eine  dunkelblaue  Farbe  an.  Ich  konnte  dies- 
mal bei  der  mikroskopischen  Untersuchung  des  dünnflüssigen  Secretes 
den  Speichelkörperchcn  ähnliche  Gebilde  finden. 

Was  den  mikroskopischen  Befund  der  abnormalen  Papillen  be- 
trifft, so  fand  ich  im  Ganzen  nur  bestätigt,  was  schon  ?.  Vintschgaü 
und  Uönigschmid  beschrieben  haben.  Meine  Aufmerksamkeit  lenkte 
sich  aber  hauptsächlich  auf  die  Drüsen,  Gefässe,  namentlich  den  Sinus 
des  primären  Blattes,  und  die  Nerven.  Dass  hierin  grosse  Verände- 
rungen Platz  greifen,  lassen  schon  Schnitlserien  aus  den  in  Chrom- 
säure  erhärteten  Papillen  erkennen.  Ich  will  die  bezüglichen  Befunde 
aber  später  veröffentlichen. 

Die  angestellten  Versuche  ergeben  nun ,  dass  überhaupt  alle 
schmeckbaren  Substanzen,  auf  oder  in  die  Nähe  der  Geschmacks- 
papillen  gebracht,  Secretion  der  in  die  Blätlcrfurchen  und  Wallgräben 
einmündenden  Zungendrüscn  hervorrufen.  Diese  Secretion  wird  auf 
refleclorischem  Wege  ausgelöst,  und  ich  muss  meino  frühere  Annahme, 
dass  diesen  Reflex  hauptsächlich  der  über  den  Knospen  befindliche 
intraepilhele  Nervenplexus  vermittelt,  aufrecht  erhalten.  Nicht  ein- 
deutig sind  die  Resultate  der  cleclrischen  Reizung.  Hier  könuen 
sowohl  clcelrolj  tische  Productc,  wie  in  die  Tiefe  dringende  Strom- 
schleifen  in  Betracht  kommen.  Schwer  zu  erklären  ist  die  Wirkung 
eleclrischer  Reizungen  auf  die  Drüsen  nach  lange  vorausgegangener 
Diirchschueidung  des  Glossopharyngeus.  Die  Frage,  ob  noch  funetio- 
nirende  Ganglien  und  von  diesen  abzweigende  und  zu  den  Drüsen 
hinziehende  Fasern  in  Erwägung  gezogen  werden  können,  muss  offen 
bleiben.  Das  Drüsensecret  dient  zur  Wegspülung  gelöster  schmeck- 
barer Substanzen,  zur  fortwährenden  Reinigung  der  Papillen.  Die 
Zeil,  welche  zwischen  der  Berührung  der  Papille  mit  einer  schineck- 
baron  Substanz  und  der  folgenden  Secretion  verfliesst,  muss  eine 
derartige  sein,  dass  die  betreifende  Substanz  in  Lösung  bis  an  die 
Knospen  vordringt.  Doch  bleibt  die  Annahme  nicht  ausgeschlossen,  dass 
über  die  ganze  Papille  geschmackempfindende  Fasern  verbreitet  sind, 
welche  frei  enden. 
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Tafel  I. 


1.  Bindegewebiges  Siroma  eines  Theiles  der  Pap.  folialae  des  Feldhasen. 
PBl  die  primären,  SBl  die  secundären  Blätter.  In  letzteren  sind  stellen- 
weise die  Nischen  für  die  Knospen  erhalten.  Man  sieht,  dass  in  der  Regel 
je  zwei  Paare  von  secundüren  Ülättern  durch  ein  primäres  getrennt  sind. 
Doch  kann  sich  ein  secundäres  Blaltpaar  gabelig  theilen,  Partie  bei  a  , 
jeder  Theil  bildet  wieder  zwei  Blätter,  und  beide  Theilc  sohliessen  ein 
kurzes  primäres  Blatt  zwischen  sich.  Desgleichen  können  sich  auch  zwei 
primäre  Blätter  zwischen  je  zwei  secundiire  Blattpaarc  einschieben,  Partie 
bei  6.  Goldpräparat,  Epithel  durch  Scalpell  und  Pinsel  entfernt,  Lupen- 
vergrösserung. 

2.  Senkrechter  Schnitt  durch  eine  in  Chromsäurc  gehärtete,  natürlich  inji- 
cirte  Pap.  foliatae  des  Feldhasen.  SBl  secundäre,  PM  primäre  Blätter. 
KR  Knospenregion,  B  die  Hegion  der  ersteren  Blätter,  in  welcher  die 
Au  Maserung  des  Glossopharyngeus  stattfindet.  FS  der  venöse  Sinus  in 
den  primären  Blältern,  DA  Ausrührungsgänge  der  Drüsen,  ab,  cd,  cd  gibt 
die  Schnittfuhrung  für  die  Abspaltung  der  secundären  Blätter  an.  Haema- 
loxilinfärbung,  Lupcnvergrösserung. 

3.  Bindegewebiges  Stroma  der  Pap.  circumvallalae  des  Kaninchens.  A",  A'  die 
knospeutragenden  Blätter,  IFWallgraben.  Goldpräparat,  Lupcnvergrösserung. 

4.  Mittlerer  Querschnitt  durch  eine  in  Fi.F.MiNc'sehein  Gemisch  gehärtete  Pap. 
circumvallalae  des  Feldhasen,  mit  Hacmatoxilin  gefärbt.  Ep  Fpilhel,  A' 
Knospen,  Sl  Bindegcwebsstroma,  SU)  Schleimdrüsen,  VS  venöser  Sinus, 
IF  Wallgraben,  DA  Drüsenausriihriingsgang.  Lupcnvergrösserung. 
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Tafel  II. 


Fig.  I.  Zwei  einander  gegenüberliegende  Mältcr  aus  der  Pap.  foliatae  des  Hasen, 
ausgehreitet.  Uebersichlspräparat  für  die  in  den  Längsschcidewänden  ver- 
laufenden Nervenbündel,  und  den  Plexus  am  Grunde  des  Wallgrabens. 
Der  grobe  Plexus  des  Glossopharyngeus  war  im  Originalpräparatc  eben- 
falls blau  reducirt  und  wurde  nur  der  leichteren  Uebcrsicht  wegen  roth 
gezeichnet.  Die  Auffaserungsregion  desselben  B  erscheint  verkürzt.  Der 
Grund  liegt  darin,  dass  zwischen  Deckglas  und  Objectlräger  das  Präparat 
vor  Druck  schützende  Glassplitlcr  eingeschoben  wurden  und  dadurch  die 
beiden  Wätler  nicht  vollständig  auseinander  gebreitet  werden  konnten. 
SO  die  Nervenbündel,  KN  Knospenrintien,  KU  Knospenregion,  DA  Drü- 
senausführungsgänge.  Entworfen  mit  Zeiss  A  Oc.  4 ,  ausgeführt  mit 
Zkiss  D  Oc.  %. 
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Tafel  III. 


Fig.  i .  Ebenfalls  zwei  ausgebreitete  secundare  Blatter  der  Pap.  foliatae  des  Hasen. 
Rothe  Reduction.  Bezeichnung  wie  in  Fig.  der  Tafel  II.  G  Gelasse.  Ent- 
worfen und  ausgeführt  wie  oben. 

Fig.  t.  Uebcrsicblspraparat  über  die  Anordnung  der  Gefasso  im  primären  Blatte 
und  ihre  Beziehung  zu  dem  venösen  Sinus  F  S.  A  eine  Arterie,  aus  wel- 
cher ein  Thcil  der  längs  der  BlattGrstc  hinziehenden  Capillarcn  entsteht. 
Lupenvergrösserung. 
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Tafel  IV. 

Tig.  i.  Schnitt  aus  der  Tiefe  eines  seeundären  Dianes  der  Pap.  folialae  des  Hasen. 
Der  Schuill  konnte  nur  bis  an  den  Anfang  der  mit  op  bezeichneten  Ge- 
gend geführt  werden  und  es  wurden  die  in  jener  enthaltenen  Nerven  aus 
dem  optischen  Querschnitt  abgebildet.  Bezeichnung  von  KU  und  B  wie 
früher.  SB  bedeuten  die  Nerve»,  welche  den  in  den  Längsscheide  wan- 
den verlaufenden  Bündeln  angehören.  Das  Präparat  war  nicht  injicirt, 
nur  aus  den  mehrfach  angeführten  Gründen  das  GofHss  blau  angelegt, 
lintworfen  und  ausgeführt  mit  Oolimmorsion,  Apert.  1.30,  Oc.  8,  Apo- 
chromal  Zkiss. 
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Tafel  V. 

Fig.  I.  Jener  Thcil  des  Blattes,  welcher  vom  Präparate  der  Fig.  1,  Tat.  IV  in 
der  Strecke  a  bis  nach  op  hin  abgetrennt  wurde.  N  das  auf  dem  Ni- 
schengrunde enthaltene  Geflecht.  Die  Bündel  NB  aus  dem  optischen 
Querschnitte  entnommen.    Entwurf  und  Ausführung  wie  oben. 

Fig.  1.  Unterer  Theil  eines  secundären  Blattes  aus  der  Pap.  foliatae  des  Kanin- 
chens. Selber  zeigte  die  Knospennischen  vollkommen  erhalten.  W  der 
in  meiner  ersten  Abhandlung  als  Wulst  bezeichnete  Theil  des  Auffase- 
rungsbozirkes.  NB  die  längs  verlaufenden  Nervenbündel,  QB  Bündel  in 
den  Querscheidewänden.  Die  wie  Körbe  angeordneten  Netze  hängen  mit 
den  Nervenbündeln  zusammen.    Entwurf  und  Ausführung  wie  oben. 
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Tafel  VI. 


Kig.  I.  Theil  eines  secundären  Blattes  der  Pap.  foliatae  des  Hasen.  In  der  Slrccke 
b  ist  das  Blatl  vollständig,  in  a  abgespalten.  Erstere  Region  zeigt  wieder 
einen  boslinimten  optischen  Flächeuschnitt  der  Lilngsfaserbündel ;  in  den- 
selben sind  keine  Ganglien  siebtbar.  Selbe  treten  allmählich  auf  und 
mehren  sich  gegen  den  Theil  a  bin,  welcher  die  Nerven  des  wirklichen 
Flächenschnittes  zeigt.  KU,  B  wie  oben.  Gezeichnet  mit  Oelimmersion. 
Oc.  i,  Apochromal  Zbiss. 

Fig.  1.  Aus  einem  mit  Bcrlinerblau  injicirten  Geschmacksorgane  des  Kaninchens. 
Analogon  der  Fig.  I,  Taf.  IV. 
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Tafel  VII. 


Fig.  i .  Schnitt  ungcf.ilir  durch  die  Mitle  eines  seeundären  Blattes  der  Pap.  folialae 
des  Hasen.  A\  N  zwei  1/ängsfaserbündcl,  G  Gcfiisse.  Die  anscheinenden 
Endigungen  der  Nerven  sind  llieils  wirkliche  Sclmitlenden  (Lrartiger  schat- 
tet;,  llieils  hat  man  sich  die  Fortsetzung  derselben  in  der  Hlalttiefe  zu 
denken.  Gezeichnet  und  ausgeführt  mit  Oclimmcrsioo.  Oc.  8,  Apo- 
chromat. 

Fig.  2  und  3.  Die  Partien  a  und  b  der  Fig.  \  mit  Oc.  4  9  vergrössert  gezeichnet. 

br  Verhindungsbrücke  zweier  Fasern. 
Fig.  4.  Eine  Hkmak  sehe  Faser  aus  dem  Kamme  einer  Längsscheidewand  und  ihr 

Zusammenhang  mit  einem  Theile  des  Netzes  auf  dem  Hinnengrunde.  Ueber- 

dies  Ganglien  und  ihnen  ähnliche  Gebilde.    Vergleiche  Fig.  t,  Taf.  V,  A\ 

Oelimmersion,  Oc.  19. 
Fig.  5.  Fragment  aus  dem  Netze  einer  Knospenntsche  vom  Hasen.    Analogon  der 

in  Fig.  i,  Taf.  V  dargestellten  Körbe. 
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Tafel  VIII. 

Fig.  t .  Schnitt  aus  der  tiefsten  Schicht  eines  secundären  Blattes  der  Pap.  foliatae 
des  Hasen.  Dp  N  eine  doppelt  conlourirte  Faser,  welche  hoch  in  das 
Blatt  hinauf  zu  verfolgen  ist.  G  Gefiisse,  Sl  die  Schraffierung  der  hin- 
teren Wand.    Oelimmersion,  Oc.  8. 

Fig.  S.  Partien  aus  zwei  benachbarten  Liingsfuserbündeln  und  aus  tiefer  Lage  mit 
Oelimmersion  und  Oc.  19  gezeichnet,  pf  Primilivfibrillen,  fb  Fibrillenbündel 
(nackte  Achsencylinder; ,  rn  RuiiAit'sche  Fasern,  gl  Ganglien,  yla  ganglien- 
artige Anschwellungen,  br  Verbindungsbrücke  zweier  Fasern,  bf  breite 
Fasern. 

Fig.  3.  Partie  von  Ganglien  und  ganglienartigen  Gebilden  aus  einem  secundären 
Blatte  des  Hasen.    Oelimmersion,  Oc.  i9. 
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I.  Thermo-  nnd  piezoelektrisches  Verhalten  der  Quarz- 
krystalle  von  Suttrop  bei  Warsteiii  in  Westphalen. 


,  In  der  Abhandlung  über  die  P\  roelektiicitttt  dos  Quarzes  in  Nc- 
zug  auf  sein  krystallographisches  Syslem ')  (heilt  Herr  von  Rolenko 
eine  Untersuchung  der  bei  Suttrop  (Warstein)  in  Westphalen  vor- 
kommenden Quarzkrv stalle  mit,  und  zeigt,  dass  die  von  ihm  der 
Prüfung  unterworfenen  Exemplare  als  aus  einer  Verwachsung  rechter 
und  linker  Individuen  entstandene  Zwillinge  aufzufassen  sind. 

Diese  Krystalle  waren  mir  bei  meinen  Untersuchungen  Uber  die 
elektrischen  Eigenschaften  des  Hcrgkry  stalle*2)  nicht  bekannt  gewe- 
sen. Es  ist  nur  jetzt  gelungen,  eine  Anzahl  derselben,  wenn  auch 
von  nur  geringer  Grösse,  zu  erlangen  und  ich  bin  dadurch  in  den 
Stand  gesetzt  worden,  ihr  thermoelektrisches  Verhalten  mittelst  meines 
Elektrometers  einer  genauen  Prüfung  zu  unterwerfen. 

Herr  von  Kolenko  hat  bei  seinen  Versuchen  das  von  Herrn  Kiinot 
vorgeschlagene  Bestüubungsverfahren  angewandt.  Er  erhitzte  die 
Krystalle  bis  etwa  .r>0°  C.  in  einem  Luflbade,  überfuhr  sie  mit  der 
Flamme  einer  Alkohollampe  und  bestäubte  sie  dann  mit  einem  Ge- 
menge aus  Mennige  und  Schwefel.  Dabei  erschienen  auf  den  von 
ihm  untersuchten  Exemplaren  die  Kanten  des  Prismas  gelb,  wahrend 
auf  den  FUtehen  desselben  sich  mehrere  rothe  Streifen  zeigten.  Herr 
von  Kolknko  schloss  nun  aus  dieser  Vertheilung  des  Schwefels  und 


1)  Zeitschrift  für  KrysUdlogrnphic  und  Mineralogie  von  Gnoni.  Bd.  9.  S.  1 
— S8.  Herr  von  Kolknko  nennt  den  Fundort  Lutrop  ;  derselbe  heissl  aber  Suttrop, 
ein  kleines  Dorf  bei  Warstein  im  Kreise  und  Regierungsbezirk  Arensberg. 

S)  Abliandl.  der  Konigl.  Siicbs.  Ges.  d.  Wissenscb.  Bd.  XIII.  S.  319— 
39*  (1866)  und  Bd.  XX.  S.  459— Sil  («88t). 

19» 
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der  Mennige,  dass  thermoelektrisch  beim  Erkalten  die  Kanten  positiv 
und  die  Flächen  negativ  elektrisch  waren. 

In  einem  Aufsatze  in  Wiedemars  Annalen  Bd.  26,  S.  150 — 
156  habe  ich  aber  gezeigt,  dass  dieser  Schluss  nicht  richtig  ist.  Herr 
von  Kolenko  überfahrt  die  Krystalle  mit  der  Alkoholflamme  in  der 
Absicht,  die  Oberflache  derselbeu  von  jeder  Elektricitat  zu  reinigen. 
In  meiner  Abhandlung  »Ueber  die  aklino-  und  piezoelektrischen  Eigen- 
schaften des  Bergkrystalles  und  ihre  Beziehung  zu  den  thermoelektri- 
schen«  ist  von  mir  in  einem  besonderen  Abschnitte1)  unter  der  Ueber- 
schrifl:  »Ueber  die  Wirkung  des  Ueberstreichens  eines  Bergkrystalles 
mit  einer  Alkoholflamme«  der  Nachweis  gefuhrt  worden,  dass  bei 
einem  solchen  Uebcrstreichen  auf  der  Oberflache  des  Bergkrystalles 
eine  starke  Elektricitat  künstlich  angehäuft  wird.  Durch  die  Flamme 
wird  nämlich  im  Krystalle  die  Aktinoelektricitat  erregt;  durch  diese 
wird  nun  aus  der  leitenden  Flamme  die  entgegengesetzte  Elektricitat 
nach  der  Oberflache  des  Kryslalles  gezogen,  daselbst  angehäuft  und 
gebunden.  Nach  dem  Zurückziehen  der  Flamme  verschwindet  in  un- 
uefahr  40  Secunden  die  Aktinoelektricitat  im  Krystalle,  wahrend  die 
auf  der  Oberfläche  angehäufte  gebundene  Elektricitat  durch  die  iso- 
lirenden  Eigenschaften  derselben  erhallen  bleibt  und  frei  wird.  Die 
von  Herrn  von  Koi.knko  zuvor  ausgeführte  Erwärmung  bis  50°  C. 
dient  nur  dazu,  diese  isolirende  Eigenschaft  zu  erhöhen. 

Nun  ist  die  bei  einer  Bestrahlung  an  einer  Kante  auftretende 
Aktinoelektricitat  dieselbe,  welche  thermoelektrisch  beim  Erkalten  da- 
selbst beobachtet  wird.  Die  mittelst  des  Ucberstrcichcns  mit  der 
Flamme  auf  der  Oberfläche  künstlich  angehäufte  Elektricitat  ist  also 
gerade  derjenigen,  welche  die  betreuende  Kante  beim  Erkalten  zeigt, 
entgegengesetzt. 

Bei  dem  Bestauben  nach  dem  l'eberslreichen  mit  der  Flamme 
sind,  einen  vollkommenen  Zwilling  vorausgesetzt,  infolge  der  auf  der 
Oberfläche  des  Kryslalles  künstlich  angehäuften  Elektricitat  in  der 
Thal  die  Kanten  positiv  und  die  Flüchen  negativ.  Soll  nun  aus  dieser 
Vertheilung  ein  Schluss  auf  das  thermoeleklrische  Verhalten  wahrend 
des  Erkaltens  gemacht  werden,  so  sind  die  beiden  elektrischen  Mo- 
difikationen gerade  zu  vertauschen.    Aus  den  Bestüubungsversuchen 


1)  Abliandl.  der  Königl.  Siiclis.  (ics.  d.  Wissensch.   Bd.  XX.  S.  5«  i — f>*9. 
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des  Herrn  von  Kolenko  folgt  also  als  Resultat,  dass  die  von  ihm  ge- 
prüften Krystalle  von  Suttrop  aus  reehten  und  linken  Individuen  ge- 
bildete Zwillinge  sind,  an  welchen  thermoeleklriseh  beim  Erkalten 
die  Kanten  des  Prismas  negative,  die  Flächen  aber  positive  Elektricilät 
besitzen. 

Da  die  durch  die  Bestaubung  sichtbar  gemachte  elektrische  Ver- 
lheilung nicht  direct  durch  die  Thermoelcklricilät,  sondern  durch  das 
Auftreten  und  Verschwinden  der  Aktinoeleklrieitat  hervorgerufen  ist, 
so  kann  man  aus  den  hierbei  gewonnenen  Zeichnungen  nur  im  All- 
gemeinen einen  Schluss  auf  einzelne  thermoeleklrische  Vorgänge 
machen,  weil  zwischen  der  Thermoelcktricitat  und  der  Aktinoelek- 
lrieitat zwar  eine  gewisse  Beziehung  s(a Kündet,  alle  Vorgänge  der 
Thermoelcktricitat  aber  nicht  in  der  uktinoelcktrisrh.cn  Vertheilung  er- 
scheinen und  daher  auch  durch  das  Besläubungsverfahren,  wie  es 
durch  Herrn  von  Kolknko  ausgeübt  worden,  nicht  zur  Anschauung 
gebracht  werden  können. 

Ausserdem  ist  die  Bestäubung  auch  nicht  ausreichend  empfind- 
lich, um  feinere  Unterschiede  in  der  elektrischen  Verlheilung  darzu- 
stellen. 

Es  schien  mir  daher  nöthig,  die  Quarzkryslalle  von  Suttrop  einer 
genauen  Prüfung  mittelst  des  von  mir  bisher  angewandten  Verfah- 
rens, welches  sämmtliche  thermoeleklrische  Vorgänge  der  Beobach- 
tung zugänglich  macht,  zu  unterwerfen.  Eine  solche  Prüfung  in 
Bezug  auf  das  thermo-  und  ebenso  auf  das  piezoelektrische  Verhal- 
ten hat  nun  gezeigt,  dass  die  von  Herrn  von  Kolknko  aufgestellte 
Ansicht  im  Allgemeinen  richtig  ist,  dass  aber  die  Zusammensetzung 
dieser  Krystalle  überhaupt  eine  viel  complicirtere  ist,  als  von  ihm 
angenommen  worden. 

A.  Gestalt  und  Beschaffenheit  der  Quarzkrystalle  von  Suttrop. 

Die  Quarzkrystalle  von  Suttrop  sind  häufig  ringsum  sehr  voll- 
kommen ausgebildet  und  tragen  an  jedem  Ende  abwechselnd  grosse 
und  kleine  Pyramidenflächen,  dergestalt,  dass  eine  Prismenfläche, 
welche  oben  eine  grosse  Pyramidenflache  zeigt,  unten  eine  kleine 
besitzt  und  umgekehrt.  Ihrer  Gestalt  nach  könnten  dieselben  also 
vollständig  normal  ausgebildete  einfache  Individuen  sein.    Indess  ist 
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der  Unterschied  zwischen  den  grossen  und  kleinen  Pyraniidenflächen 
hei  ihnen  nicht  so  beträchtlich,  wie  er  bei  wirklich  einfachen  Kry- 
stallen  vorkommt.  Wahrend  bei  diesen  letzteren  die  kleinen  Flächen 
oft  um  das  50-  bis  lOOfaehe  von  den  grossen  Flächen  an  Ausdeh- 
nung übertroflen  werden,  ist  das  Verhältniss  zwischen  den  beiden 
Flächengruppen  bei  den  Suttroper  Krystallen  wie  1  :  2  oder  höch- 
stens wie  1:3. 

Nach  meiner  Ansicht  haben  wir  bei  den  Krystallformen  des 
Quarzes  nicht  eine  tetartoedrisehe ,  sondern  vielmehr  eine  hemi- 
morphe  Bildung')  vor  uns.  Die  an  ihm  auftretenden  trigonalcn  Tra- 
pezoeder  und  Pyramiden  sind  hemiinorphe  Ausbildungen  der  hexa- 
gonalen  Trapezoeder  und  der  Pyramiden  zweiter  Ordnung,  deren 
Flächen  nur  an  den  beim  Erkalten  elektrisch  positiven  Enden  der 
Nebenachsen  auftreten,  während  sie  an  den  negativen  fehlen.  Ferner 
sind  die  grossen  Pyramidenflächen  zu  betrachten  als  die  Flächen  eines 
Irigonalen  Trapezoeders,  bei  welchem  der  Ableitungscocfiicient  für 
die  Nebenachse  n  =  1  geworden  ist,  und  eben  dies  gilt  von  dein 
Systeme  der  kleinen  Pyramidenflächen. 

Man  betrachtet  die  Pyramidenflächen  gewöhnlich  als  zwei  Rhom- 
boeder,  die  man  als  Khomboeder  erster  Ordnung  (grosse  Flächen) 
und  Rhomboedcr  zweiler  Ordnung  (kleine  Flächen)  unterscheidet. 
Bei  einem  Rhomboedcr  steht  jede  obere  Fläche  zu  den  beiden  be- 
nachbarten unteren  in  gleicher  Beziehung.  In  meinen  Abhandlungen 
habe  ich  aber  nachgewiesen  und  die  weiterhin  mitgelheilten  Unter- 
suchungen werden  es  wieder  bestätigen,  dass  dies  beim  Bergkryslall 
nicht  der  Fall  ist,  dass  vielmehr  jede  obere  Fläche  nur  mit  einer  der 
unteren,  entweder  der  rechten  oder  der  linken  [je  nach  der  Be- 
schaffenheit des  Krystalles,  ob  er  ciu  rechter  oder  ein  linker  ist)  zu- 
sammengehört. 

Bei  einem  einfachen  Quarzkryslalle  sind  nun  die  Prismenkanten 
beim  Erkalten  abwechselnd  positiv  und  negativ.  Bei  vielen  Kry- 
stallen von  Suttrop  erscheinen  jedoch  sämmlliche  Kanten  in  ihrem 
grösslen  Theile  beim  Erkalten  negativ.  Üies  weisl,  wie  schon  Herr 
von  Kolenko  ausgesprochen,  auf  eiue  Zwillingsbildung  hin  und  es 


<)  Vcrgl.  meine  eben  angeführte  Abhandlung  über  die  aklino-  und  piezo- 
elektrischen Eigenschaften  des  Hergkrystallcs. 
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kann  dieselbe,  wie  sich  aus  der  Anordnung  der  grossen  und  kleinen 
Pyramidenflachen  ergibt,  nur  aus  einer  Verwachsung  rechter  und 
linker  Individuen  hervorgegangen  sein. 

Fig.  1,  Taf.  I  soll  den  Querschnitt  durch  einen  rechten,  Fig.  2 
durch  einen  linken  einfachen  Krystall  darstellen.  Die  Abstumpfungen 
der  abwechselnden  Ecken  deuten  die  Lagen  der  Flächen  der  trigo- 
nalcn  Trapezoeder  und  Pyramiden  an,  wahrend  die  über  den  Seiten 
der  Sechsecke  gezeichneten  grossen  und  kleinen  Dreiecke  die  Ver- 
keilung der  grossen  und  kleinen  Pyramidenflachen  an  den  oberen 
Enden  des  Krystalles  angeben.  Die  Zeichen  -j-  und  —  weisen  die 
an  den  betreffenden  Achsenenden  bei  der  Abkühlung  auftretenden 
elektrischen  Polaritäten  nach. 

Bei  der  Stellung  eines  rechten  und  linkem  Krystalles  zu  einan- 
der müssen  wir  die  Beschaffenheit  der  Nebenachsen  zu  Grunde  legen 
und  die  beiden  Individuen  so  stellen,  dass  die  positiven  und  nega- 
tiven Enden  der  Nebenachsen  dieselbe  Lage  haben,  wie  dies  in 
Fig.  1  und  2  geschehen  ist. 

Eine  Verwachsung  zweier  solcher  Individuen  zu  einem  krvstallo- 
graphischen  Zwillinge  kann  nur  dann  eintreten,  wenn  der  eine  in 
seiner  Stellung  gegen  den  andern  (z.  B.  der  linke  Krystall  Fig.  2 
rechts)  um  60"  gedreht  wird.  Dann  liegen  die  grossem  und  die 
kleinen  Pyramidenflachen  bei  beiden  Individuen  an  jedem  Ende  in 
demselben  Sextanten. 

Ein  vollkommener  Zwilling  würde  entstehen,  wenn  wir  den  lin- 
ken und  den  rechten  Krystall  mittelst  Schnitte,  welche  durch  die 
Hauptachse  parallel  mit  einer  Flache  eines  Prismas  zweiter  Ordnung 
gehen,  in  Sextanten  zerlegen,  und  zur  Bildung  des  Zwillings  al>- 
wechselnd  einen  Sextanten  aus  dem  rechten  und  aus  dem  linken 
Individuum  einsetzen1). 

Bei  dieser  Zusammensetzung  sind  aber,  wie  die  Fig.  3  und  4 
nachweisen,  zweierlei  Zwillinge  möglich,  je  nachdem  die  Sextanten 
aus  dem  rechten  Kryslalle  unterhalb  einer  grossen  Pyramidenfläche 
links  (Fig.  3)  oder  rechts  (Fig.  4)  stehen.  Waren  an  den  einfachen 
Kryslallen  die  Flachen  der  trigonaleu  Trapezoeder  und  Pyramiden 


I)  Die  Sextanten  des  rechten  und  linken  Individuums  sind  durch  römische 
und  arabische  Zahlen  unterschieden. 
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vorhanden,  so  würden  solche  bei  dem  in  Fig.  3  gezeichneten  Zwil- 
linge nirgends  erscheinen,  dagegen  auf  dem  Fig.  i  abgebildeten  an 
allen  Kanten.  Bei  dem  nach  Fig.  3  zusammengesetzten  Zwillinge 
werden  beim  Erkalten  sämmllichc  Kanten  negative,  die  Prismenflächen 
aber  mehr  oder  weniger  starke  positive  Elektricilät  zeigen,  während 
bei  dorn  gemäss  Fig.  4  gebildeten  die  elektrische  Yertheilung  gerade 
entgegengesetzt  erscheint.  Um  die  beiden  Arten  der  Zwillinge  kurz 
und  bezeichnend  anfuhren  zu  können,  will  ich  die  nach  Fig.  3  zu- 
sammengesetzten Zwillinge  I.  Art  und  die  nach  Fig.  4  zusammen- 
gesetzten Zwillinge  2.  Art  nennen. 

Im  Folgenden  werde  ich  nun  nachweisen,  dass  in  den  Suttroper 
Quarzen  die  beiden  zuvor  beschriebenen  Zwillinge,  wenn  auch  in 
ungleicher  Ausdehnung,  vereinigt  vorkommen,  sowie  auch,  dass  in 
ihnen  noch  Stücke  eines  einfachen  Kryslalles  vorbanden  sind. 

B.  Verfahren  bei  der  Untersuchung  des  elektrischen  Verhaltens  der  Quarze 

von  Suttrop. 

Um  aus  dem  elektrischen  Verhalten  der  Krystalle  sichere  Schlüsse 
auf  ihre  Zusammensetzung  machen  zu  können,  empfiehlt  es  sich,  nicht 
blos  die  thermoelcktrischen.  sondern  auch  die  piezoelektrischen  Vor- 
gänge auf  denselben  festzustellen. 

a.  Thermoeleklricitäl. 

Behufs  der  Untersuchung  der  Quarze  auf  ihr  thermoelcktrisehes 
Verhallen  habe  ich  die  Krystalle,  ebenso  wie  früher,  bis  auf  eine 
Fläche  oder  Kante  in  Kupferfeilicht  eingehüllt,  in  einem  Luftbade  bis 
130 — 150°  C.  längere  Zeit  erhitzt,  und  dann  nach  dem  Herausneh- 
men aus  demselben  während  der  Abkühlung  den  verschiedenen  Punk- 
ten der  Fläche  oder  Kante  die  Spitze  eines  mit  dem  Goldblättchen 
meines  Elektrometers  verbundenen  Platindrahtes  mittelst  einer  Hcbcl- 
vorrichlung  genähert ').  Um  den  ganzen  Verlauf  der  auftretenden 
elektrischen  Spannungen  kennen  zu  lernen,  wurden  die  Beobach- 


l)  Jode  Berührung  des  Kryslalles  mit  der  Spitze  dos  Drahtes  ist  zu  vermei- 
den, weil  dadurch  KeibungseleklriciUU  entsteht. 
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tungen  gleich  nach  dem  Herausnehmen  aus  dem  heissen  Bade  be- 
gonnen und  bis  zur  fast  ganzlichen  Erkaltung  fortgesetzt;  es  geschah 
dies,  um  zu  erfahren,  ob  durch  die  Zwillingsbildung  etwa  Umkeh- 
rungen oder  Verschiebungen  der  elektrischen  Zonen  im  Verlaufe  der 
Abkühlung  eintraten. 

Da  mehrere  der  untersuchten  Krystalle  nur  schwache  elektrische 
Spannung  zeigten,  so  habe  ich  bei  allen  Beobachtungen  die  Empfind- 
lichkeit des  Elektrometers  so  weil  gesteigert,  dass  die  an  den  Polen 
eines  bereits  seit  längerer  Zeit  zusammengestellten  Elementes  Zink- 
Kupfer- Wasser  vorhandene  Spannung  beim  directen  Anlegen  des 
einen  Poles  an  den  zum  Goldblättchen  führenden  Draht,  wahrend 
der  andere  Pol  zur  Erde  abgeleitet  war,  einen  Ausschlag  von  50 
Skalentheilen  ergab.  Für  die  an  den  Polen  eines  DANiEix'schcn  Ele- 
mentes auftretende  Spannung  würde  der  Ausschlag  etwas  über  60 
Skalentheilc  gestiegen  sein. 

Der  Quarzkrystall,  welchen  Herr  von  Kolenko  in  natürlicher 
Grösse  abbildet,  hat  eine  Hauptachse  von  25  mm  Lange  und  seine 
Prismenflachen  besitzen  eine  Breite  von  6,2  mm,  wahrend  die  mir 
zur  Verfügung  stehenden  Krystalle  beträchtlich  kleiner  sind ;  ihre 
Hauptachse  betragt  ungefähr  15  mm  und  die  Breite  der  Prismenflachen 
4  mm,  Eiu  Versuch,  bei  diesen  kleinen  Krystallen  die  elektrischen 
Polaritäten  nach  dem  von  Herrn  von  Koleneo  angewandten  Verfahren 
sichtbar  zu  machen,  gab  kein  deutliches  Resultat,  sodass  ich  allein 
auf  die  Untersuchung  derselben  mittelst  des  Elektrometers  angewie- 
sen war. 

b.  Piezoeleklricit a t. 

Die  Piezoclektricitat  entsteht  nur  durch  einen  Druck  oder  Nach- 
lassen eines  solchen  in  der  Richtung  einer  hemimorphen  Achse,  also 
beim  Quarz  durch  Druck  in  der  Richtung  der  Nebenachsen.  Um 
nun  bei  den  vorliegenden  Quarzkrystallen  einen  bestimmten  Druck 
auf  die  verschiedenen  Punkte  der  Kanten  in  gegebener  Richtung  aus- 
üben und  die  dadurch  erzeugte  Piezoclektricitat  messen  zu  können, 
wurde  der  Kryslall  auf  einen  metallenen  mit  der  Erde  leitend  ver- 
bundenen Untersatz  gelegt  oder  auf  demselben  befestigt,  und  auf  die 
oben  befindliche  zu  prüfende  Stelle  der  Kante  eine  senkrecht  gegen 
dieselbe  gestellte  Zinnschneide  aufgesetzt,  welche  also  die  Kante  nur 
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in  einem  Punkte  berührte.  Die  Zinnschneide  war  mittelst  Schellack 
in  einem  Stück  Hartkautschuk  befestigt;  letzleres  sass  in  der  Mitte 
eines  einarmigen  eisernen  Hebels,  dessen  anderes  Ende  durch  an- 
gchangene  Gewichte  niedergedrückt  wurde.  Der  von  der  Schneide 
auf  die  von  ihr  berührte  Stelle  ausgeübte  Druck  betrug  bei  allen 
folgenden  Versuchen  1000  g. 

Durch  den  Schellack  und  den  Hartkautschuk  war  die  Schneide 
hinreichend  isolirt.  Von  ihr  führte  ein  möglichst  kurzer  Draht  zu 
dem  Goldblättchen  des  Elektrometers.  Die  Empfindlichkeit  desselben 
war  bei  den  piezoelektrischen  Messungen  so  gross,  dass  beim  An- 
legen des  einen  Poles  eines  längere  Zeit  zusammengesetzten  Ele- 
mentes Zink-Kupfer-Wasser,  dessen  anderer  Pol  zur  Erde  abgeleitet 
war,  ein  Ausschlag  von  40  Skalentheilen  entstand.  Um  die  Ober- 
fläche der  Krystalle  möglichst  isolirend  zu  erhallen,  wurden  dieselben 
auf  30—40«  f..  erwärmt. 

Sollte  eine  seilliche  Prismenkanlc  untersucht  werden,  so  wurde 
der  Ki  \ stall  in  eine  auf  einem  .Messingstücke  eingefeilte  Rinne,  deren 
Wunde  einen  Winkel  von  I  50°  bildeten,  eingelegt  und  auf  die  ver- 
schiedenen Punkte  der  obenliegenden  Kante  die  Zinnschneide  auf- 
gesetzt. Die  Kinne  halte  eine  solche  Tiefe,  dass  die  beiden  in  der 
unteren  Kante  zusaminenslosscnden  Flächen  in  ihrer  ganzen  Ausdeh- 
nung das  Metall  berührten.  Handelte  es  sich  dagegen  um  die  Prü- 
fung einer  Py  ramidenkantc,  so  wurde  der  Krystall  in  einer  gleichen 
Kinne,  welche  aber  in  schräger  Richtung  in  einem  Messingstück  ver- 
lief, mittelst  eines  übergelegten  Messingbügels  festgeschraubt,  sodass 
die  betreffende  Pyramidenkante  nahe  horizontal  lag.  Die  Rinne  machte 
gegen  die  Vcrticale  einen  Winkel  von  öl".  Auf  die  verschiedenen 
Punkte  der  in  «lieser  Weise  nahe  horizontal  gestellten  Kante  wurde 
nun  die  Zinnsehneide  aufgesetzt.  Der  Druck  derselben  erfolgte  jetzt 
zwar  in  einer  durch  die  Hauptachse  und  die  betreffende  Nebenachsc 
gelegten  Ebene,  jedoch  nicht  in  der  Richtung  der  Nebenachse  selbst; 
seine  Richtung  bildete  mit  dieser  einen  Winkel  von  39°;  nach  der 
Richtung  der  Nebenachsc  zerlegt,  betrügt  derselbe  ungefähr  3/i  des 
verlicalen.  Die  auf  einer  solchen  Kante  angestellten  Messungen  sind 
untereinander  vergleichbar,  aber  nicht  mit  den  auf  den  seitlichen 
Prismenkanlen  ausgeführten.  Eine  strenge  Vergleichung  mit  den  letz- 
teren wird  auch  noch  dadurch  unmöglich,  dass  der  Krystall  bei  den 
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beiden  Versuchen  verschiedene  Ableitungen  erhalt.  Diese  Ableitungen 
sind  aber,  wie  ich  zeigen  werde,  von  Einfluss  auf  die  Grösse  der 
entstehenden  Eleklrometerausschläge.  Liegt  z.  B.  der  Krystall  No.  1 
mit  der  Prismenkanle  3  .  4  in  der  Rinne  des  Messingstuckes  und  ist 
die  an  dem  [lebcl  befestigte  Zinnschneidc  quer  Uber  die  Mitte  der 
oberen  Kante  6  .  \  gelegt,  so  zeigt  beim  Druck  das  Elektrometer, 
wenn  die  Schneide  mit  ihm  verbunden,  das  MessingslUck  aber  ab- 
geleitet ist,  einen  starken  positiven  Ausschlag.  Wird  umgekehrt  das 
isolirte  MessingslUck  mit  dem  Goldblättchen  verbunden,  die  Schneide 
aber  zur  Erde  abgeleitet,  so  beobachtet  man  einen  noch  etwas  grös- 
seren negativen  Ausschlag. 

Wird  die  untere  Kante  nicht  in  die  Rinue,  sondern  auf  eine 
ebene  metallische  Unterlage  gesetzt,  so  wird  bei  abgeleiteter  Unter- 
lage die  positive  Spannung  der  Schneide  geringer  (ungefähr  halb  so 
gross  als  zuvor)  und  ebenso  die  negative  Spannung  der  Unterlage 
bei  abgeleiteter  Schneide.  Bei  dieser  Einrichtung  übertrifft  aber  der 
positive  Ausschlag  der  Schneide  den  negativen  der  Unterlage  an 
Grösse. 

Ersetzt  man  die  Unterlage  durch  eine  rundliche  Zinnschneide, 
legt  die  Mitte  der  unteren  Kante  3  .  i  auf  dieselbe  und  setzt  ihr 
gegenüber  auf  die  Milte  der  oberen  Kante  6.1  die  am  Hebel  be- 
findliche Ziunschneide,  so  gibt  jetzt  jede  der  beiden  Schneiden,  wenn 
die  andere  abgeleitet  ist,  positive  Spannung1),  die  aber  nur  ungefähr 
V«  so  gross  ist  als  diejenige,  welche  an  der  oberen  Schneide  beob- 
achtet wurde,  als  der  Krystall  in  der  Rinne  lag. 

Die  piezoelektrischen  Vorgänge  wurden  sowohl  beim  Eiulritl  des 
Druckes  als  auch  bei  der  Aufhebung  desselben  bestimmt;  in  den 
folgenden  Mittheilungen  sind  aber  stets  nur  die  beim  Eintritt  des 
Druckes  beobachteten  elektrischen  Spannungen  angegeben,  die  beim 
Nachlassen  des  Druckes  auftretenden  sind  entgegengesetzt  gleich. 

Ich  habe  schon  früher  nachgewiesen2),  dass  beim  Bcrgkrystailc 
die  beim  Erkalten  entstehende  Thermo-  und  die  durch  Druck  erzeugte 


1)  Diese  gleiche  Polarität  in  beiden  Schneiden  ist  eine  Folge  der  Zwillings- 
bildung. 

2)  In  der  mehrfach  citirten  Abhandlung:  »lieber  die  aktino-  und  piezoelek- 
trischen Eigenschaften  des  Bergkrystalles  u.  8.  w.«  S.  539. 
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Piezoelektrieitai  im  Vorzeichen  entgegengesetzt  sind.  Da  die  in  die 
Fig.  1  bis  4  eingetragenen  Polaritäten  sich  auf  die  beim  Erkalten 
auftretenden  thermoelcktrischcn  beziehen,  so  müssen  für  die  piezo- 
elektrischen die  Zeichen  -{-  und  —  umgekehrt  werden. 

Bei  den  vollständigen  Untersuchungen  der  Pyramidenkanten  der 
Quarzkn  stalle  von  Suttrop  auf  ihr  piezoelektrisches  Verhallen  tritt 
in  der  Nähe  der  Enden  der  Hauptachse  der  Fall  ein,  dass  ein  und 
dieselbe  Stelle  einer  solchen  Kante  in  verschiedenen  Richtungen  ge- 
drückt wird.  Dabei  erzeugt  dann  jeder  Druck  die  seiner  Richtung 
entsprechende  Polarität. 

Bei  den  einfachen  Quarzkr\  stallen  sind,  wie  schon  mehrfach 
erwähnt,  die  Pyramidennachen  abwechselnd  gross  und  klein.  Es 
mögen  der  Reihe  nach  die  um  den  oberen  Endpunkt  der  Hauptachse 
liegenden  Flachen  mit  den  Ziffern  1 —6  bezeichnet  werden  und  zwar 
so,  dass  die  ungeraden  Zahlen  auf  die  grossen,  die  geraden  auf  die 
kleinen  Flachen  fallen.  Dann  schneiden  sich  in  der  Nahe  des  oberen 
Endes  der  Hauptachse  die  grossen  Flachen  1  und  3,  ferner  3  und 
5,  und  ebenso  5  und  1  in  einer  oberhalb  der  Flüchen  2,  4,  6  ge- 
legenen Kante. 

Gesetzt  der  einfache  Kry stall  sei  ein  rechter;  es  liegen  mithin 
die  trigonalen  Trapezoeder  und  Pyramiden  an  den  Enden  der  Kanten 
1.2,  3.4  und  ö  .  G.  Diese  Kanten  werden  also  bei  der  Abkühlung 
thermoelektrisch  positiv,  folglich  piezoelektrisch  beim  Druck  negativ. 
Ist  nun  der  Kry  stall  z.  B.  mit  der  Prismenkante  4  .  5  in  die  schlüge 
Rinne  des  oben  beschriebenen  Messingklotzes  eingelegt,  wührend  die 
Prismenkante  1  .  2  sich  in  den  zum  Festhalten  dienenden  Bügel  legt 
und  die  Pyramidenkante  1  .  2  nahe  horizontal  lauft,  so  liegt  auch  die 
durch  den  Durchschnitt  der  grossen  Flachen  1  und  3  gebildete  Kante 
oben,  und  empfangt  durch  die  aufgelegte  Schneide  eiuen  Druck  in 
einer  durch  die  Kanten  1  .  2  und  4  .  5  gelegten  Ebene.  Die  hier- 
durch crzeugle  Piczoclektricitat  ist  negativ. 

Wird  nun  der  Krystall  in  seinem  Lager  um  00°  gedreht,  sodass 
die  Prismenkante  5  .  0  in  der  Rinne  des  Messingklotzcs,  die  Prismen- 
kante 2  .  3  aber  unter  dem  Bügel  liegt,  so  wird  beim  Aufsetzen  der 
Schneide  auf  die  von  den  grossen  Pyramidenflücheu  1  und  3  ge- 
bildete Kante  auf  dieselbe  ein  Druck  in  einer  durch  die  Kanten  2  .  3 
und  5  .  6  gehenden  Ebene  ausgeübt.    Entsprechend  der  auf  der 
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Prismenkante  2  .  3  durch  einen  solchen  Druck  erzeugten  positiven 
Elektricität  gibt  jetzt  dieselbe  Stelle,  welche  zuvor  negativ  erschien, 
eine  positive  Spannung. 

Eben  diese  entgegengesetzten  Polaritäten  entstehen  auch,  wenn 
andere  Stellen  eines  Quarzes  in  der  Richtung  zweier  benachbarten 
Nebenachsen  gedrückt  werden.  Ein  grosser  einfacher  rechter  Berg- 
kry stall  von  rauchgrauer  Farbe  war  in  einer  durch  die  Prisraenkanten 
1  .  2  und  4  .  5  gehenden  Ebene  durchschnitten  worden.  Wurde  nun 
die  Hälfte,  welche  die  Prismenflache  5,  6  und  I  enthält,  so  in  den 
Messingklotz  befestigt,  dass  die  durch  den  Durchschnitt  der  Schnitt- 
fläche mit  der  Pyramidenfläche  1  entstandene  scharfe  Kante  in  der 
Richtung  der  durch  die  Kanten  1  .  2  und  4  .  o  gehenden  Ebenen  ge- 
drückt wurde,  so  zeigte  sie  in  ihrem  ganzen  Verlaufe  negative  Elek- 
tricitüt. Dieselbe  ging  in  die  positive  über,  als  die  Krystallhälftc  so 
in  den  Messingklolz  befestigt  wurde,  dass  der  Druck  in  der  durch 
die  Kanten  2  .  3  und  5  .  6  gehenden  Ebene  erfolgte. 

Um  die  späteren  piezoelektrischen  Beobachtungen  auf  Zwillings- 
krystallen  richtig  deuten  zu  können,  bedarf  es  noch  der  Darlegung 
der  Aenderungen,  welche  in  diesen  Spannungen  unter  verschiedenen 
äusseren  Bedingungen  eintreten 

Ein  schwarzer  Turmalin  von  20,0  mm  Länge,  der  an  beiden 
Enden  senkrecht  gegen  die  Hauptachse  angeschliffene  ebene  Flächen 
trug,  war  mit  dem  beim  Erkalten  positiven  Pole  auf  eine  ebene 
metallische  Unterlage  gestellt,  und  wurde  in  der  Richtung  der  Haupt- 
achse durch  die  auf  die  obere  Fläche  aufgesetzte  Schneide  mit  einem 
Gewicht  von  1000  g  gedrückt.  Das  Elektrometer  zeigte  einen  posi- 
tiven Ausschlag  von  -f-  47  Skalentheilen'). 

Darauf  wurde  der  Krystall  auf  eine  gelirnissle  ebene  Glasplatte 
gestellt;  derselbe  Druck  wie  zuvor  bewirkte  jetzt  einen  Ausschlag 
von  -j-  43  Skalentheilen. 

Als  nun  eine  nur  1 ,7  mm  dicke  senkrecht  gegen  die  Hauptachse 
geschnittene  Platte  eines  durchsichtigen  grünen  Turmalins  in  gleicher 
Weise  behandelt  wurde,  so  betrug  der  Ausschlag,  wenn  die  Platte 
mit  ihrer  unteren  Fläche  auf  Metall  lag,  +  43,5;  derselbe  sank  aber 
auf  -\-  21),  wenn  die  untere  Fläche  sich  auf  dem  gefirnissten  Glase 


I)  Dehn  Turm.ilin  geben  Abkühlung  und  Druck  dieselbe  Klcklricitüt. 
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befand.  Durch  die  Isolirung  der  unteren  Flache  wird  also  bei  der 
dünnen  Platte  die  auf  der  oberen  Flüche  gemessene  Spannung  be- 
trächtlich verringert.  Viel  geringer  ist  dieser  Einfluss  bei  der  20,6  mm 
langen  Säule.  Ist  die  untere  Fläche  nicht  abgeleitet,  so  wirken  näm- 
lich die  auf  beiden  Endflüchen  erzeugten,  entgegengesetzten  Polari- 
täten auf  die  Schneide;  die  in  derselben  hervorgerufene  elektrische 
Verlheilung  entspricht  dann  nur  der  Differenz  der  Wirkungen,  die, 
obwohl  beide  Eleklricitäten  in  gleicher  Menge  auftreten,  doch  wegen 
der  grösseren  Nähe  im  Sinne  der  oberen  erfolgt. 

Es  wurde  nun  die  dünne  grüne  Platte  auf  die  obere  Fläche  der 
auf  Metall  stehenden  schwarzen  Turmalinsäule  gelegt,  so  dass  bei 
beiden  Krystallen  der  positive  Pol  nach  oben  gerichtet  war.  Beim 
Druck  von  1000  g  betrug  der  Ausschlag  -j-  45  Skth.  Darauf  wurde 
die  dünne  Platte  umgedreht,  so  dass  sie  mit  ihrer  positiven  Fläche 
auf  der  oberen  gleichfalls  positiven  Fläche  des  schwarzen  Turnialins 
lag.  Jetzt  betrug  der  Ausschlag  beim  Druck  -|-  9  Skth.;  der  Aus- 
schlag war  also  positiv,  während  die  Schneide  auf  der  negativen 
Fläche  der  dünnen  Platte  stand.  Wurde  die  dünne  Platte  allein  in 
der  oben  angegebenen  Itichtung,  wahrend  sie  auf  einem  isolirenden 
Glase  lag,  gedrückt,  so  wurde,  wie  schon  oben  angeführt,  ein  Aus- 
schlag von  —  29  Skth.  beobachtet.  Als  auf  die  obere  positive 
Fläche  des  20,Gmm  langen  schwarzen  Turmalins  eine  1,4mm  dicke 
Glasplatte  gelegt  und  auf  diese  die  Schneide  aufgesetzt  wurde,  er- 
folgte ein  Ausschlag  von  -|-  35  Skth. ;  während  derselbe,  wenn  die 
Schneide  unmittelbar  auf  dem  Turmalin  stand,  -|-  47  Skth.  betrug. 
Liegt  die  grüne  Turmalinplatle  in  der  zuletzt  beschriebenen  Anord- 
nung auf  der  schwarzen  Turmalinsäule,  so  wird  die  Wirkung  —  29 
der  oberen  Platte  durch  die  Wirkung  -f  35  des  unteren  Krystalles 
übertreffen,  und  der  Ausschlag  erscheint  noch  in  geringer  Stärke 
positiv. 
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C.  Piezo-  und  thermoelektrisches  Verharten  der  Quarzkrystalle  von  Suttrop. 

Ar»/*/«//  No.  I. 
a.  Piezoelektricitat. 

Wenn  man  bei  der  piezoelektrischen  Untersuchung  den  Druck 
auf  die  Kanten  mittelst  einer  Sehneide,  wie  oben  S.  278  beschrieben, 
ausübt,  so  ist  es  möglich,  die  an  den  verschiedenen  Punkten  der- 
selben auftretenden  Elektricitaten  gesondert  zu  beobachten  und  hieraus 
einen  Schluss  auf  die  Zusammensetzung  des  Krystalles  zu  machen. 

Um  die  auf  den  verschiedenen  Punkten  der  Kante  ausgeführten 
Beobachtungen  möglichst  ubersichtlich  darzustellen,  habe  ich  dieselben 
auf  gerade  Linien  No.  1  B,  Taf.  I  aufgetragen1).  Die  zwischen  den 
beiden  horizontalen  Linien  ud  und  hb'  eingeschlossenen  Stucke  der 
verticalen  Linien  stellen  die  6  Prismcnkanlen  vor.  Die  Linien  ad 
und  66'  sind  durch  die  von  den  Prismenflachen  not  den  grossen 
Pyramidenflachen  gebildeten  Kanlen  gelegt.  Die  oberhalb  an  und 
unterhalb  66'  gelegenen  Linien  sollen  die  unter  Betheiligung  der  Pyra- 
midenflachen gebildeten  Kanten  andeuten.  Das  an  die  Linien  nu 
und  6  6'  angrenzende  Stück  entspricht  dem  Durchschnitte  einer  grossen 
Pyramidenflache  mit  einer  benachbarten  Prismenflache  (5y  in  No.  I  A). 
Das  daran  sich  anschliessende  grössere  Stück  entspricht  dem  Durch- 
schnitte zweier  benachbarten  Pyramidenflachen,  also  einer  grossen 
und  einer  kleinen  (fjä  derselben  Figur),  wahrend  das  Kndslück  dem 
Durchschnitte  zweier  grossen  Pyramidenflachen  angehört  (t3a).  Von 
den  fünf  Beobachtungen,  welche  gewöhnlich  auf  einer  solchen  ge- 
brochenen Kante  gemacht  und  in  die  sie  andeutenden  geraden  Linien 
eingetragen  worden  sind ,  füllt  im  Allgemeinen  die  den  Enden  der 
Hauptachse  zunächst  befindliche  auf  das  zuvor  mit  ßa  bezeichnete 
Stuck,  die  drei  darauffolgenden  auf  das  Stück  iß  und  die  den  Pris- 
menkanten  zunächst  stehende  auf  das  Stüek  3  f. 

Die  Lange  der  Hauptachse  des  Krystalles  No.  1  betragt  15,2  mm, 


I)  Bei  dem  Eintrügen  der  Beobachtungen  in  ein  wie  Fig.  I  A  gezeichnetes 
Setz  war  der  Ueberblick  weniger  leicht,  weshalb  ich  der  obigen  Darstellung  den 
Vorzug  gegeben. 
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die  Lange  der  Nebenachse  im  Mittel  9,3  mm.  Seine  Masse  ist  fast 
durchsichtig.  Auf  den  unteren  Pyramidenflachen  4  und  5  liegen  ein- 
zelne Partien  von  Eisenocker.  No.  I  A  stellt  das  Netz  dieses  Kry- 
stulles  in  ungefähr  doppelt  linearer  Vergrößerung  und  No.  I  B  die 
Kantenlinien  in  der  zuvor  beschriebenen  Weise  dar.  In  diese  letz- 
teren sind  nun  die  durch  den  Druck  (1000  g)  von  einer  Schneide 
auf  die  verschiedenen  Punkte  erzeugten  elektrischen  Spannungen  ein- 
getragen. 

Eine  und  dieselbe  Fläche  ist  in  beiden  Figuren  durch  dieselbe 
Ziffer  bezeichnet.  Es  liegen  also  am  oberen  Ende  die  Kanten  6.1, 
2 . 3,  und  4  .  5  am  linken,  die  Kanten  1.2,  3.4  und  5  .  6  am  rech- 
ten Rande  einer  grossen  Pyramidenflüche. 

Betrachten  wir  nun  zuerst  die  an  den  beiden  Enden  der  Haupt- 
achse beim  Druck  auftretenden  elektrischen  Polaritäten,  so  finden  wir 
die  Kanten  abwechselnd  positiv  und  negativ.  Dies  weist  an  den  be- 
treffenden Stellen  auf  einen  einfachen  Krvstall  hin  und  zwar,  wie 
ich  sogleich  erläutern  werde,  auf  ein  rechtes  Individuum.  Bei  einem 
solchen  liegen  nämlich  an  dem  oberen  Ende  am  rechten  Rande  der 
grossen  Pyramidenflächen  bei  der  Abkühlung  die  positiven,  also  die 
beim  Drucke  negativen  Kanten ;  und  in  der  Thal  erscheint  die  nega- 
tive Piezoelektricitüt  an  den  durch  den  Durchschnitt  der  grossen 
Pyramidenflächen  gebildeten  Kanten,  wenn  dieselben  in  der  Richtung 
einer  durch  die  Hauptachse  und  die  Kanten  1.2,  3.4  und  5.6  ge- 
legten Ebene  gedrückt  werden,  während  die  positive  Elektricität  auf 
denselben  Punkten  jener  Kanten  durch  den  Druck  in  der  Richtung 
einer  durch  die  Hauptachsen  und  die  Kanten  6.1,  2.3  und  4  .  5 
gelegten  Ebene  auftritt. 

Wenden  wir  uns  zu  dem  mittleren  Theilc  der  zwischen  den 
Linien  aa  und  bb'  enthaltenen  Prismenkanten,  so  sehen  wir  Uberall 
positive  Spannungen  auftreten ;  nur  auf  der  Kante  2  .  3  wird  die 
positive  Polarität  auf  einer  sehr  beschränkten  Stelle  durch  die  nega- 
tive unterbrochen.  Daraus  folgt,  dass  die  obere  Schicht  des  min- 
ieren Theiles  des  Prismas  aus  einem  nach  dem  Schema  Fig.  3  ge- 
bildeten Zwilling  besteht,  den  ich  oben  als  einen  Zwilling  erster  Art 
bezeichnet  habe.  Sümmtlichc  Kanten  sind  piezoelektrisch  beim 
Druck  positiv,  also  thermoelektrisch  beim  Erkalten  negativ,  was  mit 
den  in  Fig.  3  an  die  Kanten  gesetzten  Vorzeichen,  die  sich  eben 
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auf  die  bei  der  Abkühlung  auftretende  Polarität  bezichen,  überein- 
stimmt. 

Gehen  wir  aber  in  die  nächste  Umgebung  der  von  den  Prismen- 
und  Pyramidenflüchen  gebildeten  Kanten,  so  erscheinen  gerade  ent- 
gegengesetzt alle  Kanton  negativ  (nur  auf  der  Kante  6  .  I  ist  die 
negative  Polarität  nicht  beobachtet  worden).  Diese  ebenfalls  auf  den 
Kanten  gleiche  Polarität  weist  uun  auf  einen  Zwilling  hin,  welcher 
nach  dem  Schema  Fig.  4  (Zwilling  zweiler  Art)  gebildet  ist.  Seine 
Ausdehnung  ist  aber  nur  gering. 

Nach  den  Enden  hin  erscheinen  auf  sehr  kurzen  Stücken  die 
Kanten  wieder  positiv;  dies  bekundet  also  wieder  einen  Zwilling  der 
ersten  Art,  der  dann  schliesslich  an  den  Enden  in  den  schon  oben 
erwähnten  einfachen  rechten  Krystall  übergeht. 

Der  vorliegende  Krystall  besteht  sonach  an  der  Oberfläche  aus 
einem  einfachen  rechten  Individuum,  einem  Zwillinge  der  ersten  Art 
in  grösserer  und  dann  nochmals  in  sehr  geringer  Ausdehnung,  und 
schliesslich  einem  Zwillinge  zweiter  Art  von  ebenfalls  nur  geringer 
Ausdehnung.  Man  könnte  sich  nun  die  Zusammensetzung  des  Kry- 
stalles  so  vorstellen,  dass  der  mildere  prismalische  Theil  in  seinem 
ganzen  Querschnitte  ein  Zwilling  erster  Art  sei,  an  welchen  sich  oben 
und  unten  ebenfalls  den  ganzen  Querschnitt  einnehmende  Schichten 
eines  Zwillings  zweiter  Art  angesetzt  haben,  auf  welche  wieder  eine 
dünne  Platte  eines  Zwillings  erster  Art  und  dann  schliesslich  ein  ein- 
faches Individuum  folgt.  Ich  halte  indess  eine  andere  Auffassung 
für  naturgemüsser.  Um  den  inneren  Kern  eines  rechten  Individuums, 
der  beim  Fortwachsen  sieh  in  der  Achse  und  ihrer  Nachbarschaa 
erhält,  hat  sich  ein  Zwilling  der  ersten  Art  als  Hülle  gelegt.  Derselbe 
tritt  in  der  schmalen  positiven  Zone  auf  den  Pvramidenkanten  an 
die  Oberflüche.  Diesen  Zwilling  mrgibt  eine  Zwillingsbildung  der 
zweiten  Art,  welche  in  der  Nähe  der  Knden  der  Prismenkanten  an 
der  Oberfläche  erscheint,  und  diese  umgibt  schliesslich  wieder  eine 
Zwillingsbildung  erster  Art,  wie  sie  an  den  Prismenkanten  sich  zeigt. 

Wenn,  wie  auf  der  Prismenkante  2.3  in  der  positiven  Zone 
die  negative  Elektricitüt  auf  einer  kleinen  Stelle  auftritt,  so  kann  dies 
daher  rühren,  dass  an  dieser  Stelle  die  Schicht  des  Zwillings  erster 
Art,  welche  die  Zwillingsbildung  zweiter  Art  bedeckt,  nur  «'ine  ge- 
ringe Dicke  hat,  sodass  noch  die  Polarität  des  darunterliegenden 

Athtndl.  d.  K   .«*.  (le»r)|f<h.  .1.  Wixn-  XXIV  20 
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Zwillings  in  ihrer  Wirkung  Uberwiegt.  Aehnlich  wird  auf  der  oberen 
Pyramidenkantc  4.5  die  positive  Zone  auf  eine  kurze  Strecke  von 
einer  negativen  Spannung  unterbrochen. 

Der  vorliegende  kleine  Krystall  ist  ausgezeichnet  durch  die  trotz 
der  mannigfachen  Aenderungen  in  seinem  Wachslhum  doch  fast  voll- 
kommen gleichförmige  Ausbildung  der  einzelnen  Schichten. 

b.  Thermoclektricität. 

Bevor  ich  die  an  diesem  Krystall  gemachten  thermoeleklrischen 
Beobachtungen  mitlheile,  will  ich  im  Allgemeinen  angeben,  wie  sich 
nach  der  im  Vorstehenden  erläuterten  Zusammensetzung  die  bei  der 
Abkühlung  auftretende  elektrische  Vertheilung  gestalten  muss. 

In  meinen  beiden  oben  (S.  271)  erwähnten  Abhandlungen  habe 
ich  nachgewiesen,  dass  auf  einem  einfachen  an  beiden  Enden  voll- 
kommen normal  ausgebildeten  Rergkrystalle  die  elektrischen  Zonen 
eine  schiefe  Lage  haben,  und  dass  die  Richtung  dieser  schiefen  Lage 
bei  rechten  und  linken  Krystallen  verschieden  ist.  Fig.  5,  Taf.  I 
stellt  durch  Farben  eine  solche  vollkommen  regelmässige  Vertheilung 
auf  linken  und  Fig.  C  auf  rechten  Krystallen  dar.  Bei  den  ersteren 
gehen  die  negativen  Zonen  von  links  oben  nach  rechts  unten  von 
den  grossen  Pyramidenflüchen  des  oberen  Endes  Uber  die  Prismen- 
kanten, an  welchen  die  Flächen  der  trigonalcn  Trapezoedcr  oder 
Pyramiden  fehlen,  zu  den  entsprechenden  grossen  unteren,  und  in 
derselben  Richtung  die  positiven  von  den  kleinen  Pyramidenfluchen 
des  oberen  Endes  Uber  die  mit  Flächen  der  trigonaleu  Trapezoedcr 
und  Pyramiden  versehenen  Kanten  zu  den  entsprechenden  kleinen 
Flächen  am  unteren  Endo.  Bei  rechten  Krystallen  verlaufen  (Fig.  6) 
die  Zonen  in  der  Richtung  von  rechts  oben  nach  links  unten. 

Ferner  habe  ich  in  meiner  Abhandlung  vom  Jahre  1881  ')  dar- 
gethan,  dass  beim  Bergkrystalle  auch  auf  den  Enden  der  Hauptachse 
elektrische  Pole  auftreten,  und  zwar  müssen,  weil  nach  dieser  Rich- 
tung keine  Hemimorphie  stattfindet,  beide  Enden  die  gleiche  Polarität 
zeigen.  Dieselbe  ist  bei  den  Sultroper  Krystallen  positiv.  In  den 
Figuren  5  und  6  sind  diese  positiven  Eleklrieitülen  auf  den  an  den 


1)  Abhandl.  der  Künigl.  Sachs.  Ges.  d.  Wissensch.   Bd.  XX.  S.  497. 
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Enden  der  Hauptachse  gelegenen  Theilcn  der  Pyramidenflachen  ein- 
gezeichnet. 

Tragen  wir  nun  in  das  Netz  eines  nach  dem  Schema  Fig.  3 
gebildeten  Zwillings  die  auf  den  jedesmaligen  Hälften  der  Flächen 
in  Fig.  5  und  G  vorhandenen  elektrischen  Spannungen  ein,  so  ergibt 
sich  die  in  Fig.  7  dargestellte  Vertheilung  der  beiden  Polaritäten. 
Die  Pyramidenflächen  sind  in  der  Nähe  der  Enden  der  Hauptachse 
positiv;  daran  schliesst  sich  auf  den  grossen  Pyramidenflächen  eine 
negative  Polarität,  die  sich  über  den  anstossenden  Theil  der  Prismen- 
flächen ausdehnt  und  dann  nach  den  Kanten  hin  weiter  verläuft, 
während  von  den  kleinen  Pyramidenflächen  die  positive  Elcktricität 
sich  Uber  die  Prismcnflächen  in  einer  sich  allmählich  verschmälern- 
den Zunge  fortsetzt.  Sämmlliche  Prismenkanten  zeigen  negative  Span- 
nungen. 

So  würde  also  die  elektrische  Vertheilung  bei  der  Abkühlung 
sich  gestalten,  wenn  der  Krystall  No.  I  nur  ein  Zwilling  der  ersten 
Art  wäre.  Nun  habe  ich  aber  oben  gezeigt,  dass  in  der  Nähe  der 
Randkanten  (der  Linien  ad  und  bb')  allerdings  in  geringerer  Aus- 
dehnung eine  Zwillingsbildung  zweiter  Art,  wie  sie  in  Fig.  4  dar- 
gestellt ist,  auftritt. 

Tragen  wir  in  das  Netz  Fig.  8  eines  solchen  Zwillings  die  ent- 
sprechenden Spannungen,  wie  ich  sie  auf  einfachen  Krystallen  beob- 
achtet habe,  ein,  so  gehen  von  den  kleinen  Pyramidenflächen  positive 
Zonen  rechts  und  links  zu  den  kleinen  Flächen  am  unteren  Ende, 
während  die  negative  Polarität  sich  nur  auf  einer  begrenzten  Stelle 
zeigt;  sie  beginnt  auf  den  Rändern  an  den  grossen  Pyramidenflächen 
mit  einer  gewissen  Breite  und  verläuft  sodann,  sich  allmählich  ver- 
schmälernd, gegen  das  andere  Ende  der  Prisinenfläche  hin. 

Um  nun  die  auf  dem  Krystalle  No.  I  zu  erwartende  elektrische 
Verlheilung  zu  erhallen,  haben  wir  die  bei  beiden  Zwillingen  beob- 
achteten Vertheilungen  zu  combiniren,  jedoch  die  zweite  (Fig.  8)  in 
geringerer  Intensität  als  die  in  No.  7  dargestellte,  weil  an  der  Ober- 
fläche die  Zwillingsbildung  erster  Art  eine  viel  grössere  Ausdehnung 
besitzt  als  die  zweiter  Art. 

Dabei  tritt  uns  nun  die  Frage  entgegen,  in  welcher  Stellung  die 
beiden  Zwillinge  sich  vereinigen. 

In  der  Zwillingsbildung  äussert  sich  das  Bestreben  einer  Zuruck- 
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fuhrung  auf  grössere  Rcgeltuüssigkeit.  Wenn  beim  Quarz  zwei  gleich- 
artige Individuen,  d.  h.  zwei  rechte  oder  zwei  linke,  in  gleich  grossen 
Scctoren  zu  einem  Zwillinge  zusammentreten,  so  entsteht  eine  Gestalt, 
welche  eine  grössere  Regelmassigkeit  zeigt,  als  das  einzelne  Indivi- 
duum sie  darbietet.  Die  trigonalen  Trapezoeder  und  Pyramiden  treten 
entweder  an  allen  Kanten  auf  oder  fehlen  Uberall,  die  Pyramiden- 
flachen  werden  gleich  gross  und  sümmtlichc  Prismenkanten  gleich- 
namig elektrisch. 

Tritt  ein  rechter  und  ein  linker  Quarz  zu  einem  vollkommenen 
Zwilling  zusammen,  so  werden  die  Prismenkanten  zwar  gleichnamig, 
dagegen  bleibt  die  Ungleichheit  der  Pvramidenflüchen  bestehen.  Soll 
letztere  ausgeglichen  werden,  so  muss  sich  mit  einem  Zwillinge  der 
ersten  Art  ein  Zwilling  der  zweiten  Art  und  zwar  in  solcher  Stel- 
lung verbinden,  dass  an  beiden  Enden  die  kleinen  Pyramidenflächen 
des  einen  Zwillings  auf  die  grossen  Flüchen  des  andern  fallen.  Die 
beiden  Zwillinge  werden  sich  also  in  der  Stellung  verbinden,  in  wel- 
cher sie  in  Fig.  3  und  i  nebeneinander  gezeichnet  sind. 

Bei  dem  vorliegenden  Kryslalle  No.  I  ist  die  Ausdehnung  des 
Zwillings  zweiter  Art  geringer,  als  die  des  Zwillings  erster  Art.  Die 
kleinen  Pyramidcnllächen  dieses  letzteren  können  also  durch  den 
Hinzutritt  des  Zwillings  zweiler  Art  nicht  dieselbe  Grösse  erlangen, 
wie  seine  grossen  Pyramidenflachen.  Wohl  aber  gibt  sich  das  Auf- 
treten eines  Zwillings  der  zweiten  Art  schon  in  dem  geringen  Unter- 
schiede in  der  Grösse  der  P\ ramidenllachen  kund;  wie  S.  262  be- 
merkt, betragt  die  Ausdehnung  der  grösseren  Pyramidenflachen  nur 
das  zwei-  bis  dreifache  der  kleineren,  wahrend  bei  wirklich  ein- 
fachen Kryslallen  die  ersleren  die  letzteren  .fi0  bis  lOOmal  an  Grösse 
ilbcrl reffen  können. 

Schliesslich  haben  wir  unsere  Aufmerksamkeit  noch  auf  die  In- 
tensitäten zu  richten,  mit  welchen  jede  der  beulen  KlektricitÜtcn  auf 
den  beiden  Zwillingen  auftritt. 

Schon  Ganton  hat  durch  einen  entscheidenden  Versuch  bewie- 
sen, dass  auf  dem  Turmuline  beide  Elcktricilälen,  sowohl  bei  der 
Erwärmung  als  auch  bei  der  Abkühlung  stets  in  gleicher  Menge  auf- 
treten. Er  warf  einen  Turmalin  in  heisses  Wasser.  Das  isolirte 
Gefäss,  in  welchem  sich  letzteres  befand,  zeigte  weder  gleich  nach  dem 
Hineinwerfen  des  Turmalins,  noch  auch  später,  elektrische  Spannung. 
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Einen  analogen  Versuch  habe  ich  mit  dem  Boracit  ausgeführt'). 
Beim  Boracit  tritt  beim  Erwärmen  bis  250°  und  ebenso  beim  Erkal- 
teu  an  jeder  Ecke  ein  doppeller  Wechsel  der  Polarität  ein.  Um 
nun  zu  erfahren,  ob  auch  hierbei  stets  die  Summe  der  beiden  in 
jedem  Augenblicke  vorhandenen  Elektricitälen  gleich  Null  sei,  schloss 
ich  einen  Boracit,  rings  umgeben  von  Platinsand,  in  einen  Mossing- 
wiirfel  ein  und  warf  diesen  wahrend  des  Einschütlens  von  stark 
erhitztem  Eisenfeilicht  in  ein  eisernes  wohl  isolirtes  Gefäss,  sodass 
er  ungefähr  in  die  Mitte  des  Eisenfeilichts  zu  liegen  kam.  Das  Ge- 
fäss zeigte  weder,  während  der  Boracit  in  seiner  Temperatur  stieg, 
noch  auch  später  während  des  Erkaltens  elektrische  Spannungen. 

Wären  also  die  Quarzkrystalle  von  Suttrop  beim  Erkalten  ringsum 
von  Luft  umgeben,  so  würde  selbst  in  diesem  Falle  infolge  der  star- 
ken positiven  Polarität  an  den  Enden  der  Hauptachse  die  gleich- 
namige positive  Elektricität  auf  den  Prismenflächen  in  geringerer 
Intensität  als  die  negative  auf  den  Kanten  aufzutreten  vermögen, 
wie  sich  auch  noch  aus  folgender  Betrachtung  ergeben  wird. 

Beim  Bergkrystall  haben  wir  zweierlei  thermoelektrische  Erre- 
gungen zu  unterscheiden:  1)  eine  polarelektrische  Vertheilung  nach 
den  hemimorphen  Nebenachsen  und  2)  eine  Verlheilung  wie  auf 
einem  symmetrischen  Krystallc  des  letragonalen  und  hexagonalen 
Sy Sternes,  z.  B.  einem  Wiluit,  Apophyllit,  Beryll  oder  Schneeberger 
Kalkspalh.  Bei  diesen  Krystallen  sind  die  Endflächen  0/'  oder  die 
an  den  Enden  der  Hauptachse  liegenden  Pyramiden-  oder  Hhom- 
boederflächen  beim  Erkalten  positiv,  die  prismatischen  Seilenflächen 
aber  negativ.  Gerade  so  würden  sich  die  vorliegenden  Quarze  ver- 
halten, wenn  ihre  Nebenachsen  nicht  hemimorph  gebildet  wären.  Die 
oben  erwähnte  erste  polare  Vertheilung  erregt  in  den  nach  dem 
Schema  Fig.  3  gebildeten  Zwillingen  negative  Elektricität  auf  sämmt- 
lichen  Kanten  und  positive  auf  den  Flächen.  Die  zweite  nicht  polare 
dagegen  erzeugt  an  den  beiden  Enden  der  Hauptachse  positive  und 
ringsum  auf  den  Prismcnflächen  und  deren  Kanten  negative  Span- 
nung. Legen  wir  nun  diese  beiden  Verkeilungen  aufeinander,  so 
ergibt  sich  auf  den  Kanten  eine  Verstärkung  der  negativen  und  auf 
den  Flachen  eine  Schwächung  der  positiven  Polarität3). 

0  Abhandl.  der  Körnst-  Sachs.  Ges.  der  Wis»ensch.  Bd.  VI.  S.  236. 

t)  Ich  will  gleich  hier  bemerken,  das«  bei  den  Beobachtungen  selbst  noch 
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Betrachten  wir  einen  nach  dem  Schema  Fig.  i  gebildeten  Zwil- 
ling, auf  dem  die  elektrische  Vcitheilung  wie  in  Fig.  8  erscheint, 
so  wird  beim  Zusammenlegen  der  polaren  und  nichtpolaren  Verlhei- 
lung  die  negative  Polarität  auf  den  Prisnienflächcn  in  stärkerer  In- 
tensität auftreten  müssen,  als  die  positive.  Ks  ergibt  sich  dies  Ver- 
halten auch  schon  aus  dem  Umstände,  dass  die  negative  Polarität 
auf  einen  viel  kleineren  Raum  beschränkt  ist  als  die  positive. 

Denken  wir  uns  nun  die  beiden  elektrischen  Verkeilungen  und 
zwar  in  den  Fig.  7  und  8  gezeichneten  Stellungen,  die  zweite  aber 
in  geringerer  Intensität,  aufeinander  gelegt,  so  erhalten  wir  folgende 
elektrische  Verlheilung  auf  der  Oberfläche :  Die  Pyraniidcnflächen  sind 
in  der  Nähe  der  linden  der  Hauptachse  stark  positiv ;  daran  schliesst 
sich  auf  den  grossen  Pyramidenflächen  in  der  Nähe  der  Randkanten 
eine  negative  Polarität,  welche  nach  der  Mitte  der  Prismenflächen 
hin  abnimmt  (auch  unter  Umständen  in  eine  schwache  positive  über- 
geht), und  gegen  die  kleinen  Pyramidenflächen  hin  wieder  an  Stärke 
wächst,  jedoch  nicht  dieselbe  Stärke  erreicht,  wie  an  den  grossen 
Pyramidenflächen. 

Vergleichen  wir  nun  diese  aus  der  Zusammensetzung  des  Kry- 
stalles  hergeleitete  elektrische  Vertheilung  mit  der  beim  Erkalten 
thalsächlich  beobachteten,  wie  sie  in  No.  I  A  eingetragen  ist,  so  zeigt 
sich  vollkommene  Ucbercinstimmung. 

Die  Pyramidenflächen  sind  in  den  nach  den  Enden  der  Haupt- 
achse hin  gelegenen  Thcilen  stark  positiv.  Daran  schliesst  sich  auf 
dem  in  der  Nähe  der  Randkanten  gelegenen  Theile  der  grossen 
Pyramidenfläche  und  in  den  anliegenden  Stücken  der  Prismenflächen 
negative  Elektricität,  welche  nach  der  Mitte  hin  abnimmt  und  an  den 
kleinen  Pyramidenflächen  wieder  etwas  an  Stärke  zunimmt.  Dabei 
erscheint  öfter  auf  den  Prismenflächen  in  der  Milte  oder  in  der  Nähe 


eine  weitere  Schwächung  jener  positiven  Spannung  auf  den  Prismenfläehen  durch 
den  Einfluss  der  Ableitung  infolge  des  Hinsetzen*  der  Kryslalle  in  das  Kupferfeilicht 
erfolgt.  Bei  einem  Turmalin  tritt  nämlich  an  dem  einen  Pole  die  elektrische  Span- 
nung stärker  auf,  wenn  der  andere  Pol  abgeleitet  wird,  als  wenn  derselbe  isolirt 
ist.  Bei  den  in  das  Netz  No.  I  A  eingetragenen  thermoclektrischcn  Messungen 
sind  nun  die  Quarzkrystallc  an  den  stark  positiven  Enden  der  Hauptachse  durch 
das  Kupferfeilicht  abgeleitet:  dies  bewirkt  also  auf  den  Prismen  flächen  eine  Er- 
höhung der  negativen  und  eine  Schwächung  der  positiven  Spannungen. 
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der  kleinen  Pyramidenflachen  auch  wohl  positive  Polarität,  wie  auf 
den  Flachen  3,  4,  5.  Die  Prismenkanten  sind  sanimtlich  negativ1). 
Ich  habe  dieselben  einer  speciellen  Prüfung  unterzogen,  wobei  der 
ganze  Krystall  bis  auf  die  zu  untersuchende  Kante  in  Kupferfeilicht 
eingehüllt  war.  Die  bei  dieser  Anordnung  gemachten  Beobachtungen 
sind  in  die  unterhalb  des  Netzes  No.  1  A  gezeichneten  Linien,  welche 
die  einzelnen  Kanten  darstellen  sollen,  eingetragen. 

Die  in  das  Netz  No.  I  A  eingeschriebenen,  auf  den  Pyramiden- 
und  PrismenflUchen  ausgeführten  {Messungen  sind  in  1 8  verschiedenen 
Versuchen,  bei  denen  jedesmal  die  betreffende  Flache  allein  von 
Kupferfeilicht  frei  war,  ausgeführt  worden.  Da  bei  diesem  Verfahren 
die  ganze  Flache  frei  liegt,  so  wirken  alle  Theile  derselben  mit  der 
auf  ihnen  vorhandenen  ElektrieitUt  je  nach  ihrem  Abstände  auf  den 
genäherten  Platindraht.  Wenn  nun  auch  vorzugsweise  die  unmittel- 
bar unter  der  Spitzt;  des  Plalindrahtes  liegenden  auf  denselben  eine 
Vertheilungswirkung  ausüben,  so  werden  doch  unter  Umstünden  da- 
selbst befindliche  nur  schwache  Spannungen  durch  in  der  Nahe  ge- 
legene starke  entgegengesetzte  verdeckt  werden  können.  Solche 
schwache  Spannungen  lassen  sich,  wie  ich  dies  mehrfach  in.  meinen 
früheren  Abhandlungen  gezeigt  habe,  durch  einen  speciellen  Ver- 
such, bei  welchem  man  die  stark  elektrischen  benachbarten  Theile 
ebenfalls  noch  mit  Kupferfeilicht  bedeckt,  nachweisen.  Es  wäre  daher 
wohl  mOglich,  dass  durch  ein  solches  Verfahren  ausser  auf  4  auch 
noch  in  der  Milte  anderer  Prismenflachen,  z.  B.  auf  der  Flüche  3, 
die  positive  Spannung  beobachtet  werden  könnte.  Uebrigens  wird, 
wie  ich  schon  S.  290  erläutert  habe,  diese  positive  Spannung  in  der 
Milte  der  PrismenflUchen  durch  die  Art  der  Einhüllung  des  Krystallcs 
geschwächt. 

Krtßlall  No.  II  (Taf.  I,  No.  II  A  und  B). 

Die  Masse  dieses  Kryslalles  ist  weisslich  und  nur  durchscheinend. 
Die  Lüngo  seiner  Hauptachse  betragt  1 8,2  mm,  die  Grösse  der  Neben- 
achsen im  Mittel  9,2  mm.  No.  II  A  stellt  das  Nelz  in  ungefähr  dop- 
pelt linearer  Vergrösserung  und  No.  II  B  die  Kantenlinien,  wie  sie 
S.  271  beschrieben,  dar. 


I)  Nur  an  der  Kanlc  (S.3)  Andel  sich  eine  kleine  positive  Stelle. 
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Nach  der  vollständigen  Erläuterung  der  elektrischen  Vorgänge 
auf  dem  Krystall  No.  I  wird  eine  kurze  Angabe  genügen,  um  die 
Zusammensetzung  und  das  elektrische  Verhalten  des  Krystalles  No.  II 
zu  übersehen. 

Aus  den  in  No.  II  B  eingetragenen  piezoelektrischen  Beobach- 
tungen ergibt  sich,  dass  der  vorliegende  Krystall  in  der  Mitte  ein 
Zwilling  erster  Art  ist;  in  der  Nahe  der  oberen  und  unteren  Rand- 
kanten zeigt  sich,  ebenso  wie  beim  Krystall  No.  I,  ein  Zwilling  der 
zweiten  Art,  wahrend  die  an  den  Enden  der  Hauptachse  liegenden 
Stücke  einem  einfachen  linken  Individuum  angehören.  Von  einer 
kurzen  Wiederholung  des  Zwillings  erster  Art  auf  den  Pyramiden- 
kanten, wie  wir  sie  bei  No.  I  wahrnahmen,  zeigt  sich  hier  nur  eine 
Andeutung  auf  der  oberen  Kante  6  .  1  und  wohl  auch  auf  der  un- 
teren Kante  .3.4. 

Die  beim  Erkalten  auf  den  Prismen-  und  Pyrainidenllachcn  ge- 
machten thermoelektrischen  Beobachtungen  sind  in  das  Netz  No.  II  A, 
die  auf  den  Prismenkanten  ausgeführten  in  die  unterhalb  des  Netzes 
gezeichneten  Linien  eingetragen.  Die  elektrische  Verlheilung  ist  im 
Allgemeinen  dieselbe,  wie  auf  dem  Krystall  No.  I.  Sammlliche  Pris- 
menkanten erscheinen  in  ihrer  ganzen  Lange  negativ  elektrisch. 

Kryäall  No.  III  (Taf.  I,  No.  III  A  und  B). 

Die  Masse  dieses  Krystalles  ist  ziemlich  rein  und  fast  durch- 
sichtig. Die  Lange  seiner  Hauptachse  betragt  14,0mm,  seine  Neben- 
achsen im  Mittel  8,1  mm.  In  seiner  Zusammensetzung  gleicht  er  dem 
Krystall  No.  1.  In  der  Mitte  erscheint  er  (No.  III  B)  als  ein  Zwilling 
erster  Art,  woran  sich  in  der  Nahe  der  Handkanlen  ein  Zwilling 
zweiter  Art  anschliesst;  an  den  Enden  der  Hauptachs«!  liegt  ein  ein- 
faches Individuum,  und  zwar  wie  bei  No.  I  ein  rechtes.  Eigentüm- 
lich sind  die  wiederholten  Abwechselungen  zwischen  positiver  und 
negativer  Elektricitat  auf  der  Kante  (i.  I. 

Die  auf  seiner  Überdache  und  seinen  Prismenkanten  gemachten 
thermoelektrischen  Beobachtungen  sind  in  das  Netz  No.  III  A  und  die 
darunter  befindlichen  Kantenlinien  eingetragen.  Aus  ihnen  ergibt  sich 
ein  den  beiden  vorhergehenden  Krystallen  gleiches  Verhalten.  Auch 
sammlliche  Prismenkanten  sind  noch  negativ. 
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Krystull  No.  IV  (Taf.  I,  i\o.  IV  A  und  B). 

Wahrend  in  den  zuvor  beschriebenen  Zwillingen  jedes  der  bei- 
den Individuen  in  nahe  gleicher  Grosse  aufgetreten  war,  finden  sich 
nun  aber  auch  Zvvillingskrystalle,  bei  welchen  das  eine  Individuum 
betrachtlich  vorwaltet,  und  zwar  ist  es  stets  dasjenige,  welches  an 
den  Enden  der  Hauptachse  allein  vorhanden  ist. 

Durch  diesen  Umstand  kann  der  Fall  eintreten,  dass  die  thermo- 
eleklrischen  und  piezoelektrischen  Beobachtungen  in  vollem  Wider- 
spruch erscheinen.  Indess  ist  derselbe  nur  ein  scheinbarer,  und  findet 
seine  Erklärung  in  den  S.  282  beschriebenen  Versuchen. 

Die  Masse  des  Kry stalle«  No.  IV  ist  ziemlich  durchsichtig;  die 
Länge  seiner  Hauptachse  betragt  15,8  mm,  die  Lange  seiner  Neben- 
achsen im  Mittel  8,5  mm. 

Betrachten  wir  zunächst  die  in  No.  IV  B  eingetragenen  piezo- 
elektrischen Beobachtungen,  so  erscheint  der  Krystall  last  als  ein 
einfaches  linkes  Individuum,  indem  sowohl  die  Prismen-  als  auch  die 
Pyramidenkanten  abwechselnd  negative  und  positive  Spanuungen  zei- 
gen. Nur  vereinzelt  tritt  auf  der  Prismenkante  2  .  3  die  Zwillings- 
bildung  erster  Art,  und  in  der  Nahe  der  Uandkanlen  auf  der  Kante 
3  .  4  die  Zwillingsbildung  zweiler  Art  hervor. 

Dass  indess  z.  B.  auf  den  Prismenkanton  die  Zwillingsbildung 
erster  Art  wirklich  überall  vorhanden  ist,  zeigen  die  thermoeloklri- 
schen  Versuche  (No.  IV  A),  namentlich  die  auf  den  Prismcnkanlcn  aus- 
geführten. Wahrend  piezoelektrisch  diese  Kanten  abwechselnd  negativ 
und  positiv  sind,  ergibt  die  thermoelektrisrhe  Untersuchung  auf  allen 
Kanten  gerade  wie  bei  den  Kr\ stallen  1,  II  und  III  negative  Spannung : 
ein  deutlicher  Beweis  der  hier  vorhandenen  Zwiliingsbildung  erster 
Art.  Nur  ist  hier  auf  don  Prismenkanten  die  Schicht  der  auf  den 
Kanten  6.1,  2.3  und  4.5  liegenden  Stücke  des  rechten  Indivi- 
duums so  dünn,  dass  sie  zwar  durch  ihr  thermoelektrisches  Verhallen 
sich  noch  kund  gibt,  dagegen  beim  Druck  durch  die  dem  grösseren 
linken  Individuum  entsprechende  Polarität  überwunden  wird. 

Herr  von  Kolenko  hatte  gerade  die  Sutlroper  Krystalle  gewählt, 
um  die  von  mir  gefundene  schiefe  Lage  der  Zonen  nachzuweisen. 
Auch  wenn  diese  Krystalle  wirklich  einfache  gewesen  wören,  so 
hätte  die  von  ihm  angewandte  Bestaubungsmelhode  jene  Lage  doch 
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nicht  angeben  können,  da  die  bei  dem  Bestreichen  mit  der  Alkohol- 
flamme auf  der  Oberfläche  künstlich  angehäufte  Elektricitat  nur  der 
mit  der  hemimorphon  Bildung  zusammenhangenden  Aklinoelektricitat 
entspricht,  wahrend  die  an  den  Enden  der  Hauptachse  auftretende 
gleichnamige  Polarität  bei  diesem  Verfahren  in  keiner  Weise  aufzu- 
treten vermag. 

Die  oben  S.  286  von  mir  bezeichnete  schiefe  Lage  der  elek- 
trischen Zonen  wird  durch  die  Verkeilung  auf  den  ziemlich  voll- 
kommenen Zwillingskrystallen  No.  I,  II  und  III  bestätigt.  Nur  bei 
Annahme  dieser  schiefen  Lage  ist  die  auf  denselben  beobachtete 
Verlheilung  möglich. 

Tritt  in  dem  Zwillinge  das  eine  Individuum,  wie  in  No.  IV  das 
linke  vorwallend  auf,  so  wird  auch  die  schiefe  Lage  der  Zonen  wie- 
der sichtbar.  Auf  diesem  linken  Individuum  sind  bei  der  Abkühlung 
die  Kanten  6.1,  2.3  und  4.5  positiv;  Uber  sie  müssen  also  die 
positiven  Zonen  von  links  oben  nach  rechts  unten  gehen.  In  der 
That  zeigt  sich  auf  den  Prismenflächen  diese  schiefe  Lage  der  posi- 
tiven Zonen,  die  auf  den  Kanten  6.1,  2.3  und  4  .  5  selbst  aber 
durch  die  negative  Polarität  der  daselbst  eingelagerten  kleinen  Stücke 
eines  rechten  Individuums  unterbrochen  werden.  Bei  der  Beobach- 
tung auf  den  Prismenlliichcn  kann  diese  negative  Elektricitat  an  den 
Kanten  nicht  hervortreten,  weil  sie  infolge  der  Einhüllung  der  Kanten 
an  der  einen  Seite  durch  das  Kupferfeilicht  zum  Theil  abgeleitet  ist. 

Kryslaü  No.  V  (Taf.  II,  No.  V  A  und  B). 

Die  ziemlich  durchsichtige  Masse  dieses  Krystalles  wird  nament- 
lich an  den  Enden  durch  Einlagerung  wolkiger  Partieen  getrUbt.  Die 
LUnge  seiner  Hauptachse  beträgt  1 4,7  mm,  die  der  Nebenachsen  im 
Mittel  8,2  mm. 

Aus  den  in  No.  V  B  eingetragenen  piezoelektrischen  Beobach- 
tungen ergibt  sich,  dass  der  Ki\ stall  No.  V  vorwaltend  ein  rechtes 
Individuum  darstellt  ;  sowohl  auf  den  Prismen-  als  auch  auf  den  Pyra- 
midenkanten wechseln  im  Allgemeinen  positive  und  negative  Span- 
nungen ab.  In  der  Nahe  der  oberen  und  unteren  Randkanten  treten 
Anzeichen  von  Zwillingsbildungen  zweiter  Art  auf. 

Die  Schicht  der  Zwillingsbildung  erster  Art  wird  in  den  piezo- 
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elektrischen  Versuchen  nicht  direcl  sichtbar,  gibt  sich  nur  in  einigen 
Punkten  der  Kanten  (Prismenkante  1  .  2,  obere  Pyramidenkante  3  .  i 
und  untere  Pyrainidenkante  1  .  2)  durch  die  Schwächung  der  nega- 
tiven Elektricität  kund;  dagegen  tritt  sie  in  den  in  das  Netz  No.  V  A 
eingetragenen  thermoelektrischen  Beobachtungen  auf  der  Kante  3  .  4 
und  auf  dem  grössten  Theile  der  Kante  ä  .  6  hervor.  Auf  der  Kanlo 
1  .  2  vermag  ihre  PolariUU  aber  die  dem  einfachen  rechten  Individuum 
zugehörige  nicht  zu  überwinden. 

Die  schiefe  Lage  der  positiven  thermoelektrischen  Zone  an  den 
Kanten  1  .  2  von  rechts  oben  nach  liuks  unten  tritt  sehr  deutlich 
hervor,  weil  die  Kante  1  .  2  selbst  thermoelektrisch  positiv  ist ;  an 
der  Kante  3  .  4  kann  sie  nicht  deutlich  erscheinen,  weil  die  Kante 
3  .  4  negativ  elektrisch  ist;  dagegen  wird  sie  wieder  erkennbar  in  der 
Nilhe  der  Kante  5  .  6,  wenn  auch  gestört  durch  die  negative  Beschaf- 
fenheit dieser  Kante,  weil  die  negative  Intensität  auf  der  letzteren 
geringer  ist,  als  auf  der  Kante  3.4. 

KrtjHlüU  No.  VI  (Taf.  il,  No.  VI  A  und  BJ. 

Dieser  Krystall  unterscheidet  sich  von  den  vorher  behandelten 
dadurch,  dass  seine  Pyramidenflachen  am  oberen  Ende  gleich  gross 
sind  und  auch  am  unteren  die  Flüchen  3  und  5  nur  eine  wenig 
geringere  Ausdehnung  haben  als  die  übrigen  vier.  Er  stellt  also 
ge wissermassen  ein  sechsseitiges  Prisma  mit  der  gewöhnlichen  sechs- 
seitigen Pyramide  dar.  Die  Masse  dieses  Kryslalles  ist  trübe.  Die 
Lange  seiner  Hauptachse  betrügt  1 4,2  mm,  die  Liinge  der  Nebon- 
achsen  im  Mittel  12,5mm.  In  No.  VIA  ist  das  Net/,  desselben  in 
ungefähr  l'^facher  linearer  Vergrößerung  abgebildet  und  sind  in  dieses 
die  thermoelektrischen  Beobachtungen  eingetragen;  die  piezoelektri- 
schen Beobachtungen  sind  auf  den  Kantenlinien  No.  VI  B  verzeichnet; 
die  kurzen  mittleren  Stücke  derselben  stellen  die  Prismenkanten  dar. 

Wie  die  piezoelektrischen  Spannungen  (No.  VI  B)  zeigen,  be- 
sitzt der  Krystall  eine  ahnliche  Zusammensetzung  wie  die  Krystalle 
I,  II  und  III.  Die  samintlichen  Prismenkanten  sind  beim  Druck  posi- 
tiv, weisen  also  auf  eine  Zwillingsbildung  der  ersten  Art  hin.  Daran 
schliesst  sich  auf  dein  oberen  Ende  in  der  Umgebung  der  Randkanten 
eine  Zwillingsbildung  der  zweiten  Art,  worauf  sich  auf  einigen  Kanten 
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in  kurzen  Strecken  eine  Wiederholung  des  Zwillings  der  ersten  Art 
zeigt  und  endlich  das  in  der  Nähe  des  oberen  Achsenendes  gelegene 
Stück  als  einfaches  rechtes  Individuum  sich  darstellt. 

Bei  den  zuvor  untersuchten  Krystallen  war  bis  auf  geringe  Ab- 
weichungen die  Bildung  des  oberen  und  unteren  Endes  dieselbe, 
namentlich  trat  an  beiden  Enden  der  Hauptachse  dasselbe  einfache 
Individuum  auf.  Anders  gestaltet  sich  dies  bei  dem  vorliegenden 
Krystallc,  bei  welchem  an  dem  unteren  Ende  der  Hauptachse  (mit 
Ausnahme  der  unteren  Pyramidenkante  4  .  ö)  ein  einfaches  linkes  In- 
dividuum erscheint;  die  Kanten  .fi  .  G.  6.1,  1  .  2,  2  .  3  und  3  .  4 
zeigen  an  dem  unteren  Ende  der  Hauptachse  gerade  die  entgegen- 
gesetzte Polarität  als  am  oberen. 

Thermoelektrisch  sind  beim  Erkalten  die  Enden  der  Hauptachse 
nebst  den  anliegenden  Thailen  der  Pyraniidenflachcn  ebenso  wie  bei 
den  vorhergehenden  Krystallen  positiv,  wahrend  die  an  die  Prismen- 
flachen grenzenden  Streifen  der  Pyramidenflachen  sammt  den  Pris- 
inenfliiehen  (jedoch  mit  Ausnahme  der  Flüche  3)  negativ  erscheinen. 

Der  Krystall  No.  VI  verhall  sich  also  thermoelektrisch  im  All- 
gemeinen wie  ein  vollkommen  symmetrischer  Krystall  des  tetrago- 
nalen  oder  hexagonalen  Syslemes;  er  gleicht  in  seiner  elektrischen 
Vcrtheilung  dem  Apophyllit,  Idokras  (Wiluit),  Mellil,  Kalkspalh  von 
Sehneeberg,  Beryll,  Apatit,  Mimetcsil  und  Pyromorphit,  bei  welchen 
die  Enden  der  Hauptachse  und  die  anliegenden  Flachenstücke  positiv, 
die  PrismenflUchen  aber  negativ  sind. 

Selbst  der  Vorgang,  dass  bei  dem  Krystall  No.  VI  eine  Prismcn- 
flttche  (3)  positiv  ist,  findet  sich  bei  den  symmetrischen  Krystallen '), 
z.  B.  manchen  Beryllen  und  Mimelcsilen,  wo  diese  Abweichung  wahr- 
scheinlich infolge  des  Anwachsens  oder  Anliegens  entstanden  ist. 
Dass  wir  aber  in  dem  vorliegenden  Krystalle  keine  gewöhnliche 
einfache  hexagonale  Pyramide  mit  Prismen  haben,  zeigen  auf  das 
Entschiedenste  die  piezoelektrischen  Beobachtungen. 


I]  .\l>!».imll.  d.  Konigl.  Siichs.  Ges.  d.  Wissensch.  Bd.  XVIII.  S.  235  und 
Bd.  XX.  S.  556. 
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Krystall  No.  VII  {Taf.  II,  No.  VII  A  und  B). 

Zum  Schlüsse  will  ich  noch  die  Beobachtungen  auf  einem  Kryslalle 
mitlheilen,  der  in  dem  Verhalten  seiner  Prismenfläehen  etwas  von  den 
früheren  abweicht. 

In  seiner  Masse  und  Gestalt  gleicht  der  Krystall  No.  VII  den 
Krystallen  IV  und  V;  seine  Mitte  ist  trüber  als  seine;  Endstücke.  Die 
Länge  seiner  Hauptachse  betrügt  1 6,5  mm,  die  Länge  seiner  Neben- 
achsen 9,0  mm.  Auf  Prismcnflüche  5  hat  derselbe  einen  fast  1  mm 
tiefen  Eindruck,  der  von  einem  andern  Quarzkrystalle  herrührt,  wel- 
cher sich  mit  seinem  einen  Ende  so  angelegt  halte,  dass  eine  seiner 
Pyramidenfläehen  mit  der  Flitche  5  parallel  war,  und  mit  ihrer  Spitze 
bis  zur  Kante  4  .  5  reichte. 

Die  in  No.  VII  B  eingetragenen  piezoelektrischen  Beobachtungen 
zeigen,  dass  der  Krystall  No.  VII  im  Allgemeinen  ein  linkes  Indivi- 
duum darstellt.  Auf  den  Prismenkanten  gibt  sich  auch  das  Vorhan- 
densein einer  Zwillingsbildung  erster  Art  theils  durch  die  an  zwei 
Stellen  (Kante  2  .  3  und  4  .  ö)  auftretende  positive  Spannung,  theils 
durch  die  Schwächung  der  negativen  Polarität  auf  der  Kante  6  .  1 
kund.  In  der  Umgebung  der  Kandkanten  erscheint  dann  die  Zwil- 
lingsbildung  zweiter  Art,  welche  endlich  in  das  einfache  linke  Indi- 
viduum, das  auch  schon  auf  den  Prismenkanten  erkannt  wurde, 
übergeht. 

Die  in  das  Netz  No.  VII  A  eingeschriebenen  thcrmoelektrischcn 
Beobachtungen  zeigen  an  den  Enden  und  in  der  Nähe  der  Rand- 
kanten dasselbe  Verhallen  wie.  bei  den  früheren  Krystallen.  Die  in 
der  Nähe  der  Enden  der  Hauptachse  gelegenen  Stücke  der  Pyra- 
midenllächen  sind  positiv;  daran  schliessen  sich  negative  Zonen,  die 
auf  den  grossen  Pyramidennächen  und  den  anliegenden  Theilen  der 
Prismenflächen  stärker  hervortreten,  als  an  den  kleinen  Pyramiden- 
flächen. Während  nun  aber  bei  den  früheren  Krystallen  auf  den 
Prismenflächen  die  negative  Polarität  vorherrscht,  nimmt  auf  den  Pris- 
menflüchen dieses  Kryslalles  die  positive  den  grösseren  Raum  ein. 
Dies  weist  darauf  hin,  dass  bei  dem  vorliegenden  Kryslalle  an  der 
Oberfläche  des  Prismas  eine  dünne  Schicht  der  Zwillingsbildung  zwei- 
ter Art  liegt,  die  ihrer  Zusammensetzung  gemäss  (Fig.  H,  Taf.  I)  das 
Hervortreten  der  positiven  Polarität  begünstigt. 
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D.  Ueber  den  Grund,  weshalb  bei  den  Suttroper  Zwillingen  die  Prismenkanten 

negative  Polarität  zeigen. 

Es  sind,  wie  wir  gesehen  haben,  aus  rechten  und  linken  Indi- 
viduen nach  dem  Schema  Fig.  3  und  4  gebildete  Zwillinge  möglich, 
und  dieselben  kommen  auch,  wie  ich  nachgewiesen  habe,  thatsUch- 
lich  vor.  Stets  aber  (jedoch  vielleicht  mit  Ausnahme  des  Krystalles 
No.  VII)  uberwog  bei  den  untersuchten  Krystallen  die  Bildung  nach 
dem  Schema  Fig.  3,  bei  welchem  siimmtliche  Prismenkanten  nega- 
tiv sind. 

Es  drangt  sich  daher  die  Frage  auf,  weshalb  bei  den  Suttroper 
Zwillingen  diese  Art  der  Zwillingsbildung  vorwaltet.  Der  Grund  für 
diese  Erscheinung  steht  im  Zusammenhang  mit  dem  elektrischen  Ver- 
halten der  Enden  der  Hauptachse.  Bei  den  Suttroper  Quarzen  sind 
diese  Enden  positiv.  Bilden  wir  nun  einen  Zwilling  nach  der  Fig.  3, 
so  erscheint  die  elektrische  Vertheilung  wie  in  Fig.  7;  in  ihr  ist  das 
Vorwalten  der  positiven  Spannung  an  den  Enden  der  Hauptachse 
durch  die  grössere  Ausdehnung  der  negativen  auf  den  Prismenflachen 
compensirt. 

Bilden  wir  dagegen  einen  Zwilling  nach  Fig.  4,  bei  welchem 
die  elektrische  Verlheilung  durch  Fig.  8  dargestellt  wird,  so  tritt 
/wischen  der  Ausbreitung  der  positiven  und  negativen  Polarität  ein 
arges  Missvei haltniss  ein;  die  von  der  positiven  Elektricitlit  einge- 
nommenen Flüchenstucke  würden  mehr  als  doppell  so  gross  sein, 
als  die  mit  der  negativen  bedeckten.  Es  kann  daher  diese  zweite 
Art  der  Zwillingsbildung  wohl  in  geringerer  Grösse,  wie  wir  gesehen 
haben,  gewissermaßen  untergeordnet  auftreten,  aber  nicht  die  haupt- 
sachliche äussere  Begrenzung  bilden,  die  vielmehr,  soweit  nicht  die 
Bildung  eines  einfachen  Individuums  vorhanden  ist,  der  Zwillings- 
bildung  erster  Art  zufallt. 
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II.  Fortsetzung  der  Untersuchung  über  die  thcrmo- 
elektrischcn  Eigenschaften  des  Boracits. 

Bereits  im  Jahre  1810  habe  ich  in  meiner  Habilitalionsdisser- 
tation')  gezeigt,  dass  der  Boraeil  bei  steigender  Temperatur,  wenn 
dieselbe  bis  Uber  200°  C.  geht  und  ebenso  auch  bei  dem  auf  diese 
Erhitzung  folgenden  Erkalten  an  allen  Ecken  der  würfelförmigen 
Kry Bialle  einen  zweimaligen  Wechsel  der  elektrischen  Polaritäten  auf- 
weist. Die  Ecken  mit  glatten  Telraederflachen  erscheinen  beim  Be- 
ginne der  Erhitzung  — ,  werden  dann  bei  höherer  Temperatur  -f-, 
und  bei  noch  höherer  wieder  — ;  beim  Erkalten  tritt  zuerst  -{-,  dann 
— ,  und  zuletzt  wieder  auf.  Gerade  entgegengesetzt  verhallen 
sich  die  Ecken  mit  malten  Tetraederflachen;  beim  Erhitzen  zeigen 
sie  nacheinander  -{-,  —  und  -}-,  beim  Erkalten  — ,       und  — . 

In  derselben  Schrift  habe  ich  ferner  nachgewiesen,  dass  auch 
in  der  Mitte  der  Würfelflüehen  ElektriciUlt  erscheint,  die  bei  steigen- 
der und  sinkender  Temperatur  gleichfalls  solche  Wechsel  erleidet. 

Diese  eigentümlichen  Umkehrungen  an  den  Ecken  der  würfel- 
förmigen Krystalle  habe  ich  dann  in  meiner  Abhandlung2)  Uber  die 
thcrmoelek Irischen  Eigenschaften  des  Boraciles  (1857)  genauer  un- 
tersucht, und  auch  die  elektrischen  Vorgänge  auf  den  Flüchen  einer 
sorgfältigen  Prüfung  unterzogen.  Dabei  ergab  sich,  dass  die  Mitten 
der  Würfelflüchen  in  ihrer  Polarität  einestheils  mit  den  glatten  Te- 
Iracderflachcn,  andernlheils  mit  den  matten  Tetracderflilchcn  überein- 
stimmen. 

Es  heisst  daselbst  (S.  213):  »Man  sieht  leicht  ein,  dass,  wenn 
die  Mille  der  Würfelflüche  mit  zwei  Würfelecken  übereinstimmt,  in 
der  ganzen  I.ünge  der  durch  diese  Ecken  gelegten  Diagonale  eine 
und  dieselbe  ElektriciUlt  vorhanden  sein  wird.  Man  kann  dann  also 
die  Spitze  des  Platindrahtes  den  einzelnen  Punkten  dieser  Diagonale, 
von  einer  Ecke  zur  andern  hin  fortrückend,  nühern,  ohne  dass  ein 
Wechsel  der  ElektriciUlt  eintritt.  Dagegen  gelingt  dies  nicht  beim 
Vorwärtsgehen  in  der  andern  Diagonale,  indem  hierbei  die  Ausschlüge 


1)  Quacsliones  de  Ihcrmnelcclricitatc  cryslallorum.   Pars  aller»,  llalae  1810. 
—  Püggen d.  Ann.  Hd.  L.  S.  171. 

2)  Abhandl.  d.  Königl.  Siichs.  Ges.  d.  Wissensch.    Bd.  VI.    S.  151— «52. 
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des  Elektrometers  nach  der  Milte  sich  umkehren.  Parallel  mit  der 
einen  Diagonale  erstreckt  sich  also  eine  Zone,  in  welcher  die  Elck- 
tricitüt  dem  Zeichen  nach  (nicht  etwa  auch  in  Bezug  auf  die  Starke) 
sich  nicht  ändert.  Diese  Zone  hat  nun  auf  den  verschiedenen  Flüchen 
eine  sehr  verschiedene  Breite.  Bald  erscheint  sie  ziemlich  ausge- 
dehnt, und  wird  dann,  soweit  sich  dies  ermitteln  lüsst,  fast  von  zwei 
geraden,  mit  der  Diagonale  parallelen  Linien  begrenzt;  ein  anderes 
Mal  zieht  sie  sich  von  den  Ecken,  wo  sie  die  grössle  Breite  besitzt, 
zusammen,  sodass  ihre  Breite  in  der  Mille  nur  gering  ist;  in  anderen 
Fallen,  wo  sie  sehr  ausgedehnt  ist,  nimmt  sie  die  ganze  oder  fast 
die  ganze  Flüche  ein,  sodass  an  den  beiden  mit  ihr  ungleichnamigen 
Ecken  die  zugehörige  Elektricitat  nur  auf  den  ausserslen  Spitzen  ge- 
funden wird  .  .  .  Nach  den  von  mir  gemachten  Beobachtungen  scheint 
die  Zone  nicht  immer  der  Diagonale  genau  parallel ,  sondern  auf 
manchen  Flüchen  etwas  gekrümmt  zu  sein.« 

Ein  Verstündniss  dieser  Vorgänge  vermochte  ich  bei  unserer 
damaligen  Kennlniss  der  Thernioelektricitül  der  Kryslalle  noch  nicht 
zu  gewinnen,  und  ich  habe  daher  diese  Untersuchungen,  sowie  mir 
geeignetes  Material  zur  Verfügung  kam,  bis  jetzt  fortgeführt.  Infolge 
der  von  mir  im  Laufe  der  letzten  zwanzig  Jahre  be wirkten  Erwei- 
terung der  Lehre  von  der  Thermoelektricilüt  bin  ich  jetzl  im  Stande, 
die  Bedeutung  der  in  der  Milte  der  Würfelflüchen  auftretenden  Elek- 
tricitat  anzugeben,  und  nachzuweisen,  durch  welchen  Umstand  es 
bewirkt  wird,  dass  diese  Mitten  in  ihrer  Polarität  eineslheils  mit  den 
glatten  und  underntheils  mit  den  malten  Tetraederflüchen  Uberein- 
stimmen. 

Da  die  Umkchrungen  in  der  Polarität  der  Ecken  und  Flüchen 
in  meiner  letzten  Abhandlung  ausführlich  dargelegt  worden  sind,  so 
habe  ich  mich  jetzt  auf  die  Untersuchung  der  elektrischen  Verkei- 
lung, welche  nach  massiger  Durehwüimung  (bis  90°  C.)  beim  Er- 
kalten eintritt,  beschrankt.  Diese  geringe  Erhitzung  sollte  besonders 
den  Zweck  erfüllen,  alle  Störungen  durch  etwa  eintretende  Umkeh- 
rungen auszuschliessen. 
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KrystallisationsverhSltni88e  des  Boracites. 

Das  optisch  anomale  Verhalten  des  Boracites  hat  Veranlassung 
gegeben,  denselben  nicht  als  dem  tesseralen  Systeme  angehörend  zu 
betrachten;  seine  Gestalten  sollen  nur  durch  eine  eigentümliche  Ver- 
wachsung rhombischer  Gebilde  einen  pseudo-tesseralen  Charakter  an- 
nehmen. 

Nach  Mai.labd1)  sollen  die  Kryslalle  des  Boracites  entstehen  durch 
Zusammenlegung  von  zwölf  rhombischen  Pyramiden,  deren  Basisflachen 
die  Flüchen  des  Rhombendodekaeders  bilden,  und  deren  Spitzen  im 
Mittelpunkte  zusammenfallen.  Die  Uemiedrie  wird  durch  einen  Hc- 
mimorphismus  der  einzelnen  Individuen  in  der  Richtung  der  kurzen 
Diagonale  der  Basis  erklärt. 

Baimiiairr  glaubt  aus  seinen  Actzversuchen  eine  andere  Zusam- 
mensetzung crschliessen  zu  müssen.  Er  betrachtet  dabei  ebenfalls 
die  gewöhnliche  aus  Würfel,  Rhombendodekaeder  und  den  beiden 
Tetraedern  gebildete  Form  als  eine  rhombische  Krystallgestalt.  Vier 
Flächen  des  Würfels  sollen  die  Flüchen  ooP,  die  beiden  übrigen  0P 
sein.  Zwei  der  verticalen  RhombendodckaederflUchen  sollen  00P00, 
die  beiden  anderen  ooPoo  und  die  übrigen  acht  die  Flachen  P  dar- 
stellen. Von  den  acht  oktaedrischen  Flachen  gehören  vier  zu  iPco  und 
die  übrigen  vier  zu  sPoo.  Von  solchen  Individuen  sollen  sich  sechs  in 
der  Weise,  dass  zwischen  je  zwei  derselben  eine  Flüche  P  Zwillings- 
ebene  ist,  nach  innen  gleichmassig  zu  einem  Krystalle  zusammenlegen, 
wobei  alle  Individuen  eine  Flache  0/*  nach  aussen  wenden,  und  die  Fla- 
chen iPoo  und  sPoo  sich  zu  scheinbaren  Tetraedern  -j-  ~  und  —  ~ 
anordnen. 

Gegen  die  Zulässigkeit  dieser  Auffassung  Baumhaier's  spricht  so- 
fort das  elektrische  Verhalten  der  Boracitkrystalle.  Soweit  bis  jetzt 
die  Versuche  gezeigt  haben,  tritt  bei  Druck  und  Nachlassen  des 
Druckes  mir  bei  Krystallen  mit  hemimorpher  Ausbildung  und  auch 
bei  diesen  nur  in  der  Richtung  der  hemimorphen  Achse  eine  polar- 
elektrische Spannung  auf.  Nun  zeigt  der  Boracit  nach  den  trigonalen 


0  Annales  dos  mincs.  Bd.  X.   1 876.   S.  39. 

t)  Gnom,  Zeitschrift  für  Krystüllograpliic  u.  s.  w.  Bd.  III.   1  879.  S.  337. 

AbUndl.  d.  K.  8.  a«*ellach.  d.  Wün.  XXIV  21 
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Zw  ischenaehsen  Piezoelektricitat;  er  muss  also  nach  dieser  Richtung 


mensetzung  weist  aber  weder  an  dem  einfachen  Individuum  noch 
an  der  zusammengesetzten  Form  eine  hemimorphe  Bildung  nach; 
denn  den  Gestalten  iP~v  untl  iP?v  kann  in  keiner  Weise  eine  solche 
Bedeutung  beigelegt  werden. 

Wie  eben  erwähnt ,  ist  der  Boracit  ein  krvstall.  bei  welchem 
die  hemimorphen  Achsen  mit  den  trigonalen  Zwischenachsen  des 
Würfels  zusammenfallen,  und  auch  nur  beim  Druck  in  dieser  Richtung 
entsteht  Piezoelektricitat.  Wenn  nun  aU-r.  wir  Mmiw  annimmt., 
die  Boraeilkr\>talle  au<  zwölf  rhombischen  Pxramiden  gebildet  waren, 
deren  Spitzen  im  Mittelpunkt  zusammen  treffen  und  deren  Basen 
nach  aussen  in  die  Rh<>ml»endodekaederflachcn  füllen.  so  wimlen  die 
einzelnen  Stinke  hemimorphi>ch  nach  den  sogenannten  rhombischen 
Zw  ischenaehsen  des  Würfels  nach  den  Verbindungslinien  der  Mitte 
des  Kry>talles  mit  den  Mitten  der  Rhombendodekaederflaehen  sein. 
Der  <ie>amii)tkr\>tall  wurde  den  aus  rechten  und  linken  Individuen 
gebildeten  Sultro|>er  tjuar/zw illmgen  gleichen,  bei  denen  ebenfalls 
die  sechs  Sextanten  in  der  Mitte,  und  zwar  mit  diren  gleichnamigen 
P.t'en  zusammen-tossen.  wahrend  sie  die  entgi  gengesetzten.  al>er  unter 
si.  h  auch  wieder  gleichnamigen  Pole  nach  aussen  wenden.  Bei  diesen 
Zwi  I  n.en  entstehen  nun  naeh  den  hemimorphen  Neltenaehsen  durch 
Druck  piezoelektrische  und  bei  Temperaturamierungen  thenm»elek- 
Irtethe  Spannungen.  Solche  mu>sien  also  auch,  falls  MaiUBn'f  An- 
>>.  \t\  riif.'.'g  wäre.  U-:u>  Boracit  auftreten:  aber  weder  zeigt  sich 
t- .in  Druck  in  der  R>i.:ung  d»*r  rhombischen  Zw  ischenaehsen  Piezo- 
e'  -k:ric  tat.  n>  h  liefen  in  d  n  M:tten  der  Wurf,  lkanten  oder  der 
R:-'4lt«endfek^e«l*-r£.«:L*a  lhennovk4tri$che  entgegengesetzte  Pole. 

Nojuaa  \  erregt  aler  den  Hemitnerphismus  üUrhaupt  in  die 
Ri;*:.:uug  der  kurzen  D.üg  aale  d-T  Basen  jener  rhombischen  Pvra- 
n .«den  oler  der  W„;f  Ik*:.;en.  Zwixhen  den  lieiden  an  den  Enden 
einer  Wurfr"ikar.:e  ---grr*i-  n  E-  ien  findet  allerdings  therrooelektrisch 
<:n  Gtg-  n>2'j  s'.j":  a.s  e  irr  Lt eis: erphe  Achse  kann  aber  die  Rich- 
\uz»c  der  Wjrf-  kJir'.e  X...1;  U-'.ra.  !.:el  werden;  denn  es  wird  beim 
Drj  k  ia  d-eser  R..*: -:*g  kr.'ü*  P.--7.e"-.k;rii::ai  entwickelt. 

]'./.  ö-  r  sc«  >:  *  *"f  i  ;  rä»-;  ;n  Len.  m  .  r,  *.en  Bildung  können 
w.r  f«r  urXi  A~Tl'o-  der  B.--*.  :*.r>s:*'..e  nur  ben^niorpbe  Gestalten 


hemimor|>h  gebildet  sein.    Die  von  Bai  muht*  angenommene  Zusam- 
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zu  Grunde  legen,  und  zwar  ergeben  sich  als  solche  die  beiden  Te- 
traeder, die  ich  aus  einem  sogleich  anzugebenden  Grunde  als  positives 
und  negatives  bezeichnen  will.  Unter  den  beim  Boracit  vorkommen- 
den hemimorphen  Formen  sind  sie  ausgezeichnet  durch  ihr  fast  stetes 
Vorhandensein,  sowie  durch  ihre  Ausdehnung,  in  welcher  Hinsicht 
sie  oft  die  parallelllachigcn  Gestalten  übertreffen. 

Krystallographisch  sind  die  beiden  Tetraeder,  jedes  für  sich  be- 
trachtet, von  einander  nicht  verschieden ;  ein  Unterschied  existirt  aber 
in  der  Zugehörigkeit  ihrer  Flachen  zu  entgegengesetzten  Enden  der 
trigonalen  Zwischenachsen.  Nach  diesen  Achsen  tritt  eben  beim 
Boracit  die  hemimorphe  Bildung  auf;  die  beiden  Enden  jeder  «lieser 
Achsen  stehen  in  einem  polareleklrisehcn  Gegensatze.  Wahrend  beim 
Erkalten  das  eine  Ende  derselben  positiv  wird,  erscheint  das  andere 
negativ.  An  dieser  Beschaffenheit  der  Achsenenden  nehmen  nun  die 
Tetraederflachen,  welche  daselbst  liegen,  theil ;  die  an  den  positiven 
Enden  liegenden  zeigen  positive,  die  an  den  negativen  entwickelten 
entsprechend  negative  Elektricitat1}.  Je  nachdem  nun  die  Tetraeder- 
flachen an  den  positiven  oder  negativen  Achsenenden  auftreten,  und 
daher  selbst  beim  Erkalten  positiv  oder  negativ  werden,  können  wir 
die  beiden  Tetraeder  kurz  und  bestimmt  von  einander  als  positives 
oder  negatives  (-|-  0  oder  — O)  unterscheiden2). 

Die  beiden  Tetraeder  befinden  sich  also  in  einer  um  90°  ver- 
schiedenen Stellung,  sodass  die  Flachen  des  einen  auf  die  Ecken  des 
anderen  fallen. 

Ausser  in  dem  elektrischen  Verhallen  unterscheiden  sich  die 
Flachen  der  beiden  Tetraeder  auch  in  ihrem  ausseien  Ansehen.  Die 
Flachen  des  positiven  Tetraeders  sind  glänzend,  die  des  negativen 
matt  und  glanzlos  '). 

\)  Die  entgegengesetzten  Enden  der  Achsen  endigen  in  den  Ecken  des  Te- 
traeders, wo  also  die  andere  Elektricitat  wahrgenommen  wird. 

»)  Das  Zeichen  -f-  oder  —  deutet  an,  dass  die  Flächen  nur  an  den  posi- 
tiven oder  negativen  Enden  der  trigonalen  Achsen  erhalten  sind;  es  bedarf  also 

nicht  des  Zeichens  -+-  ^  und  —  ^;  ebenso  bezeichnet  —  iOi  und  +  JiOj  voll- 
kommen bestimmt  das  negative  Pyramidentetraeder  und  das  positive  llexakistetraeder, 

iOt             5  OS 
die  sonst  durch  —  und  -\  ^  dargestellt  werden. 

3)  Es  zeigt  sich  hier  also  ein  gleicher  Unterschied  wie  zwischen  den  Flächen 


ieu.m«r:«yi  r^n  Toi.--.«-  r-rm-'   n>.-i  4^ 

rx  >i  •  rr-«i_  a  "*  -  •  ~i>-i  bin-  l  .u.mxcumii  *u  %M^i^r  xa*i 


L.iOrötrz  in»>«u  s-ii^n-ra  -»  r:;->"»  ^  i^vri;-*  w-:-i»-:.fr  ja  ä-h. 

El -au:  i  Ar-  n  lirv^  *»  .a  iL-su.  -a.  n  ■»  ;  •..  üe 

r-*5ri  r.H         :»-*n  > -»     -i  T---«:Vr  in..- •:>  r  «i.  »ami. 


I»-*     V.— UAUlir*    i..  1EI—  nur  li^rtini«*1^»^  J«r:n  J*"V>  •*.         1  Jtf  ra«- 
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~  .i.       3  >•*   n  — --.r-^ri  ~  uier     •:•  »r-x       it~-  1«  £e 
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eio  einziger,  wahrscheinlich  vom  Kalkbcrgc  bei  Lüneburg  stamuicn- 
der,  zur  Verfügung. 

a.  KrystaM  mit  grossen  negativen  Tetraeder-flachen. 

Krystall  Nu.  I  (Taf.  II,  No.  I).  Der  Krystall  gehört  der  Freiberger 
Sammlung  und  ist  mir  von  Herrn  Bergrath  Weisracii  freundlichst  ge- 
liehen worden ;  der  Abstand  der  Mitte  einer  Tetraederkante  von  der 
Mitte  der  gegenüberliegenden  betragt  6,5  mm.  Der  Krystall  ist  eine 
Kombination  der  beiden  Tetraeder  mit  den  Flachen  des  Rhombeu- 
dodekaeders,  des  Würfels,  des  Pyramidentetraeders  und  des  Hexa- 
kistetraeders.    Seine  Masse  ist  grau  und  trübe. 

Die  Flachen  des  negativen  Tetraeders  sind  gross  und  matt;  die 
Flachen  des  positiven  sehr  klein  und  glänzend.  Ebenso  sind  glän- 
zend die  vorhandenen  Flachen  des  Würfels  und  des  Hcxakistelraedcrs. 
Die  Rhombendodekaederflachen  zeigen  keinen  Glanz,  sind  aber  glatter 
ausgebildet  als  die  grossen  Tetraederflachen. 

Um  die  Werthe  der  auf  den  26  Flachen  dieses  Kryslalles  beob- 
leten  elektrischen  Spannungen  eintragen  zu  können,  habe  ich  eine 
Art  Netz  in  vergrösserlem  Maassstabe  gezeichnet.  Es  ist  dabei,  um 
die  Zeichnung  übersichtlicher  zu  machen,  das  Tetraeder  als  dreisei- 
lige von  deu  Flächen  1 ,  2  und  3  gebildete  Pyramide  auf  die  Flüche  4 
gestellt.  Die  mit  den  Zahlen  1,2,3  und  4  bezeichneten  Flachen  sind 
also  die  grossen  Flachen  des  uegativen  Tetraeders.  Die  kleinen  mit 
A,  B,  C,  D  bezeichneten  Dreiecke  sind  die  auf  den  Ecken  des  nega- 
tiven Tetraeders  liegenden  Flachen  des  positiven  Tetraeders;  die  zwi- 
schen den  grossen  und  kleinen  Tetraederflachen  liegenden  1 2  Flachen, 
welche  je  drei  eine  kleine  Tetraederflache  umgeben,  sind  die  Flüchen 
des  Rhombendodekaeders,  die  ich  einfach  durch  die  Zeichen  der  bei- 
den Tetraederflachen ,  zwischen  denen  sie  liegen,  bezeichnen  will, 
sodass  also  z.  B.  I  .  ^1  die  in  der  Zeichnung  oberhalb  der  Flache  i 
liegende  Rhombendodekaederflache  bedeutet ;  die  6  kleinen  länglichen 
Sechsecke  (I,  II,  III,  IV,  V  und  VI)  stellen  die  6  Würfelflachen  dar. 
Die  Flüchen  des  Pyramiilentelraedcrs  und  des  Hexakistetraeders  sind 
ihrer  Kleinheil  wegen  in  die  Zeichnung  nicht  aufgenommen  worden. 

Die  iu  das  Netz  eingetragenen  Beobachtungen  sind  in  2ö  ein- 
zelnen Versuchen  gemacht  worden.    Es  war  dabei  jedesmal  der 
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Kryslall  bis  auf  die  zu  prüfende  Flache  in  Kupferfcilieht  eingehüllt, 
längere  Zeit  bis  9ö°  in  einem  Luftbade  erhitzt,  und  dann  5  bis  8 
Minuten  nach  dem  Herausnehmen  und  dem  Beginne  der  Abkühlung 
auf  sein  elektrisches  Verhalten  untersucht  worden. 

Aus  diesen  Beobachtungen  ergibt  sich  nun  Folgendes:  Auf  den 
grossen  Tetraederflachen  I,  2,  3  und  4  erscheint  negative  Eleklrici- 
tät ;  dabei  greift  öfter  die  positive  der  angrenzenden  Würfel  flachen 
auf  die  ihnen  benachbarten  Theile  hinüber.  Die  kleinen  Tetraeder- 
flachen sind  positiv,  wenn  auch  ungleich  in  ihrer  Starke;  die  schwächste 
Spannung  zeigt  die  kleine  Flache  A.  Die  Flachen  des  Würfels  sind 
positiv1).  Die  Flachen  des  Rhombendodekaeders  sind  mit  Ausnahrae 
der  Flache  (1  .  A)  fast  ganz  positiv,  und  zwar  nimmt  die  Intensität 
nach  den  kleinen  Tetraederflächen  hin  zu,  nach  den  grossen  Tetraeder- 
flachen hin  ab;  ja  auf  mehreren  dehnt  sich  die  negative  Polarität 
der  grossen  Tetraederflächen  auch  noch  über  einen  Theil  des  an- 
grenzenden Randes  der  Rhombcndodckaedcrflächcn  aus2). 

Auf  der  Rhoinbendodekaederfläche  (1  .  A)  gewinnt  die  negative 
ElektricilUl  eine  grössere  Ausdehnung,  so  dass  diese  Flache  nur  noch 
an  dem  in  der  Zeichnung  rechten  Rande  positiv  erscheint,  wahrend 
der  linke  Rand  und  die  Milte  bis  gegen  die  kleinen  Tetracderflächen 
hin  sich  negativ  gestaltet.  Jn  der  an  dieser  Stelle  vorhandenen  Stö- 
rung einer  normalen  Ausbildung,  auf  die  ich  später  zurückkommen 
werde,  liegt  auch  der  Grund  für  die  so  geringe  Intensität  der  auf 
der  kleinen  glanzenden  Tetraederflache  (A)  beobachteten  positiven 
Spannung. 

Beziehen  wir  die  an  dem  vorliegenden  negativen  Tetraeder  beob- 
achtete elektrische  Vertheilung  auf  den  Würfel,  so  finden  wir  an  den 
Enden  der  hemimorphen  Ecken-  oder  trigonalcn  Zwisehenachsen  eine 
polare  elektrische  Vertheilung,  wobei  die  mit  mallen  Tetracderflächen 
versehenen  Enden  negative,  die  anderen  mit  glatten  Tetraederflachen 
aber  positive  Polarität  besitzen. 


[}  llic  Zeichen  und  =  bedeuten  eine  so  grosse  Stärke  der  positiven  und 
negativen  Elektrizität,  dass  dieselbe  nicht  mehr  gemessen  werden  konnte,  weil  das 
Goldblättchen  des  Elektrometers  weil  über  die  .Skala  hinausging. 

t)  Mit  der  oben  angegebenen  elektrischen  Vertheilung  stimmt  die  in  meiner 
früheren  Abhandlung  (1857]  auf  zwei  Kryslallen  mit  grossen  rauhen  Tetracderflächen 
(No.  XIII  und  XIV)  beobachteten  übercin. 
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Bei  den  symmetrisch  gebildeten  Krystallen  des  Kalkspathes,  Be- 
rylles,  Topases,  Schwerspathes  u.  s.  w.  reicht  die  Verschiedenheit 
der  Achsen  hin,  um  bei  Temperaturänderungen  Eleklricital  zu  ent- 
wickeln. Ich  habe  daher  in  meiner  bereits  mehrfach  citirten  Ab- 
handlung1) Uber  die  elektrischen  Vorgänge  beim  Bergkrystalle  die 
Frage  gestellt,  ob  nicht  auch  bei  hemimorphen  Krystallen  der  Unter- 
schied zwischen  den  nicht  hemimorphen  Achsen  hinreichend  sein 
könnte,  um  nach  diesen  symmetrisch  gebildeten  Achsen  ebenfalls 
elektrische  Spannungen,  und  zwar  an  beiden  Enden  einer  Achse 
gleichnamige,  hervorzurufen.  Dies  könnte  sich  z.  B.  beim  Turmalin 
darin  aussprechen,  dass  die  eine  Polarität  auf  den  prismatischen  Sei- 
tenflächen eine  grössere  Verbreitung  zeigte  als  die  andere.  Beim 
Zucker,  wo  die  hemimorphe  Achse  die  Richtung  der  Orthodiagonale 
besitzt,  würde  dann  ebenfalls  eine  verschieden  grosse  Verbreitung 
der  beiden  Elektrizitäten  auf  den  an  den  Enden  der  verticalen 
Achse  und  der  Klinodiagonalc  liegenden  Flachen  zu  erwarten  sein. 
Wie  ich  in  der  genannten  Abhandlung  angeführt,  haben  aber  der- 
artige Versuche  nur  ein  negatives  Resultat  ergeben;  es  war  in  keinem 
Falle  bei  deu  mit  nur  einer  hemimorphen  Achse  versehenen  Krystallen 
möglich,  mit  Bestimmtheit  eine  solche  ungleiche  Ausdehnung  der 
beiden  Polaritäten  nachzuweisen.  Es  lUsst  sich  aber  auch  leicht  der 
Grund  erkennen,  weshalb  bei  diesen  Krystallen  eine  elektrische  Ver- 
keilung nach  den  symmetrischen  Achsen  nicht  wahrgenommen  wer- 
den kann. 

Bei  den  hemimorphen  Krystallen  hangt  die  polare  Erregung  von 
der  die  unsymmetrische  Gestalt  des  Moleküles  bedingenden  hemi- 
morphen Achse  ab,  und  wir  besitzen,  soweit  bis  jetzt  die  Versuche 
reichen,  kein  Mittel,  dieselbe  abzuändern;  jedes  Bruchstück  gleicht 
in  seinem  elektrischen  Verhallen  dem  ganzen  Krystalle.  Bei  den 
Krystallen  mit  einer  hemimotphin  Achse  macht  sich  daher  der  Ein- 
fluss  derselben  überall  geltend;  für  keinen  Punkt  findet  eine  Auf- 
hebung oder  Gompensirung  derselben  statt. 

Wahrend  bei  den  im  Vorstehenden  genannten  unsymmetrischen 
Krystallen  eine  infolge  einer  blossen  Verschiedenheit  der  Achsen  auf- 
tretende Elfktriciiatsenlwickelung  nicht  wahrgenommen  weiden  konnte, 
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wird  diese  letzten;  aber  nach  gewissen  Richtungen  bestimm!  hervor- 
treten, wenn  mehrere  hemiuiorphe  Achsen  vorhanden  sind,  tlio  sich 
infolge  ihrer  symmetrischen  Lage  gegen  diese  Richtungen  in  ihren 
Wirkungen  aufheben. 

Wie  ich  nachgewiesen  habe,  besitzt  der  Bcrgkryslall  drei  sich 
unter  60°  schneidende  senkrecht  gegen  die  Hauptachse  gestellte  po- 
lareleklrische  Achsen,  und  man  erkennt  sofort,  dass  sich  in  der 
Hauptachse  die  Wirkungen  der  drei  hemimorphen  Achsen  vollständig 
neutralisiren.  Nach  der  Hauptachse  kann  also  wegen  ihrer  Verschie- 
denheil von  den  Nebenachsen,  wie  beim  Wiluil,  Beryll,  Kalkspath 
u.  s.  w.  die  den  stattfindenden  Bedingungen  entsprechende  Ihermo- 
elektrische  Erregung  mit  gleichnamigen  Polen  an  den  Enden  auf- 
treten. 

Dabei  zeigt  sich,  wie  die  zuvor  mitgetheilte  Untersuchung  der 
Sultroper  Quarzzwillinge  beweist,  eine  bestimmte  Beziehung  zwischen 
der  polareu  und  der  nichtpolaren  ElektricilUtserregung,  so  dass  die 
eine  als  Ergänzung  der  anderen  erscheint.  Bei  den  obengenannten 
Zwillingen  erreicht  infolge  der  eigentümlichen  Vertheilung  die  auf 
den  Prismcndächen  vorhandene  positive  Zone  nur  eine  geringe  In- 
tensität; dieselbe  findet  dann  in  der  positiven  Polarität  an  den  En- 
den der  Hauptachse  und  den  anliegenden  Theilen  der  Pyramiden- 
flüchen  ihre  nothwendige  Ergänzung. 

In  analoger  Weise  wie  beim  Bergkrystall  gestalten  sich  nun  die 
Verhältnisse  beim  Boracit ;  die  vier  hemimorphen  trigonalen  Zwischen- 
achsen liegen  symmetrisch  um  die  drei  Hauptachsen  und  heben  sich 
in  ihren  Wirkungen  für  jede  derselben  auf,  sodass  die  hemiinorphe 
Bildung  also  nicht  das  Auftreten  gleichnamiger  Pole  an  den  Enden 
der  drei  Hauptachsen  oder  auf  den  Würfclflachen  hindert. 

Durch  meine  Untersuchungen  Uber  die  Thermoelektricität  des 
Flussspathes')  habe  ich  gezeigt,  dass  die  Unterschiede,  welche  im 
tesseralen  Systeme  zwischen  den  Hauptachsen  und  den  trigonalen 
Zwischenachsen  vorhanden  sind  (ebenso  wie  die  Unterschiede  zwi- 
schen den  Haupt-  und  Nebenachsen  im  tetragonalen  und  hexagoualen 
Systeme),  hinreichen,  um  bei  Temperaturänderungen  zu  thermoelek- 
trischen  Erregungen  Veranlassung  zu  geben.  Es  können  daher  beim 
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Bor; ic il  infolge  der  Unterschiede  zwischen  den  Hauptachsen  und  den 
trigonalen  Zwisehenachsen  ebensolche  elektrische  Spannuugen  aut- 
treten. 

Während  hei  den  hemimorphen  Kryslalleu  die  Entwicklung  der 
|K)laren  Eleklricilüt  allein  durch  die  unsymmetrische  Bildung  des 
Molcküles  bedingt  wird,  und  durch  anderweitige  Einwirkungen  nicht 
geändert  werden  kann,  ist  das  Verhalten  der  elektrischen  Verlhei- 
iung  auf  symmetrischen  Kryslallen  ein  anderes.  Diese  letztere  ist 
allerdings  durch  die  aus  der  Lagerung  der  das  Molekül  bildenden 
Atome  folgenden  Unterschiede  in  den  Achsen  bedingt,  kann  aber 
durch  die  Art  des  Wachsthums,  sowohl  durch  die  Lage  der  Ansalz- 
stellung, von  der  aus  der  Krystall  sich  entwickelt,  als  auch  durch 
die  an  ihnen  auftretenden  speciellen  Formen,  durch  welche  er  sich 
zu  oineni  Individuum  abschliesst,  sowie  auch  durch  mechanische  Ver- 
letzung dieses  Individuums  oder  durch  Hindernisse  bei  seiner  Aus- 
bildung inodiücirl  werden.  In  meinen  früheren  Abhandlungen  sind 
zahlreiche  Beispiele  dafür  am  Topas,  Schwerspall],  Kalkspath  u.  s.  w. 
aufgeführt. 

Eben  solche  Modifikationen  werden  auch  auf  hemimorphen  Kry- 
slallen in  den  an  den  Enden  der  symmetrischen  Achsen  auftretenden 
elektrischen  Polaritäten  durch  das  specielle  Verhalten  der  polarelek- 
trischen Verlheilung  nach  den  hemimorphen  Achsen  eintreten  können. 

Nun  entwickelt  sich  bei  dein  Krystall  No.  I  die  negative  Po- 
larität auf  den  malten  ausgedehnten  Tetraederflüchen,  wahrend  die 
glatten  Flächen,  auf  welchen  die  positive  erscheinen  muss,  nur  klein 
sind.  Die  auf  den  Würfelflachen  auftretende  starke  positive  Span- 
nung bildet  dafür  die  notwendige  Ergänzung.  Verhielten  sich  bei 
einem  solchen  Tetraeder  die  Flächen  und  die  Ecken  in  elektrischer 
Beziehung  gerade  umgekehrt,  wären  also  die  grossen  Tetraederflächen 
positiv  und  die  kleinen  auf  den  Ecken  liegenden  negativ,  so  würden, 
wie  dies  der  folgende  Krystall  zeigt,  die  Würfelfläclien  negative  Po- 
larität besitzen.  Die  auf  den  Wurfelflüchen  erscheinende  Elekliicitüt 
entspricht  völlig  der  auf  symmetrischen  Krystallen  beobachteten. 

Durch  das  Zusammenwirken  der  positiven  Pole  auf  den  Ecken 
des  Tetraeders  und  auf  den  Würfelflächen  des  Kryslalles  No.  I  ent- 
steht auf  der  Oberfläche  desselben  eine  zusammenhängende  positive 
Zone,  deren  Mittellinie  mit  den  sechs  Kanten  des  negativen  Tetraeders 
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zusammenfallt,  wahrend  die  negative  Polarität  in  vier  getrennten 
Feldern  auf  den  grossen  Tetraederflächen  angehäuft  ist. 

Die  in  die  Zeichnung  des  Netzes  eingetragene  elektrische  Ver- 
keilung ergibt  sich  auch  im  Allgemeinen  beim  Bestauben  des  er- 
kaltenden Krystalles  mit  Schwefel  und  Mennige.  Sämmlliche  kleinen 
Flächen  des  positiven  Tetraeders  erscheinen  gelb,  und  es  zieht  sich 
diese  gelbe  Farbe  Uber  die  Würfelflachen  und  die  anliegenden  Theile 
der  Rhombcndodekaederflächen  hin.  Die  grossen  Tetraederflächen 
sind  roth  und  es  greift  diese  Rothfarbung  auch  auf  die  angrenzen- 
den Ränder  einiger  Rhombendodckaederflachen  hinüber. 

b.  Krystall  mit  grossen  positiven  Tetraeder  flächen. 

Krystall  No.  II  (Taf.  II,  No.  11).  Dieser  Krystall  gehört  gleichfalls 
der  Freiberger  Sammlung;  seine  Masse  ist  grauweisslich  und  undurch- 
sichtig. Er  stellt  eine  (Kombination  des  positiven  Tetraeders  und  des 
Würfels,  die  beide  nahe  gleich  stark  ausgebildet  sind,  mit  dem  Rhom- 
bendodekaeder dar;  von  den  Flächen  des  negativen  Tetraeders  ist 
kaum  eine  in  sehr  geringer  Grösse  vorhanden.  Er  weicht  darin  von 
den»  Krystalle  No.  I  ab,  dass  seine  Würfelflächcn  bei  weitem  grösser 
sind  als  bei  jenem. 

Der  Abstand  zweier  paralleler  Würfelllächen  beträgt  6,7  mm. 

Der  leichteren  Ucbersicht  wegen  habe  ich  das  Netz  des  Kry- 
stalles unter  Zugrundelegung  der  Würfelllächen  abgebildet.  Die  Flächen 
1  bis  6  stellen  die  Würfelflächen  und  die  vier  gleichseitigen  Drei- 
ecke die  vier  positiven  Tetraederflächen  dar.  Die  Rhombendode- 
kaederflächen  sind  ihrer  Kleinheit  wegen  fortgelassen. 

Nach  einer  längeren  Erhitzung  auf  9ö°  zeigte  der  Krystall  auf 
den  vier  grossen  Tetraedcrllächen  sehr  starke  positive  Spannung,  so- 
dass das  .Goldblättchen  ganz  aus  dem  Gesichtsfelde  ging.  An  den 
nicht  abgestumpften  Würfelecken  (Tetraederecken)  tritt  starke  nega- 
tivn  Elektricilät  auf,  und  verbreitet  sich  diagonal  über  die  Würfel- 
llächen. Dabei  greift  die  sehr  starke  positive  Polarität  der  grossen 
Tetraederllächen  etwas  über  den  Rand  auf  die  anliegenden  Theile 
der  Würfelllächen  hinüber,  was  bei  zwei  Flächen  (4  und  5)  so  weit 
geht,  dass  die  negative  Polarität  in  der  Mille  der  Würfelllächen  gar 
nicht  wahrgenommen  werden  kann. 
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Die  in  der  Zeichnung  eingetragene  Vertheilung  der  Elektricilülen 
kann  im  Allgemeinen  auch  durch  Bestäubung  des  Krystalles  mit 
Mennige  und  Schwefel  sichtbar  gemacht  werden.  Die  grossen  Tc- 
traederflüehen  erscheinen  stark  gelb,  während  sich  auf  den  Würfel- 
flüchen 1,  2,  3  und  6  nach  don  Diagonaleu,  welche  den  Telraedcr- 
kanten  entsprechen,  ein  rother  Streifen  hinzieht.  Bei  der  Fläche  4 
ist  die  Mitte  desselben  in  einer  sehr  geringen,  bei  der  Flüche  5  in 
etwas  grösserer  Strecke  unterbrochen;  es  sind  dies  die  Stellen,  wo 
in  der  Zeichnung  die  positive  Elektricitüt  der  Tetraederflüchen  auf 
die  Würfelflüchen  hinüber  greift. 

Sehen  wir  von  dieser  Störung  auf  den  Flüchen  4  und  5  ab,  so 
ist  bei  dem  vorliegenden  Tetraeder  die  elektrische  Vertheilung  ge- 
rade die  entgegengesetzte  als  bei  No.  I.  Während  bei  No.  I  die 
positiven  Flüchenstücke  eine  nach  den  Kanten  des  negativen  Tetraeders 
verlaufende  zusammenhängende  Zone  bilden  und  die  negative  Polaritüt 
auf  den  vier  grossen  Flüchen  des  negativen  Tetraeders  auftritt,  haben 
wir  jetzt  eine  nach  den  Kanten  des  positiven  Tetraeders  zusammen- 
hängende negative  Zone  und  linden  die  positive  Spannung  auf  den 
vier  grossen  Flüchen  des  positiven  Tetraeders. 

B.  Hhombeudodekacdrischc  Kryslallc. 
a.  Krystall  mit  positiven  Würfelflüchen. 

Krystall  No.  III  (Taf.  II,  No.  III).  Dieser  der  Ficibergcr  Sammlung 
gehörige  Krystall  bildet  den  Uebergang  von  den  tetraedrischen  Formen 
zu  den  rhoinbendodckaedrischcn.  Er  trügt  grosse  Flüchen  des  Rhom- 
bendodekaeders  sowie  des  negativen  Tetraeders,  massig  entwickelte 
Flächen  des  Würfels  und  nur  äusserst  klein«'  Flächen  des  positiven 
Tetraeders;  die  letzteren  erscheinen  fast  nur  als  sehr  glänzende 
Punkte.  Die  grossen  Flächen  des  negativen  Tetraeders  sind  matt 
und  sehr  rauh,  die  Flächen  des  Würfels  ziemlich  glänzend,  weniger 
glänzend  die  Rhombendodekaederllächen ,  bei  denen  oft  der  Rand 
stärker  glänzt  als  der  innere  Theil. 

Der  Krystall  ist  ausgezeichnet  durch  seine  beträchtliche  Grösse; 
der  Absland  zweier  paralleler  Würfelfläehen  betrügt  1 3  mm.  Seine  Masse 
ist  grau  und  undurchsichtig,  sie  gleicht  der  Masse  des  Krystalles  No.  I. 
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In  dem  Netze  stellen  die  mit  den  Ziffern  1  bis  12  bezeichneten 
Flüchen  die  Rhombendodekaederflaehen,  die  mit  T  bezeichneten  die 
grossen  rauhen  Flüchen  des  negativen  Tetraeders  dar,  wahrend  in 
den  kleinen  mit  römischen  Ziffern  I— VI  bezeichneten  Quadraten  die 
Würfelflachen  abgebildet  sind.  Die  sehr  kleinen  glanzenden  Flachen 
des  positiven  Tetraeders  sind  nicht  eingetragen;  sie  liegen  dort,  wo 
in  der  Zeichnung  des  Netzes  drei  Uhombcndodekaederflachen  mit 
ihren  Winkelu  von  1  09°  28'  zusammenstossen. 

Die  elektrische  Verthcilung  auf  der  Oberfläche  dieses  Krystalles 
stimmt  mit  der  am  Krystall  No.  I  beobachteten  überein.  Die  sehr 
kleinen  glanzenden  Telraedcrllächen,  die  Kanten  des  Rhombendode- 
kaeders nebst  den  anliegenden  FlachenslUcken  und  die  Würfelflachen 
sind  positiv;  dagegen  zeigen  die  grossen  matten  Tetraederflaehen  T 
negative  Polarität,  die  sich  auch  meistens  noch  Uber  den  Rand  hin 
auf  die  benachbarten  Theile  der  Rhombendodekaederflaehen  verbreitet. 

Die  positive  ElektriciUit  bildet  also  wieder  eine  zusammenhangende 
Zone,  welche  nach  den  Kanten  des  negativen  Tetraeders  verlauft; 
dazwischen  erscheiut  in  getrennten  Gebieten  auf  den  Flachen  des 
eben  genannten  Tetraeders  die  negative  Polarität. 

In  dem  vorliegenden  Krystalle  sind  aber  doch  kleine  Störungeu 
bei  seiner  Bildung  eingetreten;  dieselben  geben  sich  durch  Aende- 
rungen  zu  erkenneu,  welche  bei  längerer  Abkühlung  bemerkbar  wer- 
den. Die  am  unleren  Ende  des  Netzes  mit  VI  bezeichnete  Würfel- 
flache  erscheint  beim  Beginn  des  Erkaltens  positiv  und  behalt  diese 
Polarität,  je  nach  der  Schnelligkeit  der  Abkühlung  8 — 12  Minuten; 
spater  aber  erscheint  an  der  nach  den  Rhombendodekaederflachen 
9  und  10  hin  gelegenen  Ecke  dieser  Flache  eine  kleine  negative 
Stelle,  welche  mit  der  Verschiebung  der  negativen  Polarität  auf  den 
Flachen  9  und  10  nach  dieser  Ecke  hin  zusammenhangt. 

Auf  der  Rhombendodekaederflache  1  zeigt  sich  zuerst  die  ge- 
wohnliche Veitheilung,  d.  h.  die  negative  greift  von  der  grossen 
Telraederflache  auf  die  Rhombendodekaederflache  hinüber,  wie  dies 
in  dem  Netze  gezeichnet  ist.  Nach  längerer  Abkühlung  zieht  sich 
aber  ein  schmaler  Streifen  positiver  Spannung  an  der  von  der  Te- 
traeder- und  Rhombendodekaederflache  gebildeten  Kante  hin,  so  dass 
jetzt  die  negative  Polarität  auf  der  Rhombendodekaederflache  1  eine 
kleine  Insel  in  der  positiven  Fläche  darstellt. 
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Beim  Bestreuen  mit  dem  Gemenge  von  Schwefel  und  Mennige 
werden  die  kleinen  glänzenden  Tetraederflüchen,  die  Rhombendode- 
kacderkonlen  nebst  den  anliegenden  Flüchenslüeken  und  die  Würfel- 
flüchen gelb;  die  grossen  rauhen  Telraederflüelnm  aber  rolh,  und  von 
ihnen  aus  erstrecken  sich  rothe  Zungen  mehr  oder  weniger  weit  in 
die  Rhombendodckaederllüchen  hinein. 

b.  Krystallc  mit  positiven  und  negativen  Wurfelfllichen. 

Wie  im  Vorhergehenden  nachgewiesen,  treten  beim  Boracit  zweier- 
lei Tetraeder  auf;  bei  den  einen  sind  die  Flüchen  negativ,  die  Ecken 
positiv,  bei  den  andern  die  Flüchen  positiv,  die  Ecken  negativ.  Ich 
habe  oben  die  ersteren  kurz  als  negative,  die  zweiten  als  positive 
Tetraeder  bezeichnet.  Die  Würfelflachen  stimmen  in  ihrer  Polarität 
stets  mit  den  Ecken  uberein,  sind  also  bei  den  negativen  Tetraedern 
{No.  1)  positiv,  bei  den  positiven  (No.  II)  negativ. 

Durch  welche  Umstünde  aber  die  Entstehung  des  einen  oder 
des  andern  Tetraeders  bestimmt  wird,  entzieht  sich  bis  jetzt  unserer 
Erkennlniss.  Jedenfalls  sind  Contactverhüllnisse,  Coneenlralion  und 
Temperaturvorgünge  in  der  Masse,  aus  welcher  die  Krystalle  sich 
ansetzen,  die  bedingenden  Ursachen.  Die  für  den  ersten  Ansatz 
maassgebend  gewesene  Bildung  wird  sich  so  lange  fortsetzen,  als  nicht 
besondere  Vorgünge  einen  Wechsel  erfordern  und  kann  sonach  in 
dem  ganzen  Umfange  eines  Kryslalles,  wie  bei  No.  I,  II  und  III,  die- 
selbe geblieben  sein. 

Aendern  sich  aber  wührend  des  Wachsthums  eines  Krystalles 
die  Verhältnisse,  so  kann  sich  eine  bisher  nach  dem  einen  Tetraeder 
stattgehabte  Bildung  in  eine  solche  nach  dein  andern  Tetraeder  ver- 
wandeln und  sich  ebenfalls  auf  die  weiteren  Ansülze  Ubertragen. 
Die  Polarität  nach  den  hemimorphen  Achsen  wird  dadurch  nicht  ge- 
ändert, weil  die  elektrischen  Pole  in  beiden  Tetraedern  absolut  die- 
selbe Lage  haben;  wohl  aber  spricht  sich  dieser  Unterschied  in  dem 
Verhalten  der  Kanten  der  Tetraeder  oder  der  auf  ihnen  liegenden 
Würfelflüchen  aus.  Wührend  in  dem  rhombendodekaedrischen  Kry- 
stall  No.  III  die  Bildung  nach  einem  negativen  Tetraeder  (wenigstens 
im  allcrgrössten  Theile)  erfolgt  war,  bei  welcher  die  Würfelflüchen 
positive  Polarität  zeigen,  werden  auch  Rhombendodekaeder  möglich 
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sein,  bei  denen  ein  Wechsel  in  der  Bildungsweise  eintritt,  und  damit 
ein  Theil  der  Würfelflachen  positiv,  der  übrige  Thcil  aber  uegativ 
erscheint.  Die  ersleren  weisen  auf  eine  Bildung  nach  dem  nega- 
tiven, die  anderen  auf  eine  Bildung  nach  dem  positiven  Tetraeder  hin. 

Als  eine  Zwillingsbildung  im  kryslallographischen  Sinne  dürfen 
wir  aber  einen  solchen  Wechsel  nicht  betrachten;  dieselbe  würde 
nur  dann  vorhanden  sein,  wenn  innerhalb  eines  Krystalles  die  hemi- 
morphen  Achsen  eine  verschiedene  Lage  zeigten,  wofür  ich  weiter- 
hin Beispiele  liefern  werde.  Wir  haben  jenen  Wechsel  vielmehr  mit 
den  Aenderungen  zu  vergleichen,  welche  bei  symmetrischen  Kry- 
slallen  durch  die  Art  des  Wachsthums  bedingt  werden.  Zu  einem 
solchen  Wechsel  in  der  Bildung  nach  «lern  einen  oder  dem  anderen 
Tetraeder  wird  aber  beim  Boracit  vielleicht  gerade  bei  dem  Vorhan- 
densein der  polareleklrischen  Achsen  durch  eine  Aenderung  der  Tem- 
peratur wahrend  des  Wachsthums  der  Krystalle  leicht  Veranlassung 
gegeben. 

KrytttaU  No.  IX  (Taf.  II,  No.  IV).  In  diesem  Krystall  ist  die  Bildung 
nach  dem  negativen  Tetraeder  noch  vorherrschend.  Seine  Masse  ist 
ziemlich  durchsichtig.  Er  stellt  vorzugsweise  ein  Rhombendodekaeder 
dar;  die  Würfelflachen  sind  klein,  noch  kleiner  die  glänzenden  Te- 
traederflachen. Kaum  sichtbar  sind  die  matten  Telraederflachen  und 
die  Flüchen  des  Pyramidentelraeders.  Der  Absland  zweier  paralleler 
Würfelflachen  betragt  0,2  mm. 

Bei  ihm,  so  wie  bei  den  beiden  folgenden  Krystallen  sind  die 
Beobachtungen  ebenso  durchgeführt  worden,  wie  auf  dem  Krystall 
No.  III ;  ich  werde  aber  von  der  Miltheilung  der  einzelnen  gemes- 
senen Spannungen  absehen  und  die  elektrische  Verlheilung,  wie 
sie  aus  jenen  Beobachtungen  hervorgeht ,  nur  durch  Farben  in  die 
beiden  Projectionen  No.  4  A  und  Ii  eintragen.  A  ist  die  Projcction 
der  vorderen,  Ii  der  hinteren  Seite;  letztere  ist  herumgeklappt,  wie 
leicht  aus  den  am  Umfange  befindlichen  Buchslaben  zu  entnehmen, 
wo  derselbe  Buchstabe  sich  auf  dieselbe  Ecke  bezieht  Die  Wurfel- 
und  Tetraederflachen  sind  nicht  milgezeichnet ;  ihre  Lage  ergibt  sich 
aus  der  Figur  von  selbst. 

Von  den  Würfelflachen  sind  jetzt  nur  noch  die  vier  in  a,  c,  g 
und  n  liegenden  positiv,  die  beiden  anderen  in  k  und  c  liegenden 
aber  negativ;  erstere  weisen  also  auf  die  Bildungsweise  nach  einem 
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negativen  Tetraeder,  letztere  in  gleicher  Weise  nach  einem  positiven 
Tetraeder  hin.  Denken  wir  uns  die  beiden  Tetraeder  in  das  Klioin- 
bendodekaeder  eingezeichnet,  so  liegen  die  Ecken  des  negativen  in 
den  positiven  Würfelecken  t,  »»,  h  und  (/,  die  Ecken  des  positiven 
in  den  negativen  Würfeleeken  f,  b,  l  und  o.  Wahrend  nun  beim 
KrysUill  No.  III  oberhalb  aller  Kanten  des  negativen  Tetraeders 
positive  Zonen  lagen,  linden  wir  sie  bei  dem  vorliegenden  Krystalle 
nur  oberhalb  der  Kanten  t,  m  (auf  o),  md  (auf«),  mh  (auf gr)  und 
id  (auf  e).  Oberhalb  der  Kanten  des  positiven  Tetraeders  f  l  (auf 
k)  und  ol  (auf  e)  treffen  wir  dagegen  negative  Zonen  an. 

Krystall  No.  V  (Taf.  II,  No.  V).  Dieser  Kryslall  gleicht  in  seiner 
Masse  und  tiusseren  Begrenzung  dem  vorhergehenden,  ist  aber  etwas 
kleiner;  der  Abstand  zweier  paralleler  Würfelflüchen  erreicht  nur 
5,7  mm.  In  ihm  halten  sich  die  Bildungen  nach  dem  positiven  und 
dem  negativen  Tetraeder  nahe  im  Gleichgewicht. 

Beim  Anblick  der  in  die  beiden  Projeelionen  No.  V  A  und  Ii 
eingetragenen  elektrischen  Beobachtungen  füllt  sofort  das  gleiche  Ver- 
halten der  positiven  und  negativen  Elektricitül  in  Bezug  auf  ihre 
Verbreitung  auf. 

Drei  Wtlrfelflüchen  c,  g  und  c  sind  positiv,  die  drei  übrigen  a, 
n  und  k  negativ.  Denken  wir  uns  die  beiden  Telraeder  in  den 
Wtlrfel  eingeschrieben  (wie  dies  in  No.  V  C  geschehen  ist),  so  ver- 
laufen die  positiven  Zonen  in  zusammenhangender  Folge  nach  den 
Kanten  des  negativen  Tetraeders  mh  (Uber  g),  h  d  (Uber  <•)  und  di 
(über  <•),  die  negativen  Zoneu  aber  ebenfalls  zusammenhangend  nach 
den  Kanten  des  positiven  Tetraeders  //'  (über  k),  fb  (über  a)  und  bo 
'  (über  «)• 

Krystall  No.  VI  (Taf.  II,  No.  VI).  Der  Krystall  No.  VI  gleicht  in 
seiner  Masse  und  Gestalt  den  beiden  vorhergehenden,  ist  aber  etwas 
grösser;  der  Abstand  zweier  Würfelflüchen  betrügt  7,6  nun. 

Unter  den  Wtlrfelflüchen  sind  die  Flüchen  bei  c  und  m  ganz 
positiv ;  auf  der  Würfclflüehe  bei  a  erscheint  nach  den  Flüchen  1 
und  4  hin  negative  Polarität,  und  nur  nach  den  Flüchen  2  und  3 
hin  findet  sich  positive.    Die  Flüchen  bei  Ä,  g  und  c  sind  negativ. 

Verfolgen  wir  wieder  die  positiven  und  negativen  Zonen  nach 
dem  Verlaufe  der  Kanten  der  beiden  eingeschriebenen  Telraeder 
(dieselben  sind  jetzt  in  den  Würfel  No.  VI  C  eingezeichnet),  so  geht 


316 


W.  (i.  Hanki.i. 


[48 


eine  positive  Zone  nach  den  Kanlen  des  negativen  Tetraeders  t  d 
(Uber  c),  </ m  (Uber  n)  und  mi  (über«;,  wobei  dieselbe  bei  n  et- 
was verschmälert  erscheint;  sie  bildet  also  eine  geschlossene  Linie. 
In  einer  eben  solchen  in  sich  zurücklaufenden  Linie  zieht  sich  nun 
die  negative  Zone  nach  den  Kanten  des  positiven  Tetraeders  f  l  (über 
A),  lo  (über  e)  und  o  f  (über  g). 

Stellen  wir  den  Kryslall  aufrecht  mit  der  trigonalen  Achse  bh, 
so  liegt  am  oberen  Ende  h  ein  isolirter  negativer  Pol;  darauf  folgt 
eine  durch  die  Wurfclecken  m,  i,  </,  sowie  durch  die  vierflüchigen 
Rhombcndodekaedereckcn  «,  c,  w  gehende  geschlossene  positive  Zone ; 
darauf  eine  gleiche  der  vorher  beschriebenen  parallel  durch  die 
Würfelecken  /,  o  und  die  vierflüchigen  Rhombendodekaederecken 
k,  e,  y  laufende  negative  Zone,  unterhalb  deren  sich  schliesslich  wie- 
der ein  isolirler  positiver  Pol  in  h  findet. 

C.    Würfelförmige  Krystalle. 

Aehnliche  Verhältnisse,  wie  bei  den  rhombendodekaedrischen 
Krystallen  finden  sich  auch  bei  den  würfelförmigen  und  ich  werde 
aus  der  grossen  Zahl  der  untersuchten  Krystalle  einige  auswühlen, 
um  die  verschiedenen  beobachteten  elektrischen  Verlheilungen  dar- 
zulegen. 

a.  Krystall  mit  positiven  Flüchendiagonalen. 

Diese  Krystalle  entsprechen  in  ihrer  Bildung  den  negativen  Te- 
traedern; ihre  Wurfelflüchcn,  welche  auf  die  Kanten  dieser  Tetraeder 
fallen,  sind  also  beim  Erkalten  positiv,  so  dass  auf  ihnen  eine  mit 
der  einen  Diagonale  im  Allgemeinen  parallel  gehende  positive  Zone 
entsteht. 

Krystall  iVo.  17/  (Taf.  III,  No.  VII).  Der  kleine  ziemlich  durchsichtige 
Krystall  stammt  von  Stassfurt.  Ausser  den  WUrfelflächen  zeigt  er  nur 
vier  kleine  glatte  Tetraederflüchen.  Der  Abstand  zweier  paralleler 
Würfel  flächen  betrügt  2,S  mm. 

Trotz  seiner  Kleinheit  gestattete  er  doch  eine  vollständige  Un- 
tersuchung. Die  glatten  Tetraederflüchen  sind  positiv,  und  von  ihnen 
ziehen  sich  positive  Zonen  über  die  Wurfclflüche  hin,  die  auf  den 
Flüchen  1,  2,  3  und  4  ziemlich  breit  sind;  auf  den  Flüchen  5  und 
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6  konnte  aber  die  positive  Beschaffenheit  infolge  der  seitlich  liegen- 
den sehr  starken  negativen  Pole  in  der  Mitte  nur  durch  Auflegen 
der  Spitze  des  Platindrahtes  nachgewiesen  werden. 

Kryslall  Ab.  VII l  (Taf.  III,  No.  VIII).  Der  sehr  grosse  Krystall 
misst  von  einer  Würfelfläche  bis  zur  gegenüberliegenden  14  mm.  Seine 
Masse  ist  weissliehgrau,  undurchsichtig  und  porös.  Die  Begrenzung 
wird  von  grossen  Würfeln  und  schmalen  Rhombendodekaederflächen 
gebildet.  Von  den  glatten  Telraederflächeu  erscheint  nur  eine  sehr 
kleine  auf  der  Ecke  (3.4.6);  die  rauhen  Tetraederflachen  sind  auf 
allen  vier  ihnen  entsprechenden  Ecken,  wenn  auch  nur  in  sehr  ge- 
ringer Grösse  vorhanden.  Auf  der  nach  der  Ecke  (2.5.  6)  hin 
gelegenen  Hälfte  ist  die  Fläche  6  verletzt;  an  der  mit  a,  ,3,  t,  8 
bezeichneten  Stelle  befindet  sich  eine  Bruchflache. 

Die  Wurfelflachen  erscheinen  fast  in  ihrer  ganzen  Ausdehnung 
positiv;  nur  auf  der  Flache  6  gehl  die  negative  Diagonale  an  der 
verletzten  Stelle  durch,  was  wohl  eine  Folge  der  daselbst  unvoll- 
kommenen Ausbildung  der  stattgehabten  Anwachsung  ist1).  Auf  den 
Rhombendodekaederflächen  erstreckt  sich  öfter  die  negative  Polarität 
von  den  matten  Tetraederflachen  bis  über  die  Milte  hin;  es  ist  dies 
derselbe  Vor  gang,  wie  ihn  das  negative  Tetraeder  No.  I  und  das 
Uhombendodekacder  No.  III  zeigen,  wo  fast  stets  die  negative  Span- 
nung von  der  Tetraederflaehe  aus  mehr  oder  weniger  weit  sich  auf 
die  anliegenden  Stücke  der  Rhombendodekaederflächen  verbreitet. 
Auch  beim  Bestauben  mit  dem  Geinenge  aus  Schwefel  und  Mennige 
sieht  man  Öfter,  wie  sich  die  negative  Polarität  als  schmaler  Streifen 
bis  über  die  Milte  der  Rhombendodekaederflächen  hin  erstreckt. 

b.   Krystalle  mit  negativen  Flachendiagonalen. 

Entsprechend  den  positiven  Tetraedern  mit  negativen  Würfel- 
flüchen  linden  sich  auch  Würfel,  bei  welchen  sich  auf  sitmmtlichen 
Flachen  die  negativen  Zonen  von  einem  Endpunkte  zum  andern 
(parallel  mit  den  Kanten  des  positiven  Tetraeders)  hinziehen. 


t)  Durch  solche  Vorgarne  werden  die  pohirclcUrisch.cn  Vertheilunsen  nach 
hemimorphen  Achsen  nicht  geslürt ,  wohl  aber  diejenigen  KleUrititälen ,  welche 
wie  hier  auf  den  W'ürfellliichen  nicht  jiolar  sind.    Vergl.  S.  309. 

AMuodl.  d.  K.  S.  OottlUcli.  d.  Wl...  XXIV.  Si 
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Kryslall  No.  IX  (Taf.  III,  No.  IX).  Der  Ki  yslall  gehört  dem  Kieler 
Museum  und  ist  mir  von  Herrn  Professor  Karsten  giltigst  geliehen  wor- 
den. Kr  stammt  von  Segeberg;  seine  Masse  ist  zwar  durchsichtig, 
aber  durch  wolkige  Einschlüsse  getrübt.  Er  wird  von  den  Flüchen 
des  Würfels  gebildet,  die  Flachen  des  Khombendodokacders  erschei- 
nen nur  als  sehr  schmale  Abstumpfungen  und  von  den  Tetraeder- 
flächen sind  kaum  Spuren  wahrzunehmen.  Der  Abstand  zweier  pa- 
ralleler Würfelflächcn  betrügt  3,5  mm. 

Die  auf  seiner  Oberfläche  beobachtete  elektrische  Verlheilung  ist 
in  das  Netz  No.  IX  eingetragen. 

Ein  zweiter,  demselben  Museum  gehöriger  Krystall  von  Sege- 
berg, der  etwas  kleiner  ist  (Abstand  zweier  paralleler  Würfelflachen 
3,1  mm)  und  dem  vorhergehenden  in  Gestalt  und  Masse  völlig  gleicht, 
verhielt  sich  genau  ebenso. 

Beim  Bestauben  erscheinen  auf  diesen  Krystallen  sämmtliche 
Diagonalen  zwischen  den  negativen  Ecken  durch  Mennige  roth  gefärbt. 

Kryslall  No.  X  (Taf.  III,  No.  X).  Die  Masse  dieses  Krystalles  ist 
graulich  und  undurchsichtig;  seinen  Fundort  kenne  ich  nicht.  Ausser 
den  Würfelflächen  zeigt  er  schmale  Rhombendodekaederflüchen  und 
winzig  kleine  Tetraederflächen.  Der  Abstand  zweier  paralleler  Würfel- 
flächen betrugt  5,8  mm. 

Die  elektrische  Verlheilung  ist  in  das  Netz  No.  X  eingetragen. 
Alle  Würfelflachen  zeigen  durchgehende  negative  Diagonalen;  auf  der 
Milte  der  Fläche  4  ist  die  elektrische  Spannung  sogar  grösser  als  an 
den  Ecken.  Auch  beim  Bestäuben  treten  diese  Diagonalen  deutlich 
hervor. 

c.  Krystalle  mit  positiven  und  negativen  Diagonalen 

auf  den  Wu  r feifläche n. 

Kryslall  No.  XI  (Taf.  III,  No.  XI).  Die  Masse  dieses  jedenfalls  vom 
Kalkbcrgo  bei  Lüneburg  stammenden  Krystalles  ist  undurchsichtig 
und  erscheint  jetzt  infolge  des  mehr  als  hunderlmaligen  Erhitzens  bis 
gegen  300°  braun.  Der  Abstand  zweier  paralleler  Würfelflachen  misst 
8,5  mm. 

Ausser  den  Würfelflächcn  trägt  er  massig  grosse  Rhombendode- 
kaederflächen ;  auch  die  glatten  Tetraederflächen  besitzen  eine  ziem- 


Digitized  by  Google 


5<]  Kl.EKTRISCHE   UnTERSI  Ctll^CRN.  319 

liehe  Ausdehnung,  wahrend  von  den  matten  Telracdcrflliclien  nur 
eine  sichtbar  ist. 

Auf  sümmtlichen  Flüchen,  mit  Ausnahme  der  Flüche  3,  treten 
die  negativen  Diagonalen  auf,  wllhrend  auf  der  Flache  3  die  posi- 
tive erscheint. 

Beim  Bestauben  erscheinen  die  Diagonalen  sehr  deutlich. 

Kryslall  No.  XII  (Taf.  III,  No.  XII).  Der  farblose  Kry  stall,  welchen 
ich  der  Gute  des  Herrn  Geh.  Hofrath  Knop  in  Karlsruhe  verdanke,  ist 
infolge  trüber  Einlagerungen  nur  halbdurchsichtig;  der  Abstand  zweier 
paralleler  Würfelflaehen  betrügt  6  mm.  Die  Flachen  des  Würfels, 
des  Rhombendodekaeders  und  des  glatten  Tetraeders  haben  ziemlich 
gleich  grosse  Eni  Wickelung;  dagegen  sind  die  Flüchen  des  matten 
Tetraeders  und  des  Pyramidenlctraeders  äusserst  klein. 

Wie  die  in  das  Netz  No.  XII  eingetragenen  Beobachtungen  nach- 
weisen, besitzen  fünf  Flachen  (2  bis  6)  negative  Diagonalen.  Auch 
auf  der  Flache  1  tritt  nur  beim  Auflegen  des  Drahtes  ein  sehr  schwa- 
cher positiver  Ausschlag  auf,  wahrend  bei  der  Annäherung  aus  einem 
Abstände  von  1,5  mm  bis  0,2  mm  sich  noch  ein  negativer  Ausschlag 
zeigt.  Die  Rhombendodekaederflüchen  werden  fast  ganz  von  der 
negativen  Elektricitüt  eingenommen. 

Beim  Bestauben  legte  sich  die  Mennige  an  den  fast  nicht  ab- 
gestumpften Ecken  auf  die  Rhombendodckaederkanten  und  erstreckte 
sich  dann  Uber  die  Würfelflüchen ;  dagegen  hatte  sie  sich  nicht  über 
die  Rhombendodekaederflüchen  verbreitet.  Auf  den  grossen  glatten 
Tetraederflüchen  ging  der  Schwefel  vorzugsweise  vom  Mittelpunkte, 
derselben  in  kleinen  Streifen  senkrecht  gegen  die  von  ihnen  mit  den 
Würfelfladien  gebildeten  Kanten. 

Kryslall  No.  XIII  (Taf.  III.  No.  XIII).  Die  »lasse  dieses  Krystalles, 
den  ich  der  Güte  meines  Herrn  Collegen  Zirkel  verdanke,  ist  graugelb- 
lich und  undurchsichtig.  Der  Abstand  zweier  paralleler  Würfelflachcn 
betrügt  12  mm. 

Ausser  den  sehr  grossen  Würfelllüchen  trügt  der  Krystall  wenig 
breite  Rhombendodekaederflüchen,  sowie  glatte  Telraederllüchen.  Die 
Flachen  des  rauhen  Tetraeders  sind  nur  schwach  entwickelt. 

Wie  die  Beobachtungen  in  dem  Netze  No.  XIII  ergaben,  sind 
drei  Würfeldiagonalen  positiv  und  drei  negativ:  dieselben  entsprechen 
in  ihrer  Lage  der  für  das  Rhombendodekaeder  in  No.  V  angegebenen. 
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Krystall  So.  A7V  (Taf.  III,  No.  XIV).  Die  Masse  dieses  kleinen 
Krystalles  (Absland  zweier  paralleler  Wllrfelflüchen  3  mm)  ist  un- 
durchsichtig;  sie  halte  ursprünglich  ein  grauweisses  Aussehen,  das 
sich  aber  durch  vielmaliges  Erhitzen  (Uber  250°)  in  ein  braunes 
verwandelt  hat.  Ausser  den  Wurfclflüchcn  besitzt  der  Krystall  noch 
in  geringer  Grösse  die  glatten  Tetraederflächen.  Die  Rhombendode- 
kaederflüchen  sind  kaum  wahrnehmbar. 

Die  in  das  Netz  No.  XIV  eingetragene  elektrische  Verkeilung 
gleicht  der  auf  dein  Rhombendodekaeder  No.  VI  beobachteten.  Stellen 
wir  den  Krystall  mit  der  trigonalen  Achse,  welche  die  Ecken  (3.4.  6) 
und  (1.2.  5)  verbindet,  vertical,  so  dass  die  Ecke  (1.2.  8)  oben 
liegt,  so  findet  sich  auf  ihr  ein  isolirter,  negativer  Pol;  darauf  folgt 
eine  durch  die  Ecken  (1.4.5),  (1.2.3),  (2.5.  6)  und  durch  die 
Milte  der  Flüchen  1,  2  und  5  gehende  geschlossene  positive  Zone, 
weiter  abwärts  eine  gleiche  negative  durch  die  Ecken  (1.3.4), 
(2.3.  6),  (4.5.  6)  und  durch  die  Mitten  der  Flüchen  3,  6  und  4 
gehend,  und  schliesslich  am  untern  Ende  ein  isolirter  positiver  Pol 
auf  der  Ecke  (3.4.6). 

Wird  der  Krystall,  während  er  auf  der  Flüche  2  (oder  I)  liegt, 
also  die  Flüche  4  (oder  C)  nach  oben  kehrt,  mit  dem  Gemenge  aus 
Schwefel  und  Mennige  bestaubt,  so  macht  sieh  die  zuletzt  beschrie- 
bene Zone  der  negativen  Diagonale  sehr  kenntlich.  Die  Ecke  (3.4.  6) 
erscheint  in  einigem  Abstände  von  einem  Kreise  von  Mennige  um- 
geben, der  auf  den  Flüchen  3,  4  und  6  um  dieselbe  herumlüuft. 
Auf  der  Ecke  (3.4.  6)  selbst  sammelt  sich  infolge  der  abstossen- 
den  Wirkung  dieser  negativen  Zone  kein  Schwefel,  obwohl  dieselbe, 
wie  die  Messungen  mit  dem  Elektrometer  nachweisen,  positiv  ist. 

Auch  bei  diesem  Krystalle  sind  Öfter  die  elektrischen  Spannungen 
in  der  Mitte  der  Wurfclflüchcn  grösser  als  an  den  mit  ihr  gleich- 
namigen Ecken. 

2.  Krystalle  mit  Zwillingsbildungen. 

Wenn  beim  Boracit  Zwillinge  entstehen  sollen,  so  müssen  die 
gleichnamigen  Enden  der  hemimorphen  Achsen  in  beiden  Individuen 
eine  verschiedene  Lage  haben,  es  werden  also  zwei  gleichnamige 
Tetraeder,  wenu  sie  zu  einem  Zwilling  zusammentreten,  in  einer  um 
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90°  (Drehung  um  die  Hauptachse)  verschiedenen  Stellung  stehen,  so 
dass  die  negativen  Pole  des  einen  auf  die  positiven  des  andern 
fallen. 

Ich  habe  schon  oben  S.  309  darauf  hingewiesen,  dass  die  polar- 
elektrische  Verlheilung  durch  die  Unsymmetrie  des  Moleküles  erzeugt 
wird  und  dass  wir  durch  äussere  Eingriffe  dieselbe  nicht  zu  ändern 
vermögen.  Wenn  wir  also  einen  Boracit  antreffen,  bei  welchem  die 
beiden  Enden  einer  oder  mehrerer  solcher  Achsen  nicht  polar  ent- 
gegengesetzte, sondern  gleichnamige  Pole  zeigen,  so  haben  wir  den 
Grund  allein  dafür  in  einer  Zwillingsbildung  zu  suchen,  welcher  der 
Krystall  bei  seiner  Entstehung  in  mehr  oder  weniger  starkem  Grade 
unterlegen  hat.  Die  äussere  Gestaltung  bietet  oft  gar  keine  oder 
nur  sehr  geringe  Merkmale  dar,  um  solche  Verwachsuugen  zweier 
in  verschiedener  Stellung  befindlichen  Individuen  zu  erkennen ;  da- 
gegen vermag  die  thermoelektrische  Untersuchung  dieselben  sicher 
nachzuweisen. 

A.    Yerwarhsimg  zutut  negativer  Tetraeder. 
a.  Tctraedrischc  Kr y stalle. 

Beim  negativen  Tetraeder,  wie  es  der  Krystall  No.  1  darbietet, 
sind  die  Flüchen  negativ,  die  Ecken  und  die  Würfelflüchen  positiv. 
Wachst  nun  in  der  Nahe  einer  Ecke  ein  Stück  eines  ebensolchen 
negativen  Tetraeders,  desson  Stellung  aber  90°  um  die  Hauptachse 
gegen  das  erste  Tetraeder  gedreht  ist,  ein,  so  bleiben  die  Würfel- 
flächen in  ihrer  positiven  Beschaffenheit  ungeündert,  weil  sie  an 
beiden  Individuen  positiv  sind;  dagegen  wird  an  der  Ecke,  wo  das 
gedrehte  Stück  sich  eingefügt  hat,  weil  seine  telraedrischen  Mole- 
küle die  Flüchen  nach  dieser  Ecke  wenden,  eine  negative  Polarität 
erscheinen,  falls  das  eingelagerte  Stück  hinreichend  gross  ist. 

Bei  den  nächsten  beiden  Krystallen  No.  XV  und  XVi  liegen 
solche  eingewachsene,  iu  einer  um  90w  gedrehten  Stellung  befindliche 
Stucke  nur  an  einer  Ecke  des  negativen  Tetraeders,  die  dadurch  ihre 
positive  Polarität  verliert  und  ins  Negative  übergeht.  Bei  dem  fol- 
genden Krystall  No.  XVII  finden  sie  sich  an  allen  vier  Ecken;  dies 
zeigt  sich  auch  schon  in  der  äusseren  Umgrenzung  des  Krystalles,  der 
eine  fast  oklraedrische  Form  besitzt. 
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Knjstall  Xo.  XX  (Taf.  III,  No.  XV).  Der  Krystall  No.  XV  gleicht  in 
seiner  Bildung  dem  unter  No.  I  gezeichneten;  nur  ist  seine  Masse  fast 
durchsichtig,  wührend  sie  hei  No.  I  undurchsichtig  war.  Ich  werde 
daher  die  auf  seinen  Flachen  gemachten  Beobachtungen  in  ein  gleiches 
Net/:  wie  bei  No.  I  eintragen.  Die  wirkliche  Grosse  des  Kryslalles 
ist  aber  etwas  geringer  als  bei  No.  I;  der  Abstand  zweier  gegen- 
überliegender Würlelflüchen  betrügt  nur  i,5  nun. 

Die  elektrische  Verlheilung  auf  diesem  tetraedrischen  Kryslalle 
gleicht  im  Allgemeinen  der  für  No.  I  angegebenen.  Die  grossen  Te- 
traedei  flüchen  sind  im  Ganzen  negativ,  die  Würfclflüchcn  positiv  und 
es  greift  an  einigen  Stellen  diese  positive  Polarität  etwas  über  die 
Bänder  auf  die  Tetraederflüehen  hinüber.  Die  Rhomhcndodckaeder- 
llaehen  sind  im  Allgemeinen  in  der  nach  den  Ecken  (kleinen  Te- 
traederflüehen i  hin  gelegenen  Theilen  positiv  ;  in  den  an  die  grossen 
Tetraederflachen  grenzenden  aber  negativ.  Nur  auf  den  um  die  Ecke 
oder  kleine  Telraederflüche  {A)  gelegenen  geht  die  negative  bis  zu 
dieser  kleinen  Flüche  selbst;  ein  deutlicher  Beweis,  dass  hier  eine 
Störung  durch  ein  in  anderer  Stellung  eingelagertes  Stück  eingetreten 
ist.  Infolge  dieser  Einlagerung  zeigt  die  kleine  Tetraederflache  (A) 
keine  positive  Spannung,  wie  die  drei  übrigen,  sondern  negative. 
Auch  in  dem  Verhalten  der  in  der  Nahe  jener  kleinen  Flüche  (A) 
gelegenen  Wlirfelllüchen  zeigt  sich  eine  Störung;  sie  sind  in  den 
dieser  Flüche  zugewandten  Teilen  negativ,  wührend  sie  sonst  in  ihrer 
ganzen  Ausdehnung  positive  Polarität  besitzen. 

Das  eingeschobene  Stück  tritt  also  in  sieben  Versuchsreihen,  bei 
denen  der  Krystall  in  sehr  verschiedene-  Weise  in  das  Kupferfeilichl 
eingesetzt  war,  durch  eine  Störung  der  normalen  Verkeilung  sehr 
deutlich  hervor. 

Auch  durch  piezoelektrische  Versuche  lüsst  sich  das  an  der  Ecke 
(A]  liegende  Zwillingsstück  nachweisen. 

Beim  Boraeit  erzeugt  Druck  dieselbe  Polarität  wie  Erkaltung. 
Wird  also  ein  einfaches  negatives  Tetraeder,  wie  z.  B.  No.  I,  mit 
einer  seiner  grossen  Flüchen  auf  eine  horizontale  metallische  Unter- 
lage gestellt,  und  auf  die  obere  Spitze  oder  kleine  Tetraederflüche) 
mittelst  der  an  dem  Hebelarme  befestigten  Zinnplatte1)   ein  Druck 


I)  Siehe  S.  278. 
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ausgeübt,  so  wird  diese  Zinnplatte  positiv,  die  Unterlage,  auf  welcher 
der  Krystall  steht,  aber  negativ. 

Wenn  nun  der  vorliegende  Krystall  No.  XV  in  gleicher  Weise 
behandelt  wird,  so  erscheinen,  wenn  der  Reihe  nach  die  Flüchen  1, 
2  und  3  unten  und  die  Ecken  (</),  (D)  und  (B)  oben  liegen,  die 
Ecken  positiv  und  die  Flüchen  negativ,  wie  es  dem  thermoelektri- 
schen  Verhallen  entspricht.  Die  positiven  Ausschlüge ')  auf  den  Ecken 
betrugen  in  derselben  Reihenfolge  -f-  12,  -f-  18,  -}-  12  Skth.;  die 
negativen  der  gegenüberliegenden  waren  fast  ebenso  gross. 

Anders  verhielt  sich  aber  der  Krystall  beim  Druck  auf  die  Ecke 
(/l),  während  die  Flüche  4  auf  der  Unterlage  stand.  Die  Ecke  gab 
eineu  negativen  Ausschlag  von  —  44  Skth.  und  die  Flüche  einen 
ebensolchen  positiven.  Die  Vorzeichen  dieser  Ausschlüge  waren  also 
den  auf  den  andern  drei  Ecken  und  Flüchen  beobachteten  gerade 
entgegengesetzt.  Auffallend  ist  noch  die  grosse  Intensität  der  in  dem 
letzten  Versuche  gefundenen  elektrischen  Spannung. 

Diese  piezoelektrischen  Beobachtungen  beweisen  also  ebenfalls, 
dass  auf  der  Ecke  [A)  ein  Zwillingsstück  liegt,  so  dass  die  hier  be- 
findliche kleine  Tetraederflüche  nicht,  wie  bei  einem  einfachen  Kry- 
stalle,  die  Ecke  eines  negativen  Tetraeders  abstumpft,  sondern  viel- 
mehr selbst  wieder  die  Flüche  eines  negativen  Tetraeders  darstellt. 

Die  dieser  Ecke  gegenüberliegende  Flüche  4  erhült  durch  einen 
auf  die  Ecke  (A)  ausgeübten  Druck  allerdings  positive  Spannung; 
dieselbe  ist  aber  nur  eine  Wirkung  des  darüberliegenden  Zwillings- 
slückes.  Dieses  Zwillingsstück  macht  sich  zwar,  ebenso  wie  dies 
beim  Quarz  der  Fall  war2),  beim  Druck  in  dem  piezoelektrischen 
Verhalten  geltend,  thermoelektrisch  tritt  aber  auf  dieser  Flüche  4, 
die  sich  auch  durch  ihr  Aussehen  als  die  Flüche  eines  negativen  Te- 
traeders kund  gibt,  die  negative  Beschaffenheit  der  jenes  Zwillings- 
stück umschliessenden  Hülle  hervor. 

Auf  die  Einlagerung  eines  um  00"  gedrehten  Zwillingsstückes 
weist  auch  die  geringere  Intensität  in  den  Ecken  (C),  (D)  und  [B]  hin. 


t J  Die  öfters  stark  auftretende  Piezoelektricität  forderte  hei  diesen  Versuchen 
ein  weniger  empfindliches  Elektrometer.  Die  Spannung  an  dem  Ende  eines  Ele- 
mentes Zink-Kupfer-Wasser  gab  nur  einen  Ausschlag  von  i  5  Skth. 

t)  Siehe  oben  S.  29  1. 
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Die  Bildung  des  vorliegenden  Kt  ystalles  ist  von  der  Ecke  A  aus- 
gegangen; das  zuerst  hier  sieh  bildende  Telraeder  lag  mit  einer  seiner 
Flüchen  an  dieser  Stelle  und  erreichte  eine  bestimmte  Grösse.  Uebcr 
dieses  Tetraeder  legte  sich  dauu  an  den  nach  den  übrigen  drei  Ecken 
hin  gerichteten  Theilen  ein  anderes  negatives  Tetraeder  in  einer  um 
90"  gedrehten  Stellung,  das  an  dem  vollendeten  Krystalle  jetzt  an 
der  Aussenflüche  mit  Ausnahme  der  Ecke  (A)  vorliegt.  Doch  hat 
dabei  das  erste  Telraeder  in  der  Richtung  nach  der  Flüche  4  hin 
noch  bis  auf  eine  gewisse  Strecke  ein  weiteres  Fortwachsen  bei- 
behalten. 

Das  ursprüngliche  Tetraeder  kommt  beim  Druck  auf  die  Ecke 
(A)  zur  Erscheinung,  wiihrend  es  doch  nicht  gross  genug  ist,  um  die 
der  üusseren  Umhüllung  entsprechende  Polaritül  beim  Druck  auf 
die  anderen  drei  Ecken  aufzuheben;  es  vermag  dieselbe  nur  zu 
schwachen. 

KrystaU  Xo.  X 17  (Taf.  III,  No.  XVI;.  Der  Kryslull  No.  XVI  gleicht 
in  seiner  Gestalt  und  Masse  dem  Krvstali  No.  XV.  Ausser  den  Flüchen 
der  beiden  Tetraeder,  des  Würfels  und  des  Ilhorn  bendodekaeders  Gnden 
sich  an  ihm  auch  noch  sehr  kleine  Flüchen  des  Pyramidentelraeders 
und  des  lle\akislelraeders.  Der  Absland  zweier  paralleler  Würfel- 
flachen  beiragt  5  mm. 

Die  elektrische  Verlheilung  gleicht  im  Allgemeinen  der  auf  No.  XV 
beobachteten;  ebenfalls  tritt  bei  dem  vorliegenden  Krystalle  infolge 
eines  eingewachsenen  Zwillingsstuckes  auf  der  kleineu  Telraederflücbe 
(fJ)  und  den  dieselbe  umgebenden  Ithombendodekaederflüehen  anstatt 
der  positiven  die  negative  Polarität  auf. 

Auch  die  piezoelektrische  Untersuchung  weist  das  hier  befind- 
liche Zwillingsstück  nach.  Wurden  der  Heihe  nach  die  Machen  2, 
3  und  i  auf  eine  metallische  Unterlage  gestellt,  und  auf  die  jedes- 
mal oben  liegende  Ecke  (/>),  iß)  und  (A)  die  an  dem  Hebel  befind- 
liche Zinnplatle  aufgelegt,  so  gaben  beim  Eintritt  des  Druckes  die 
Flachen  die  Ausschlüge  —  9,  —  25,  —  15  Skth.,  die  Ecken  -f  9, 
+  22  und  +  18  Skth.  Wurde  dagegen  der  Krystall  auf  die  Flüche 
1  gestellt  und  die  Zinnplalte  auf  die  obere  Ecke  [C)  gelegt,  so  trat 
ein  eigentümlicher  Vorgang  ein,  den  ich  bei  den  Zwillingen  des 
Bergkrystalles  ebenfalls  schon  beobachtet  und  in  meiner  Abhandlung 
beschrieben  habe. 
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Es  heissl  daselbst1) :  »Ferner  tritt  in  der  Nahe  dieser  Einschie- 
bungen  (Zwillingsstüeke)  sehr  oft  eine  eigentümliche  Erscheinung 
auf,  und  zwar  ebenso  beim  Eintreten  wie  beim  Nachlassen  des  Druckes. 
Beim  Eintritt  des  Druckes  wird  z.  B.  eine  Kante  erst  positiv,  das 
Goldblättchen  bleibt  aber  nicht  in  dieser  Ablenkung  stehen,  sondern 
kehrt  langsam  zurück  und  geht  nach  der  negativen  Seite.  Beim  Nach- 
lassen des  Druckes  erscheint  an  derselben  Stelle  des  Kryslallcs  zu- 
erst negative  Spannung,  die  aber  allmählich  abnimmt  und  in  die 
positive  Ubergeht.  Wird  in  diesem  Falle  die  Ableitung  des  Gold- 
blättchens erst  zwei  Sccunden  nach  dem  Wegnehmen  des  Druckes 
aufgehoben,  so  geht  das  Goldblatt  langsam  nach  der  positivem  Seite. 
Eine  derartige  Nachwirkung  lindet  bei  einfachen  Krystallcn  nicht 
statt«  .... 

»In  welcher  Reihenfolge  die  beiden  Elektricitliten  beim  Druck 
(und  ebenso  beim  Nachlassen  desselben)  bei  zusammengesetzten  Kry- 
slallen  in  der  Nahe  der  Einwachsungen  auftreten,  lüsst  sich,  da  die 
genaueren  Grenzen  der  Verwachsungen  im  Innern  der  Krystalle  nicht 
bekannt  sind,  zuvor  nicht  bestimmen.  Wenn  in  manchen  Fallen  zu- 
erst die  Polarität  auftritt,  welche  der  Hauptmasse  des  Kryslalles  ent- 
spricht, so  erscheint  in  anderen  Fallen  zuerst  die  dem  eingeschobenen 
StUcke  entsprechende  und  geht  dann  in  die  der  Hauptmasse  Uber.« 

Die  im  Vorgehenden  beschriebene  Erscheinung  wiederholt  sich 
nun  auch  beim  Drucke  des  vorliegenden  Tetraeders  in  der  Richtung 
senkrecht  gegen  die  Flache  1.  Ist  die  auf  der  Ecke  (/s)  ruhende 
Zinnplatte  mit  dem  Elektrometer  verbunden,  wahrend  die  Unterlage 
zur  Erde  abgeleitet  wird,  so  entsteht  beim  Eintritt  des  Druckes  ein 
Ausschlag  von  -{-  5  Skth.,  der  sehr  bald  abnimmt  und  sich  in  einen 
negativen  verwandelt  ;  letzterer  steigt  allmählich  bis  —  28  Skth.  Bei 
Aufhebung  des  Druckes  erfolgt  zunächst  ein  Ausschlag  —  2,  der 
dann  allmählich  in  -f-  28  übergeht.  Ist  die  Unterlage  isolirt  und 
mit  dem  Elektrometer  verbunden,  die  Zinnpiatie  aber  zur  Erde  ab- 
geleitet, so  entsteht  beim  Druck  zuerst  ein  Ausschlag  —  4,  der  all- 
mählich in  +  25  übergeht;  beim  Nachlassen  beobachtet  man  zuerst 
+  2,  was  allmählich  in  —  2i  übergeht2). 


1)  S.  544. 

2)  Man  muss  sich  vorsehen,  dass  man  nicht  mil  dem  oben  beschriebenen 
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Der  zuerst  erscheinende  Ausschlug  slimml  in  seinem  Vorzeichen 
mit  dem  auf  den  übrigen  Ecken  und  Flachen  gefundenen  überein, 
entspricht  also  der  ausseien  Hülle  dos  Kryslalles,  wahrend  der  darauf- 
folgende dem  um  90°  gedrehten,  an  der  Ecke  (C)  befindlichen  Zwil- 
lingsstüekc  angehört. 

Zur  Erklärung  dieses  eigentümlichen  Vorganges  kann  nur  die 
Annahme  dienen,  dass  nach  dem  Eintritt  des  Druckes  noch  gewisse 
Verschiebungen  der  Moleküle  erfolgen,  die  dann  allmählich  vorschrei- 
ten.  Bei  dem  Krystall  Xo.  XV  war  von  einem  solchen  Vorgange  nichts 
wahrzunehmen. 

Wir  linden  also  bei  dem  Krystall  No.  XVI  im  Allgemeinen  die- 
selbe ßilduiigswcisc,  wie  in  dem  vorhergehenden.  An  der  Ecke  (C) 
hat  sich  ursprünglich  ein  negatives  Tetraeder  gebildet,  dessen  eine 
Flüche  der  jetzigen  kleinen  Flache  auf  der  Ecke  (C)  parallel  lag; 
dasselbe  ist  dann  von  einem  anderen  um  90"  gedrehten  Tetraeder 
umhüllt  worden.    Die  Flache  1  gehört  dieser  Hülle  an ;  sie  gibt  sich 

Vorgänge  eine  ähnliche  Erscheinung  verwechselt,  welche  auch  au  einfachen  Bora- 
cilkrystallen  infolge  der  starken  thermoelektrischen  Erregung  sich  zeigt.  Ist  z.  D. 
das  Tel  nieder  No.  I  mit  der  Fläche  4  auf  die  Unterlage  gestellt  und  die  Zinn- 
plalte  auf  die  obere  Ecke  gelegt ,  so  entsteht  beim  Druck  .  wenn  die  Zinnplatte 
mit  dem  Goldblättchen  verbunden  ist,  ein  positiver  Ausschlag,  der  jedoch  allmäh- 
lich um  einen  gewissen  betrag  abnimmt.  Lässt  man  beim  Eintritt  des  Druckes 
das  Goldblättchen  noch  mit  der  Erde  in  leitender  Verbindung  und  isolirt  erst  nach 
einigen  Secunden,  so  geht  das  Goldblättchen  um  einen  gewissen  Betrag  nach  der 
negativen  Seite.  Der  Grund  dieser  nach  dem  Eintritt  des  Druckes  erscheinenden 
negativen  Polarität  ist  einfach  die  durch  den  Druck  erzeugto  Wärme,  welche  die 
Ecke  (.-1)  negativ  macht.  Hobt  man  den  behufs  Ausgleichung  der  Temperatur 
längere  Zeit  bestandenen  Druck  auf,  so  entsteht  ein  negativer  Ausschlag,  der  all- 
mählich bis  auf  eine  gewisse  Grösse  abnimmt.  Bleibt  das  Goldblättchen  bei  Auf- 
hebung des  Druckes  noch  mit  der  Erde  in  Verbindung  und  wird  erst  einige  Se- 
cunden später  isolirt ,  so  beobachtet  man  einen  allmählich  bis  zu  einer  gewissen 
Grosse  wachsenden  positiven  Ausschlag,  hervorgerufen  durch  die  infolge  der  Aus- 
dehnung eingetretene  Tempcraturerniedriguug,  welche  an  der  Ecke  (A)  die  posi- 
tive Polarität  zur  Folgo  hat. 

Beim  Üergkrystall  kann  fauch  abgesehen  von  der  geringen  Intensität  der 
thermoelektrischen  Erregung)  der  in  dieser  Anmerkung  beschriebene  Vorgang  nicht 
eintreten,  weil  bei  ihm  Druck  und  Erwärmung  und  ebenso  wieder  Nachlassen  des 
Druckes  und  Erkaltung  dieselbe  Polarität  erzeugen ,  während  beim  Boracil  Druck 
und  Erkaltung  und  andererseits  Nachlassen  des  Druckes  und  Erwärmung  Ausschläge 
von  gleichem  Vorzeichen  ergeben. 
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durch  ihr  thermoelektrisches  Verhalten  und  ihre  sonstige  Beschaffen- 
heit als  die  Flache  eines  negativen  Tetraeders  kund. 

Kri/sUdl  No.  AT//  (Taf.  III,  No.  XVII).  Der  kleine  Krystall  No.  XVII 
gehört  der  Strasshurger  Sammlung  und  ist  mir  von  Herrn  Professor 
Dr.  Bleking  freundlichst  geliehen  worden.  Von  einer  Wurfelflache 
bis  zur  gegenüberliegenden  missl  er  i  mm.  Kr  zeigt  die  Flüchen 
zweier  Tetraeder,  des  Würfels,  Uhomhendodekaeders,  Pyramiden- 
tetraeders und  Hexakisletraeders.  Wahrend  sonst  die  Flüchen  des 
einen  Tetraeders  sehr  klein  sind,  besitzen  an  diesem  Kryslallc  meh- 
rere eine  otwas  grössere  Ausdehnung,  so  dass  derselbe  einigermassen 
ein  oktaedrisches  Ansehen  erhalt1). 

Untersuchen  wir  zuvörderst  das  piezoelektrische  Verhalten,  so 
ergibt  sich  beim  Druck  in  der  Richtung  jeder  der  trigonalen  Zwi- 
schenachsen die  kleinere  Tetraederflüche  negativ ,  die  ihr  parallele 
grössere  aber  positiv.  Die  in  jeder  der  vier  Richtungen  entwickelten 
elektrischen  Spannungen  sind  nahe  einander  gleich,  was  auf  einen 
ziemlich  regelmässigen  Aufbau  des  Krystalles  schlicssen  lüssl. 

Vergleichen  wir  diese  Beobachtungen  mit  den  auf  den  früheren 
tetraedrischen  Krystallen  gemachten,  so  Ichren  dieselben,  dass  wir 
in  dem  vorliegenden  Individuum  ebenfalls  eine  Zwillingsbildung  haben, 
aber  nicht  blos  an  einer  durch  eine  kleine  Telraederflüche  abge- 
stumpften Ecke.  Um  ein  negatives  tetraedrisches  Gebilde,  dessen 
Flüchen  den  am  Krystall  vorhandenen  kleinen  Tetraederflachen  ent- 
sprechen, hat  sich  vielmehr  ringsum  ziemlich  gleichförmig  eine  Masse 
gelegt,  deren  Moleküle  einem  anderen,  ebenfalls  negativen,  aber  in 
einer  um  90"  verdrehten  Stellung  befindlichen  Tetraeder  angehören. 
Diesem  letzteren  Tetraeder  gehören  die  grossen  Telraederflüchen  an. 

Man  kann  den  Krystall  nicht,  wie  dies  von  Herrn  Mack  ge- 
schieht, als  einen  einfachen  auffassen ;  damit  stehen  die  durch  Druck 
erzeugten  elektrischen  Spannungen  in  vollem  Widerspruche.  Die 
grossen  Tetraederflüchen  werden  durch  ihre  Beschaffenheit  und  durch 
die  Lage  der  Flüchen  des  Pyramidentetraeders  und  des  Hexakis- 
tetraeders  als  die  Flüchen  eines  negativen  Tetraeders  gekennzeichnet, 


4)  Dieser  Krystall  ist  derselbe,  welchen  Herr  Mack  in  seiner  Abhandlung 
«über  das  py  roelcklrische  Verhallen  des  Dorncitesa  uuler  No.  8  beschrieben  und 
untersucht  hat.    Zeitschrift  für  Kristallographie.  Bd.  VIII.   1884.  S.  513. 
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musslcn  also  beim  Druck  negativ  werden;  sie  zeigen  jedoch  gerade 
entgegengesetzt  positive  Spannung,  die  aber  nicht  ihnen,  sondern 
dein  inneren  Kern  iliro  Entstehung  verdankt').  Die  kleineren  Te- 
traederflächen sind  nicht  wie  bei  einfachen  Kryslallen  die  Flachen 
eines  positiven  Tetraeders,  sondern  die  Flächen  eines  negativen, 
welche  dein  inneren  Kern  angehören.  Die  matte  Beschaffenheit  ihrer 
Oberfläche  charaklerisirt  sie  auch  schon  als  die  Flächen  eines  nega- 
tiven Tetraeders2). 

Der  vorliegende  Krvstall  ist,  wie  bereits  oben  erwähnt  wurde, 
von  Herrn  Mack  auf  sein  thermoelektrisches  Verhalten  mittelst  der 
Methode  der  Bestäubung  untersucht  worden.  Ich  wende  mich  da- 
her zunächst  zu  den  auf  diesem  Wege  gewonnenen  Beobachtungen. 

Auf  den  Flächen  eines  einfachen  negativen  Tetraeders  nimmt, 
wie  wir  früher  S.  300  gesehen  haben,  die  negative  Spannung  nach 
den  Händern  bin  ab ;  jedoch  nach  den  benachbarten  positiven  Würfel- 
llächen  hin  in  stärkerem  Grade  als  nach  den  anliegenden  kleinen 
Tetraederflächen  hin.  Sie  geht  in  der  Nähe  der  Würfelflächcn  oft 
schon  in  die  positive  Uber,  während  sie  sich  andererseits  häutig  Uber 
die  den  Telraederflächen  anliegenden  Theile  der  Hhombendodekaeder- 
flächen  ausbreitet. 

Infolge  dieser  auf  einfachen  negativen  Kryslallen  vorhandenen 
elektrischen  Verlheilting  erscheint  bei  dem  Bestäuben  mit  einem  Ge- 
menge aus  Mennige  und  Schwefel  auf  der  Mitte  der  grossen  Te- 
lraederflächen ein  mehr  oder  weniger  deutliches,  von  Mennige  gebil- 
detes rolhes  Dreieck,  dessen  Spitzen  gegen  die  anliegenden  Rhomben- 
dodekaederflächen  gerichtet  sind ;  die  den  Wurfelflächen  zugewandten 
Seilen  dieser  Dreiecke  zeigen  sich  dagegen  bei  deutlichen  Figuren 
nach  innen  gekrümmt.  Die  Spitzen  des  Dreieckes  verlängern  sich 
häulig  in  schmale  Zungen,  welche  sich  eine  Strecke  weit  über  die 
Hhonibendodekaederflächen  verbreiten,  wie  das  früher  bei  den  Kry- 
slallen No.  I  und  III  beschrieben  ist. 

Wenn  nun  ein  Krystall  wie  der  vorliegende  einen  aus  zwei 

1)  Vergl.  die  S.  28t  angerührten  Beobachtungen. 

2)  Herr  Mack  sagt  in  seiner  Abhandlung,  dass  die  grossen  Telraederflächen 
ziemlich  maUllachig  sind ;  die  Flächen  des  anderen  Tetraeders  bezeichnet  er  als 
kleiner,  einzelne  sehr  klein,  mit  Unebenheiten,  auf  den  ersten  Blick  rauher  er- 
scheinend. 
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negativen  Telraedern  gebildeten  Zwilling  darstellt,  an  welchem  die 
Flachen  beider  Tetraeder  negative  Polarität  besitzen,  so  .sind  auf  diesen 
sämmllichen  Flachen  die  Spitzen  der  Dreiecke  gegen  die  Rhomben- 
dodekaederflachen  gerichtet,  und  bei  hinreichender  Starke  der  nega- 
tiven Polarität  weiden  die  von  einer  grossen  und  einer  kleinen  Te- 
traederflache ausgehenden  Fortsätze  zusammentreffen.  Es  bildet  sich 
dann  eine  rothe  Linie,  welche  die  von  den  Tetraederflächen  aus- 
gehenden Spitzen  der  Dreiecke  verbindet. 

Ware  der  Aufbau  des  Kryslalles  ein  absolut  regel massiger,  so 
würde  diese  Verbindung  zwischen  allen  grossen  und  kleinen  Tetraeder- 
flachen in  gleicher  Starke  auftreten.  Da  jedoch  eine  vollkommene 
Hegelmassigkeit  nicht  zu  erwarten  ist,  so  werden  diese  Verbindungen 
mehr  oder  weniger  deutlich  vorhanden  sein,  auch  wohl  auf  den 
Rhombendodekaederflächen  eine  Unterbrechung  erleiden. 

Herr  Mack  sagt  über  die  Vertheilung  des  Schwefels  und  der 
Mennige  auf  diesem  Krystalle  in  seiner  oben  angeführten  Abhand- 
lung S.  513:  »Sänimlliche  Versuche  ergeben  mehr  oder  weniger 
deutlich  das  gleiche  Verhallen.  Gelb  erscheinen  alle  sechs  Würfel- 
flachen;  fünf  davon  waren  starker  gelb  als  die  sechste,  welche  an 
Ausdehnung  die  kleinste  war.  Die  Mehrzahl  der  Rhombendodekaeder- 
flächen waren  in  ihren  den  Würfelflachen  anliegenden  Theilen  eben- 
falls gelb.  Alle  acht  Tetraederflachen  zeigten  Rothfärbung.  Auf  der- 
selben traten  diejenigen  Linien  starker  hervor,  welche  von  den  Mitten 
der  Flächen  senkrecht  zu  den  Üktaederkanten  verlaufen.  Die  rothen 
Linien  setzten  sich  mehr  oder  weniger  deutlich  über  die  Rhomben- 
dodekaederflächen fort.  Nicht  alle  Tetraederflachen  zeigten  die  drei- 
strahlige  Figur  gleich  scharf;  auf  einigen  war  sie  leicht  erkennbar, 
auf  den  übrigen  nur  andeutungsweise  vorhanden.« 

Herr  Mack  hat  die  Bestäubung  10  bis  20  Secunden  nach  dem 
Herausnehmen  aus  dem  heissen  Luftbade  eintreten  lassen.  Ich  habe 
diese  Versuche  an  dem  bis  93°  C.  erhitzten  Kr\  stall  1  ö,  30  und  1 20 
Secunden  nach  dem  Herausnehmen  aus  dem  Luftbade  wiederholt. 
Der  Kryslall  war  dabei  mit  einer  grossen  Tetraederfluche  auf  einen 
dünnen  Kupferstreifen  mittelst  Leimes  befestigt  und  es  waren  stets  die 
obere  kleine  Tetraederflache  und  die  sie  umgebenden  Rhombendode- 
kaederflächen genau  bekannt,  Der  Kryslall  wurde  in  vier  verschie- 
denen Lagen  bestaubt,  in  denen  die  Flüchen  I,  2,  3  und  4  auf  dein 
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KupfcrsI reifen  aufgeleimt  waren,  und  also  der  Reihe  nach  die  kleinen 
Tetraederflüchen  />,  Ii  und  A  oben  lagen.  Bei  der  BostUubung 
konnten  jedesmal  die  Zeichnungen  auf  der  oberen  kleinen  Tetraeder- 
flüche,  den  sie  umgebenden  Rhombendodekacdei  flachen  und  den 
seitlichen  drei  grossen  Tetraederflachen  beobachtet  werden. 

Bei  den  Bestaubungen  nach  15  und  30  Secunden  laufen,  ent- 
sprechend den  Angaben  des  Herrn  Mach,  welcher  die  Bestaubung 
20  Secunden  nach  dem  Beginne  der  Abkühlung  eintreten  Hess, 
schmale  rothe  Streifen  fast  Uber  alle  Hhombendodekaederflachen  von 
den  Spitzen  der  rothen  Dreiecke  auf*  den  grossen  Tetraederflachen 
nach  den  kleinen  Tetraederflüchen;  ausgenommen  waren  nur  die 
Khombendodekaederflüchen  6'3,  6*4  und  ZH,  auf  denen  der  von  3 
und  4  ausgehende  rothe  Streifen  nur  bis  zur  Milte  dieser  Flüchen 
ging,  ohne  die  kleinen  Tetraederflüchen  C  und  D  zu  erreichen. 

Veranlasst  durch  die  mittelst  des  Elektrometers  beobachteten  Vor- 
gänge wurde  auch,  wie  schon  erwühnt,  noch  eine  Bestäubung  2  Mi- 
nuten nach  dem  Beginn  der  Abkühlung  vorgenommen.  Jetzt  waren 
die  Zeichnungen  im  Allgemeinen  andere.  Auf  den  meisten  Khomben- 
dodekaederflüchen zog  sich  an  der  von  ihnen  mit  den  angrenzenden 
kleinen  Tetraederflüchen  gebildeten  Kante  ein  gelber,  also  eine  posi- 
tive Polarität  andeutender  Streifen  von  einer  Würfelllüche  bis  zur 
andern.  Dies  geschah  auf  allen  Flüchen  mit  Ausnahme  der  um  D 
gelegenen  und  der  Flüche  A3,  auf  welchen  auch  jetzt  noch  der 
rothe  Streifen  von  der  Spitze  des  Dreieckes  auf  den  grossen  Tetraeder- 
flüchen bis  zur  kleinen  Telraederflüche,  wenn  auch  bisweilen  nur  sehr 
schwach,  wahrgenommen  werden  konnte. 

Die  Beobachtungen  mittelst  des  Elektrometers  wurden  zuerst  so 
ausgeführt,  dass  der  Kryslal!  wie  gewöhnlich  in  Kupferfeilicht  einge- 
setzt war  und  dabei  nur  eine  der  26  Flüchen  (der  4  grossen  und 
4  kleinen  Tetraederflüchen,  der  0  Würfel-  und  der  12  Rhomben- 
dodekaederflüchen) ,  welche  gerade  untersucht  werden  sollte ,  frei 
blieb  und  daran  noch  Versuche  an  den  1 2  Rhombendodekaederflüchen 
angeschlossen,  bei  welchen  nur  der  initiiere,  von  einer  grossen  zu 
einer  kleinen  Tetraedcrflüche  laufende  Streifen  dieser  Flüchen  frei 
blieb,  wahrend  die  nach  den  Würfelflüchen  hin  gelegenen  Theile  der 
Flüchen  bedeckt  waren1). 

I)  Liegt  die  ganze  llhombendodckaodcrlläclic  frei,  so  wirken  alle  ihre  Theile, 
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Die  Beobachtungen  begannen  ungefähr  2  Minuten  nach  Beginn 
der  Abkühlung  und  wurden  bis  zu  10  und  12  Minuten  fortgesetzt. 
Dabei  zeigten  sieh  Aenderungen  in  der  Polarität  auf  den  Rhomben- 
dodekaederflächen ') . 

Die  in  die  Zeichnung  No.  XVII  eingetragenen  Messungen  be- 
ziehen sich  auf  den  Zustand  nach  1 0  bis  1 2  Minuten  dauernder  Ab- 
kühlung, während  jede  der  gezeichneten  Flüchen  frei  lag.  Die  auf 
den  einzelnen  Rhonibendodekaederflüchcn  beobachteten  Aenderungen 
werde  ich  hier  mit  Worten  angeben: 

1)  Auf  den  um  A  gelegenen  drei  Rhombendodekaederflüchen 
wurde  gleich  anfangs  (d.  h.  2  Minuten  nach  Beginn  der  Abkühlung) 
bei  freier  Flüche  nur  auf  der  Flüche  vi  3  in  der  Nahe  von  A  nega- 
tive Spannung  beobachtet,  die  dann  in  die  positive  überging.  Auf 
der  Fläche  A  I  konnte  dieselbe  anfangs  nur  auf  dem  mittleren  Strei- 
fen, als  derselbe  allein  frei  lag,  beobachtet  werden.  Sonst  erschien 
Uberall  positive  Spannung. 

2)  Flüchen  um  //.  Bei  ganzer  freier  Flüche  wurde  auf  der 
Flüche  IM  überall  positive  Spannung  gefunden.  Auf  der  Flüche  ß2 
war  anfangs  der  nach  V  hin  gelegene  Theil  und  die  Milte  negativ, 
das  nach  I  hin  liegende  Stück  positiv ;  diese  letztere  Polarität  ver- 
breitete sich  allmählich  auch  Uber  die  Mitte,  so  dass  zuletzt  nur  die 
an  V  gelegene  Spitze  negativ  verblieb.    Achnlich  verhielt  sich  die 


wenn  auch  je  nach  ihrem  Abstände  in  verschiedener  Stärke,  auf  den  genäherten 
Plalindraht  verlhcilcnd.  Herrscht  z.  B.  in  der  Milte  dieser  Fläche  nur  eine  schwache 
negative  Spannung,  während  zu  beiden  Seiten  in  der  Mibe  der  Würfelflächen 
starke  positive  EleklriciüU  sich  findet,  so  zeigt  das  Elektrometer  beim  Annähern 
des  Piatindrnhtes  an  die  Mitte  nicht  negative,  sondern  positive  Polarität  an.  Man 
kann  indess  an  der  Bewegung  des  Goldblättchens  bereits  die  negative  Beschairen- 
heit  der  Mitte  der  Fläche  erkennen,  indem  beim  langsamen  Annähern  des  Drahtes 
der  eintretende  positive  Ausschlag  bis  zu  einem  gewissen  Punkte  wächst  und  dann 
bei  weiterer  Annäherung  infolge  der  unterhalb  liegenden,  aus  grosser  Nähe  wir- 
kenden negativen  Eleklricilät  abnimmt.  Um  einen  negativen  Ausschlag  hervortreten 
zu  lassen,  ist  es  nöthig,  die  seitlichen  und  positiven  Flächenstücke  mit  Kupfer- 
feilicht zu  bedecken. 

\)  Durch  diese  Wahrnehmungen  wurden  die  zuvor  angeführten  Versuche 
mittelst  der  Bestäubung  nach  i  Minuten  veranlasst.  Die  Abkühlung  des  in  Kupfer- 
feilicht  eingehüllten  Kryslalles  erfolgte  selbstverständlich  langsamer,  als  wenn  der 
Krystall  frei  auf  dem  Kupferstreifen  befestigt  war. 
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Flüche  Iil\  sie  war  anfangs  nur  nach  IV  hin  positiv,  die  Mitlo  und 
der  an  V  grenzende  Theil  aber  negativ.  Im  Verlaufe  der  Abkühlung 
dehnte  sich  die  positive  Spannung  auch  über  die  Mitte  aus,  so  dass 
nur  der  an  V  anslossende  Theil  negative  Spannung  zeigte.  Die  nega- 
tive Beschaffenheit  der  beiden  Flachen  Ii  2  und  B  4  in  der  Nahe  der 
Würfelflachc  V  steht  jedenfalls  mit  der  geringen  Starke  der  positiven 
Spannung  auf  V  in  ursächlichem  Zusammenhang.  Waren  die  Enden 
der  Rhombendodekaedcrflüchen  bedeckt  und  nur  der  mittlere  Streifen 
frei  geblieben,  so  trat  auf  der  Mitte  der  Flächen  D2  und  Iii  die 
negative  Spannung  hervor. 

3)  Flüchen  um  C.  Bei  ganzer  freier  Fläche  zeigte  anfangs  die 
Flüche  6' 2  in  der  Mitte  und  dem  nach  V  hin  gelegenen  Theile  nega- 
tive Spannung,  und  nur  der  nach  II  hin  gelegene  Theil  war  positiv; 
spüter  erschien  nur  der  nach  V  und  2  hin  gelegene  Theil  noch 
negativ.  Auf  der  Flüche  CS  war  anfangs  die  Mitte  und  der  nach 
II  hin  gelegene  Theil  negativ,  der  nach  VI  hin  liegende  positiv; 
spüter  trat  überall  positive  Spannung  hervor.  Auf  der  Flüche  Cl 
zeigte  sich  anfangs  fast  überall  negative,  spüter  positive  Polarität. 
Waren  nur  die  mittleren  Streifen  der  um  C  liegenden  Rhombendodc- 
kaederflüchen  frei,  so  zeigten  dieselben  fast  sümmtlich  negative  Elek- 
tricitüt. 

4)  Flüchen  um  D.  Auf  den  Flüchen  03,  Di  und  Dl  zeigte 
sich  bei  ganzer  freier  Flüche  überall  positive  Spannung,  mit  Aus- 
nahme einer  kleinen  Stelle  auf  der  Flüche  1)3  (am  Bande  von  D 
nach  III  hin  gelegen).  Auch  wenn  die  Mitten  der  Flüchen  allein 
frei,  die  nach  den  Würfelflüchcn  hin  gelegenen  Theile  mit  Kupfer- 
feilicht bedeckt  waren,  wurde  nur  positive  Polaritüt  beobachtet'). 

Die  sowohl  durch  die  Bestäubung  als  auch  durch  das  Elektro- 
meter nachgewiesenen  Aenderungcn  in  der  elektrischen  Beschaffenheit 


4)  Wenn  bei  den  licobachlungen  mit  dein  Elektrometer  die  negativen  Streifen 
auf  den  Khombendodckacdcrflächen  weniger  häutig  beobachtet  wurden ,  als  beim 
Bestäuben,  so  liegt  der  Grund  davon  hauptsächlich  darin,  dass  die  Bestimmungen 
mit  dem  Elektrometer  erst  nach  einer  Abkühlung  von  %  Minuten  begannen.  Hütte 
mau  diese  sogleich  beim  Beginne  derselben  ausführen  wollen,  so  hätte  der  Kry- 
stall  auf  den  neben  dem  Elektrometer  befindlichen  kleinen  Ofen  erhitzt  werden 
müssen.  Bei  den  durch  die  Bestäubung  erhaltenen  Resultaten  erschien  eiue  Wie- 
derholung in  dieser  Weise  nicht  mehr  nolhig. 
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der  Rhombendodekaedeillüchen  sind  jedeufals  eiue  Folge  der  Zvvil- 
lingsbildung. 

Krytiatl  No.  Will  (T«f.  II,  No.  Will).  Dieser  grosse  Kryslall,  den 
ich  der  (Jute  des  Herrn  Prof.  Karsten  verdanke,  isl  leider  an  seiner 
unteren  Seite,  wie  sieh  aus  dem  Netze  No.  Will  ergibt,  verbrochen. 
Oer  Abstand  der  beiden  parallelen  Würfclflüehen  2  und  4  betrügt 
12  nun.  Der  Rrystall  besitzt  grosse  WUrfelflüchen;  ziemlich  ausgedehnt 
sind  auch  die  Hhombendodckaeder-  und  die  glatten  Telraederflüehen; 
die  malten  Tetraederfllichen  sind  kleiner.  Seine  Masse  ist  grau  und 
dicht,  und  die  Flüchen,  mit  Ausnahme  des  mallen  Tetraeders,  zeigen 
ein  glattes  und  gllinzendes  Aussehen.  Die  als  ü  bezeichnete  Flache 
ist  eine  ziemlich  ebene  Bruchflüche. 

Die  elektrische  Verlheilung  auf  der  Oberflüche  dieses  Krvslalles 
ist  in  das  Nelz  No.  Will1)  eingetragen.  Aus  derselben  ergibt  sich, 
dass  seine  Bildung  in  der  Hauptmasse  einem  negativen  Tetraeder 
entspricht;  denn  die  fünf  vorhandenen  Würfelflüchen  sind  positiv. 
Ausgezeichnet  isl  derselbe  durch  die  Bildung  nach  einem  zweiten 
negativen,  gegen  die  Hauptmasse  um  90"  gedrehten  Tetraeder.  Dies 
zweite  Tetraeder  zeigt  sich  namentlich  an  der  Ecke  (1  .  3  .  i),  wo 
auf  der  glatten  Telracdcrllüche  nach  der  Wurfelflüche  1  hin  die 
negative  Polarität  erscheint,  und  sich  auch  noch  über  die  anliegen- 
den Theile  dieser  Wurfelflüche  und  der  beiden  Rhombendodekaeder- 
llüchen  (I  .  3)  und  (I  .  V)  verbreitet,  während  doch  sonst  die  Aus- 
breitung der  negativen  Polarität  Uber  die  Khombcndodekaederflüchen 
nur  von  den  matten  Telraederflüehen  ausgeht.  Auch  auf  der  glatten 
Telraederflüchc  (I  .  2  .  ö)  ist  der  in  der  Nahe  der  Rhombendode- 
flüehe  (2  .  ö)  gelegene  Theil  negativ,  und  auch  von  hier  aus  verbreitet 
sich  die  negative  Spannung  über  die  Flüche  (2  .  3).  Die  noch  vor- 
handene drille  glatte  Telraederflüchc  (2.3.  G)  ist  durchweg  positiv. 
Auf  den  beiden  vorhandenen  kleinen  malten  Telraederflüehen  (1.2.3; 
und  {I  .  i  .  ö)  zeigt  sich  iu  dem  einen  Winkel  eine  kleine  positive 
Stelle. 

Die  Bruchflüche  ü  ist  fast  in  ihrer  ganzen  Ausdehnung  negativ ; 

I)  In  die  kleinen  Rüchen  des  Würfels  und  lUiouibendodckacdcrs  kotinten 
wegen  Mangel  an  Kaum  die  zahlreichen  Messungen  uichl  speeiell  einheiraten  wer- 
den;  die  auf  ihnen  heobachtelcn  elektrischen  Polaritäten  sind  daher  nur  durch  die 
Karbon  angegeben. 
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nur  am  Itande,  nach  der  Flache  5  hin,  findet  sich  ein  positiver  Strei- 
fen. Die  auf  dieser  Flache  erscheinende  negative  Polarität  ist  jeden- 
falls nur  eine  Folge  der  Verletzung. 

B.    Yeiwae/isumj  zweier  jHtsitirer  Tetraeder. 

Im  t/st ii Ii  .\o.  XIX  (Taf.  III,  N<».  XIX  ).  Die  Masse  dieses  krystalles. 
den  ich  der  (Jute  des  Herrn  Geh.  Delrath  Kmip  in  Karlsruhe  verdanke, 
ist  farblos  und  an  sich  durchsichtig,  aber  durch  Kinschliissc  getrübt. 
Niichsl  den  Wiirl'clflachen  sind  am  grossten  die  glatten  Tetraeder- 
Hachen;  schmaler  sind  die  Hhombcndodckucderflachen ;  sehr  klein, 
einige  kaum  wahrnehmbar),  die  matten  Tclraedcrflaehen  und  die  an 
denselben  Kcken  befindlichen  Pyramidentclraederllaehen.  Der  Abstand 
zweier  paralleler  Würfelflachen  missl  S  mm. 

Die  elektrische  Yerlheilung  auf  diesem  Krvstalle  ist  eine  sehr 
cigenlhUmliche  und  weist,  wie  ich  zeigen  werde,  auf  eine  fast  voll- 
standige  Durchdringung  zweier  positiver  um  90"  gegeneinander  ge- 
drehter Tetraeder  hin. 

Auf  den  vier  grossen  glänzenden  Tetraederflachen  erscheint  posi- 
tive Klektricitat  in  massiger  Starke;  eben  dieselbe  lindel  sich  auch, 
aber  in  geringerer  Intensität,  auf  den  Übrigen  vier  Ecken,  wo  sonst 
die  negative  auftritt.  Die  Würfelflachen  sind  in  der  Mitte  negativ, 
und  diese  negative  Polarität  verbreitet  sich  meistens  nach  der  Milte 
der  Uander,  wahrend  die  Kcken  und  auch  wohl  noch  ein  Theil  des 
Randes  positive  Spannung  darbieten.  Auf  den  meisten  der  llhombcn- 
dodekaederflaehen  sind  die  an  den  beiden  Kcken  gelegenen  Theile 
ebenfalls  positiv,  wahrend  sich  über  das  mittlere  Stück  die  negative 
Zone  von  einer  Würfelflache  zur  andern  verbreitet. 

Die  im  Vorstehenden  beschriebene  elektrische  Verkeilung  auf 
dem  Horaeite  No.  XIX  gleicht  der  von  mir  auf  den  symmetrisch  ge- 
stalteten Würfeln  des  Flussspathcs  beobachteten,  lu  meiner  Abhand- 
lung über  die  photo-  und  thermoelcklrisehen  Kigenschaftcn  des  Fluss- 
spathcs1) habt!  ich  gezeigt  ,  dass  selbst  die  Unterschiede  zwischen 
den  Hauptachsen  und  den  Irigoualen  Zwischenaehsen  (Kekenachsen) 
des  Würfels  hinreichend  sind,  um  bei  remperalurandcrungcn  thermo- 
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elektrische  Spannungen  auftreten  zu  lassen;  die  Mitten  der  Wurfelflachen 
und  ihrer  Münder  sind  beim  Klusssputh  negativ,  die  Ecken  positiv,  ver- 
hallen sich  also  genau  so  wie  heiin  vorliegenden  Horacilkiyslall. 

Wenn  sich  zwei  hemimorphe  Krystalle  zu  einem  Zwillinge  zu- 
sammensetzen, so  ttussert  sich  darin  das  Bestreben,  die  Symmetrie 
möglichst  wieder  herzustellen.  Dies  geschieht  beim  Boraeit  bei  der 
Durchwachsung  zweier  gleicher,  um  1)0"  in  ihrer  Stellung  verschie- 
dener Tetraeder,  und  es  liegt  im  Kryslall  No.  Xl\  eine  solche;  Zwil- 
lingsverwachsung  zweier  positiver  Tetraeder  vor.  Hierdurch  wird  auf 
ihm  die  polarelektrische  Vertheilung  nach  den  Irigonalen  Achsen  auf- 
gehoben, und  es  kann  bei  vollständig  gleich  starker  Entwicklung  der 
beiden  Bildungen  dann  mir  die  der  symmetrischen  Form  entsprechende 
Polarität  auftreten. 

Wenn  die  beiden  Tetraeder  gleich  stark  entwickelt  sind,  so  heben 
sich,  wie  gesagt,  die  polarelektrischen  Vertheilungen  nach  den  Irigo- 
nalen Zwischenachsen  auf;  dagegen  bleibt  die  negali\e  Polarität  auf 
den  Wiirfelllachen,  da  sie  für  beide  Tetraeder  dieselbe  ist,  erhalten. 
Ks  müssen  also  die  WilrfelflUcheii  negative  Spannungen  zeigen  und 
die  als  nothwondige  Ergänzung  geforderten  positiven  nehmen  infolge 
der  Achsenverhaltnisse  die  Ecken  ein.  Dies  ist  nun  in  der  Thal  bei 
dem  Horaeit  No.  XIX  der  Fall. 

Dass  jedoch  in  diesem  Krystalle  ilie  Bildungen  nach  den  beiden 
Tetraedern  nicht  in  völlig  gleich  starkem  Grade  entwickelt  sind,  son- 
dern dass  dasjenige  Tetraeder,  dessen  Flachen  den  grossen  Tetraeder- 
flachen  entsprechen,  etwas  vorwaltet,  ergibt  sich  schon  ausserlich 
aus  dem  Auftreten  ausseist  kleiner  Pyramidentetracderflachen  an  den 
vier  anderen  Ecken  und  wird  auch  durch  die  thermoelektrische  Un- 
tersuchung bestätigt.  Bei  vollkommen  gleich  starker  Kntwiekelung 
der  beiden  Bildungen  müssten  alle  Witrfelecken  gleich  stark  elek- 
trisch sein.  Wir  finden  aber  an  den  vier  Kcken  mit  grossen  Tetraeder- 
flachen stärkere  positive  Spannungen,  als  an  den  vier  anderen.  Das 
vorwaltende  Tetraeder  entspricht  mit  seinen  positiven  Flachen  den 
ersten  vier  Ecken,  dagegen  mit  seinen  negativen  Eckeu  den  letzten 
vier.  Die  auf  den  acht  Ecken  des  symmetrischen  Krvstallcs  auf- 
tretende  positive  Polarität  wird  also  auf  den  ersten  vier  Ecken  durch 
die  stärkere  Kntwiekelung  des  einen  Tetraeders  vergrösserl,  und  auf 
den  anderen  vier  Ecken  verringert. 
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Im  Jahre  1886  habe  ich  in  den  Abhandlungen  der  Künigl.  Sachs. 
Ges.  d.  Wissensch.1)  Uber  die  Geschichte  des  menschlichen  Rücken- 
markes und  der  Nervenwurzeln  berichtet.  Der  nachfolgende  Aufsatz 
soll  einen  Beitrag  zur  Geschichte  des  Gehirns  und  seiner  Nerven, 
sowie  zu  derjenigen  des  peripherischen  Nervensystems  liefern.  Die 
Formentwickelung  des  Gehirns  wird  diesmal  nur  insoweit  behandelt 
werden,  als  zum  Verstündniss  des  Uebrigen  nöthig  ist.  Den  Schwer- 
punkt dieser  Mittheilung  verlege  ich  in  die  Verfolgung  der  centralen 
und  peripherischen  Nervenbahnen  während  der  Uebergangszeit  vom 
ersten  zum  zweiten  Monat.  Zu  dieser  Zeit  sind  die  sämmtlichen 
Kopfnerven  angelegt,  der  Aufbau  des  Gehirns  ist  dabei  noch  von 
typischer  Einfachheit  und  die  Parallele  seiner  Wandbezirke  mit  denen 
des  Gehirns  lässt  sich  ohne  Schwierigkeit  verfolgen.  Die  Durch- 
führung dieser  Parallele  ist  aber  eine  Aufgabe,  welche  der  Hirn- 
forschung schon  seit  manchem  Jahrzehnt  vorschwebt  und  deren  Lösung 
in  ihren  Hauptzügen  gegeben  sein  muss,  bevor  man  hoffen  darf,  die 
secundären  Complicationen  des  Hirnbaues  erfolgreich  zu  bewältigen2). 


4)  Bd.  XIII.  Nr.  VI  der  inathemat. -physischen  Klasse. 

i)  Ich  darf  hier  an  die  einleitenden  Worte  anknüpfen,  die  ich  vor  19  Jahren 
einem  kleinen  Aufsatz  »über  die  Gliederung  des  Gehirns«  (Verhandl.  der  nalurf. 
Gesellschaft  in  Basel,  Februar  1869.  Bd.  IV.  S.  388}  vorangestellt  hatte:  »Es  ist 
eine  der  ersten  Aurgaben  der  Entwicklungsgeschichte  des  Gehirns,  zu  verfolgen, 
wie  sich  die  verwickelte  Endgcstalt  des  Organs  aus  der  einfachen  Urgcstalt  her- 
vorbildet, und  welches  die  wesentlichsten  Bedingungen  dieser  Umbildung  sind. 
Etwas  einseitig  ausgedrückt,  handelt  es  sich  darum,  den  gesammten  Hirnbau  auf 
den  Typus  des  Rückenmarksbaues  zurückzuführen,  eine  Aufgabe  parallel  derjenigen, 
welche  die  Wirbcllheorie  des  Schädels  für  das  Gehäuse  der  nervösen  Cenlraltlieile 
seil  Langem  zu  lösen  gesucht  hat.  In  mehr  oder  weniger  praciser  Weise  ist  diese 
Aufgabe  bereits  wiederholt  in  Angriff  genommen  worden.  Von  embryologischer 
Seile  hat  unstreitig  C.  E.  v.  Bahr  im  t.  Thcile  seiner  Entwickelungsgcschichle  am 
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Die  allgemeine  Formentwiekelung  des  Gehirns  bis  zum  Ende 

des  zweiten  Monats. 

Ende  der  /weilen  Woche.  In  diese  frühe  Zeit  fallen  Allen 
Thomsons  Nr.  2  und  mein  Embryo  SU,  beide  in  Betreff  von  Grösse 


meisten  Material  zu  deren  Lösung  geliefert.  Seine  Darstellung  von  der  Umbildung 
des  vorderen  Kirnendes  isl  noch  jetzt  durchaus  mustergültig.  Von  rein  anato- 
mischer Seite  aus  haben  Stiu.inu,  Seil  kok  dkr  v.  d.  Kolk,  Deiters  u.  A.  zunächst 
für  die  Mcdulla  oblongata  den  Nachweis  geführt,  dass  sie  sich  auf  den  Typus  des 
ilückenmarkes  zurückführen  lässt.«  In  der  eben  cilirten  Arbeil  halte  ich  versucht, 
einige  von  den  Bedingungen  festzustellen,  welrhe  bei  der  Umgestaltung  des  ursprüng- 
lich so  einfach  angelegten  Mednllarrohres  in  Betracht  kommen.  Mein  damaliges 
Material   war  den   Eutwickcluugsreihen   vom  Hühnchen,    vom   Frosch  und  von 


Knochenfischen  entnommen  und  ich  halte  in  jener  Zeit  den  Plan  einer  grösseren 
vergleichend  embryologischen  Arbeit  über  das  Gehirn.  Aeussere  und  innere 
Hindernisse  haben  diesen  Plan  damals  nicht  zur  Realisirung  kommen  lassen,  und 
das  Ziel,  das  ich  mir  jetzt  stecke,  ist  ein  bescheideneres,  als  das  meiner  jüngeren 
Jahre.  —  In  dem  verflossenen  Jahrzehnt  sind,  abgesehen  \on  den  entwickelungs- 
geschiclitlichen  Lehrbüchern,  zwei  grössere  Monographien  über  Gehirnenlwickclung 
erschienen:  die  bekannte  »  Entwickelungsgesehichte  des  Gehirns«  v.  MlBALKOVICI 
und  die  »Beiträge  zur  Anatomie  und  Entwicklungsgeschichte  des  Nervensystems! 
von  L.  Loewe.  Letzterer  Autor  hat  sich  zum  Theil  von  ähnlichen  Gesichtspunkten 
leiten  lassen,  wie  ich  selber,  und  so  begegnen  wir  uns  auch  in  einzelnen  unserer 
Ergebnisse.  Lokwe  ist  insbesondere,  gleich  mir,  bemüht,  das  Princip  durch- 
gehender Längszonen  im  Gehirn  zu  consequenter  Geltung  zu  bringen.  Ich  muss 
dies  ausdrücklich  anerkennen,  weil  ich  in  zahlreichen  einzelnen  Punkten  Loewes 
Auffassungen  nicht  Ihcilc.  Ueber  die  im  vorliegenden,  sowie  im  vorjährigen  Auf- 
satze im  Vordergrund  stehende  Frage  der  Nervenbildung  findet  man  bei  Loewe 
keine  brauchbaren  Beobachtungen,  es  reichte  seine  Methodik  zur  Bearbeitung  dieser 
Frage  nicht  au*. 


Embryo  \»n  Allen  VmMMM  im  Prodi 
gMtbMa  Verirr.  10.  N»rh  «tiiwir  uiipuhli- 
«•irt«n<»ri(rinalj<?U-hnuiiK.  «  AmnioitfeUcn. 


Fig.  1. 


und  Ausbildung  in  sehr  erfreulicher  Uebcr- 
einstimmung  unter  einander.  Die  Medullar- 
anlage  isl  noch  nicht  zum  Rohr  geschlossen, 
ihre  Axe  wellenförmig  gebogen,  mit  zwei 
dorsalen  Erhebungen  und  einer  dazwischen 
liegenden  Hinsenkung  Letztere  befindet 
sich  auf  der  Grenze  zwischen  Rumpf  und 
Kopf.  Der  höchste  Punkt  der  vorderen 
Erhebung  bezeichnet  den  Ort  des  Miltel- 
hirns,  und  das  Vorderhii  ngebiet  ist  stark 
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vornüber  gebogen.  In  der  diesem  Aufsalze  beigegebenen  Proiiifigur 
Allen  Tiiomson's  sind  die  drei  Hauptabteilungen  des  Gehirns  bereits 
unzweifelhaft  erkennbar1). 

Dritte  Woche.  Die  der  dritten  Woche  entstammenden  Em- 
bryonen (L,  Lg,  R(\  Bß,  Lr)  zeigen  das  Gehirn  in  die  fünf  Haupt- 
abtheilungen  gegliedert  und  längs  seiner  ganzen  Ausdehnung  ge- 
schlossen2). Als  Ganzes  betrachtet,  stellt  es  nunmehr  ein  in  nahezu 
rechtem  Winkel  gebogenes  zweiarmiges  Rohr  dar.  Der  hintere  Arm, 


Fig.  i 

Gehirn  Tf>m  Kmkryo  lg.  I'roaU  vilstructi jii.    VerRr.  X».    A  AiiK'nbU*»,  //  H.  uiUphlreohirn ,   7.  Zwinchenhirn, 
.V  Mittolbirn,  /  Uthioii«.   Hh  Uititrrhiro.  -V  Nirhhim.  Ob  UahörMan«,   /.'/  IUut»i.frl.l.  Sk  N»fki>wkni»iiniing, 
Br  Hruckenkittinmuni',  i'<«  Protcsans  inamniilUri*.  7Y  Tiii  literf.irtsatz. 

beinahe  doppell  so  lang  als  der  vordere,  umfasst  das  Nachhirn 
und  das  Hinlerhirn',  d.  h.  die  Theile,  welche  die  Kaulengrube  um- 
schliessen.  Der  vordere  Arm  besteht  aus  dem  Hemisphären-  und 
dem  Zwischenhirn.  Beide  Arme  begegnen  sich  in  dem  die  Kcke 
bildenden  Mittelhirn.  Ich  bezeichne  dieselben  als  Rautengruben-, 

1  Herr  Allkn  Thomson  war  s.  L.  so  gut,  mir  seine  allen  Originalzeieh- 
nungen  zur  Benützung  überlassen  (Anat.  mensclil.  F.mbr.  II,  S.  .15  und  ich  ent- 
nehme denselben  die  von  ihm  selber  unpublicirte,  für  unsere  Frage  besonders 
interessante  Figur  I . 

2)  Anat.  mcnschl.  Fmbr.  Taf.  IX,  Fig.  6 — 15. 
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und  als  Grosshirnarm  oder  abgekürzt  als  Raulcnhirn  und  als 
Grosshirn.  Die  auf  deren  Grenzo  befindliche  Krümmung  (die 
Sehe itelkriim in ung  der  Autoren)  ist  den  Übrigen  Axenkrüm- 
mungen  des  Gehirns  in  ihrer  Ausbildung  weit  voraus.  Die  Brücken- 
und  die  Nackenkrümmung  sind  noch  am  Schlüsse  der  drillen  Woche 
[Embryo  Lr)  nur  mUssig  entwickelt.  Dagegen  charakterisirt  sich  das 
Gebiet  der  Rautengrube  von  früh  ab  durch  die  Verbreiterung  des 
Hirnrohrcs  und  durch  die  Verdünnung  seiner  Decke.    Die  verdünnte 

Decke  ist  es  ja  auch,  die  vermöge  ihrer  Durch- 
sichtigkeit von  der  Umgebung  bald  in  bekannter 
Weise  sich  abhebt  und  ein  iiusserlich  erkenn- 
bares Feld  bildet,  das  sich  als  Hautenfeld 
bezeichnen  Uisst.  Die  grösste  Breite  des 
Feldes  fallt  in  dessen  oberen  Abschnitt,  seine 
oberen  Rander  bilden  miteinander  einen  stum- 
pfen, die  unteren  einen  spitzen  Winkel.  Die 
Divergenz  der  unteren  Rander  ist  in  der  dem 
Rückenmarke  zugewendeten  Hälfte  (dem  Ge- 
biete des  Calamus  scriplorius)  grösser,  als  in 
der  entgegengesetzten.  Demnach  zeigen  die 
Ränder  eine  gebrochene  Ecke,  welche  noch 
in  späteren  Stadien  wahrnehmbar  ist.  Im  Gan- 
zen hat  das  Rautenhirn  dieser  Periode  eine 
sehr  auffallende  Aehnlichkcil  mit  demjenigen 
vom  Frosch  oder  von  Pelromyzon.  Die  Gchör- 
blasen  befinden  sich  unterhalb  der  Stelle  grüsstcr 
Der  obere  Theil  des  Rautenhirns  setzt  sich 
durch  die  verjüngte  Strecke  des  Isthmus  vom  Millelhirn  ab. 

Der  vordere  Arm  des  Gehirnrohres  zeigt  schon  bei  den  jüngsten 
hierher  gehörigen  Embryonen  [Lg  bis  L\)  ein  selbständig  abgegliedertes 
Zwischenhirn.  Es  ist  vom  Mittelhirn  durch  eine  auch  am  oberen 
Rande  einschneidende  Furche,  die  Scheitelfurche,  abgesetzt,  sein 
vorderes  Ende  ist  durch  das  Abgehen  der  beiden  Augen  blasen 
bezeichnet.  Die  Basis  des  Zwischenhirns  schärft  sich  nach  rückwärts 
etwas  zu  und  lauft  in  eine  winklig  vortretende  Spitze  aus,  die  ich 
als  Processus  mammillaris  bezeichnen  will').    Es  ist  dieses  Ge- 


rig. 8. 

KaoUMihirn  de»R«lb«n  Kiubry u  von 
der  Rückseite. 


Rautcngru  benbreite. 


\)  In  der  Anal,  rncnschl.  Embr.  lieft  I,  p.  25  habe  ich  diese  Bildung  Hypo- 
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bilde  nicht  niil  «lern  Trichterfortsatz  zu  verwechseln.  Letzterer 
liegt  zwar  auch  an  der  Basis  des  Zwischenhirns,  aber  weiter  nach 
vorn,  als  der  Proc.  mammillaris,  nahe  hinter  der  Abgangsstelle  der 
Augenblasen  und  er  zeigt  sich  bei  den  Gehirnen  dieser  Zeit  (Lg  bis 
Lr)  nur  als  ein  stumpfer  Vorsprung. 

Die  beiden  Augenblasen  treten  als  breite  Ausladungen  aus  der 
Seite  des  Grosshirns  hervor  und  zwar  greift  ihr  Wurzelgebiet  in  das 
Zwischenhirn  über.  Sie  sind  etwas  nach  rückwärts  gebogen  und 
demgemUss  hinten  durch  eine  liefe,  vorn  durch  eine  seichte  Furche 
abgesetzt.  Noch  stehen  sie  Anfangs  (Lg)  mit  der  Hirnhohlc  in  weiter 
Verbindung  und  ihr 
Stiel  ist  fast  eben  so 
hoch  als  die  Augen- 
blasen selbst.  Der 
Abschnitt  des  He- 
inispharcnhirns  ist 
noch  sehr  unbedeu- 
tend. Im  Proül  ge- 
sehen erscheint  er  als 
halbmond-  bez.  als 
keulenförmiger  Strei- 
fen vor  und  zum  Theil 
Uber  der  Augenblase 
und  er  schliesst  sich  an  deren  Wand  mittelst  der  oben  erwähnten 
seichten  Furche  an.  Nach  vorn  wölbt  sich  das  Hcmispharenhirn 
kuglig  vor  und  es  ist  noch  nicht  in  seine  beiden  Seitenhalften  gctheilt. 

Vierte  Woche  («,  Dl,  Ii,  II,  A,  Pr  u.  a.).  In  den  Beginn  der 
vierten  Woche  fallt  beim  menschlichen  Embryo  die  starke  Vornüber- 
neigung  des  Kopfes  und  im  Zusammenhang  damit  auch  eine  Zunahme 
der  verschiedenen  Gehirnkrümmungen.  Am  stärksten  nimmt  wie- 
derum die  ScheitelkrUmmung  zu  und  nächst  ihr  die  NackenkrUmmung, 
wahrend  die  Brückenkrümmung  am  Ende  der  vierten  Woche  hinter 
den  übrigen  noch  zurückgeblieben  ist.  Die  Zunahme  der  Scheitel- 
und  der  Brückenkrümmung  führt  zu  einer  starken  Annäherung  der 
basilaren  Abschnitte  beider  Gehirnarme  an  einander,  derart,  dass  sie 


Fig.  4  und  5. 

4.  KronUl»n»icht  de«  <iio»»hirnB  vom  Kmbrvo  Lg  t'onitr.    Verirr.  fiO. 

5.  Dieielb«  Aosicht  vom  Embryo  Lo.   Veryr.  4U. 


physcnsUckchcn  genannt,  eine  Bezeichnung,  die  ich  fallen  lassen  nniss,  da  sie  auf 
einer  irrthiimlichen  Voraussetzung  beruht. 
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sich  schliesslich  beinahe  berühren  und  der  Trichlerforlsalz  nahe  vor 
den  BrUckenwulsl  zu  liegen  kommt.  Eine  tiefe  Spalte,  die  Sattel- 
spalte, reicht  von  hier  aus  bis  zur  Basis  des  Mittelhirns.  Letzleres 
hat,  im  Profil  gesehen,  nunmehr  die  Gestalt  eines  zwischen  die  beiden 


hg.  o. 

Dabin  eines  Eml>ryu  (ca.        Werben  alt|.    Proflirunatr.    VergT.  Mt.    Ute  Augenblaa«  ial  abgeschnitten  ge- 
dacht.  Die  llj|>»pbjraeittaM:hv  Up  iat  puuktirt  angegeben.   ßeiaichnungan  wie  üben.    AI  Itiechlappen. 

Gehirnarme  eingeschobenen  Keiles.  Zwei  breite,  im  Grunde  der 
Satlelspalte  zusammentretende  Furchen  scheiden  dasselbe  einerseits 


Hg.  7. 

•  Jehirn  eine«  vierwurhenUichi'n  Einbry».    I'rollb  unatr.    Vergr.  ca.  II. 


vom  Hinterhirn,  andererseits  vom  Zwischenhirn,  und  seine  Decke 
bildet  einen  ziemlich  langgestreckten  schrägen  Wulst. 

Im  hinleren  Gehirnarme  rücken  mit  zunehmender  Entwickclung 
der  BrUckenkrllmmung  die  vordere  und  die  hinlere  Umgrenzung  des 
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Rautenfeldes  naher  aneinander  und  der  an  der  Grenze  beider  Ab- 
schnitte liegende  Winkel  wird  immer  spitzer.  Die  an  das  Feld  an- 
stehenden Runder  des  Medullarrohres  treiben  sich  lateralwarts  hervor 
und  beginnen  zu  selbständigen  Wülsten  zu  werden. 

Am  Vorderhirn  kommt  es  zu  einer  zunehmenden  Abschnürung 
der  Augenblasen  und  zu  einer  Abgliederung  der  beiden  Hemisphären 
von  einander  und  vom  Zwischenhirn.  Noch  ist  das  Zwischenhirn 
erheblich  langer  als  die  Hemisphären  und  es  liegt  in  seiner  ge- 
sammten  Ausdehnung  frei  zu  Tage.  Eine  mediane  Langslciste  lauft 
seiner  Decke  entlang  nach  rückwärts  und 
ist  bis  gegen  das  Mittelhirn  verfolgbar. 

Fünfte  Woche  (Är3,  Su  Z/r,,  ffr* 
Schi,  «  u.  a.  m.).  Die  Augenblasen  eraan- 
eipiren  sich  vollständig  und  bleiben  mit 
dem  Zwischenhirn  nur  noch  durch  einen 
langen  und  stellenweise  dünnen  Stiel  iu 
Verbindung,  die  Hemisphären  wölben  sich 
als  birnförmig  gestaltete  Körper  über  die 
Oberfläche  empor  und  .beginnen  das  Zwi- 
schenhirn zu  überlagern.  An  ihrer  Basis 
kommen  die  Andeutungen  eines  selbständigen 
Riechlappens  zum  Vorschein,  an  ihrer  Aussen- 
flache der  Anfang  der  Fossa  Svlvii,  an  der 

°  J  ng,  s. 

medialen  Oberfläche  die  ersten  Furchen.         iHm^ui-icbt  a*»  K*ut«nbirn»  »om 

.  ,    ,  .  Kmbr;u  Mm  <c».  I  Munal  »lt|.  Dir«i  t 

Die  iSackenkrümmung  des  Gehirns  er-  »^b  .1«  >utur. 

reicht  in  dieser   Periode  einen  besonders 

hohen  Grad  der  Ausbildung.  Sie  gleicht  sich  späterhin,  wenigstens 
theil weise,  wieder  aus,  wenn  einmal  die  Wiederaufrichtung  des 
Kopfes  ausgiebiger  stattfindet. 

Sechste  bis  achte  Woche.  Der  bedeutsamste  Vorgang 
dieser  Periode  ist  die  starke  Ausbildung  der  Brüekenkrümmung.  Das 
Nachhirn  schiebt  sich  unter  das  Hinterhirn,  die  dorsalen  Flachen 
dieser  beiden  Abtheilungen  rücken  bis  beinahe  zur  Berührung  an 
einander,  ein  dazwischen  offen  bleibender  Schlitz  entspricht  der 
spateren  Fissura  transversa  posterior  cerebri.  Die  in 
scharfem  Zickzack  gebogene  Gehirnaxe  bildet  nunmehr  ein  Doppel- 
gewölbe mit  drei  Fuss-  und  zwei  Scheitelpunkten,  erslere  liegen 
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im  Halsriickenmark,  im  Briickcnwulst  und  im  Trichter,  die  letzteren 
haben  ihren  Ort  im  Nackenhücker  und  im  Miltelhirn.  Der  Eingang 
zur  Saltelspalte  hat  sich  sehr  verengt,  wogegen  der  Grund  derselben 


Fig.  «j. 

«retairn  vom  Embryo  St.    VcrgT.  10.    Aller  c».  33  Tag«.  l'roflUon-lr. 


etwas  ausgeweitet  bleibt.  Die  RatiikescIiC  Tasche  erreicht  auch  zur 
Zeit  ihrer  grössten  Ausbildung  nur  den  Eingang  der  Sattelspalte. 


Fig.  <  0. 

Unliirn  vom  Embryo  Ktkt  |5  Wacb«D  alt).  PrutiU-un»tr. 


Heber  und  vor  ihr  liegt  der  tief  herabreichende  Trichlerfortsatz, 
dessen  eine  Ecke  den  Bruckenwulst  fast  unmittelbar  berührt. 

Der  lange  Bogen,  den  die  Hirnbasis  im  Bereich  der  eng  ge- 
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schlossenen  Saltelspnlte  beschreibe  erstreckt  sich  vom  vorspringen- 
den  Theil  der  Brilckenknimmung  bis  zum  Trichterforlsalz  und  sein 
Scheitelpunkt  berührt  den  Hoden  des  Miltelhirns.  Die  unpaare  Ar- 
teria basilaris  steigt  weit  herauf  in  die  Spalte  und  bezeichne!  die 
Längenausdehnung  des  Bruckengebietes.  Dieses  ist  im  grösslen  Theil 
seiner  Länge  dem  Zwischenhirn  zugekehrt,  nur  durch  eine  schmale 
Bindesubstanzplatte,  den  mittleren  Schädelbalken  Hatiikk's,  davon 
getrennt.  Im  Verlauf  der  späteren  Kntwickelung  inuss  sich  die  bei- 
nahe geschlossene  Sallclspallo  wieder  öffnen,   und  alle  die  Theile. 


Kits.  H. 

Uehira  tob  Embry..  Zn  In.  T'/j  Wwhi'B  alt).    ProHIrMtiatr.    Iii.-  Art*ria  baeilari«  i-l  »  in  Ort  ihrer  HiMvuk 
■m>-  den  Aa.  vertcbralet  bis  :u  ihrer  Tlieiliimt  in  di«  Aa.  profunda»  K«i«ichn«t. 

welche  eine  Zeil  lang  an  deren  Begrenzung  Theil  nahmen,  der  hin- 
tere Theil  des  Tuber  cinereum,  die  Gegend  der  Corpora  mammillaria. 
die  Hirnschenkel  nebst  der  Fossa  Tarini  und  der  beiheiligte  Abschnitt 
der  Brtlckenoberfläche,  bekommen  hiernach  eine  freiere  Lage.  Das 
unter  dem  Mittelhirn  liegende  oben1  Hude  der  Spalte  ist  von  früh  ab 
erheblich  weiter,  als  der  übrige  Theil  der  Spalte.  Hier  entwickeln 
sich  in  der  Folge  die  Hirnsehenkel  und  der  Baum  wird  dadurch 
etwas  ausgefüllt.  Die  Fossa  Tarini  bezeichnet  den  Ort  des  früheren 
Spaltengewölbes. 

Die  Hemisphären  sind  am  Ende  des  zueilen  Monats  erheblich 
gewachsen  und  sie  uberdecken  das  Zw  im  henhirn  zum  grossen  Theil. 


Wilhelm  His, 


Ihre  Form  ist  eine  gleichmässig  gewölbte,  die  laterale  Fläche  noch 
glatt.  In  dieser  Zeit  beginnt  auch  das  Cerebellura  als  selbständige 
Bildung  hervorzutreten. 

Die  Längszonen  des  Hirnrohres. 

Unmittelbar  nach  erfolgtem  Schluss  besitzt  das  Gehirn  gleich 
dem  Rückenmark  den  Charakter  eines  dickwandig  abgeplatteten  Rohres 
mit  schmaler  Lichtung.  Zu  der  Zeil  sind  die  Breiten-  und  die  Tiefen- 
unterschiede seiner  einzelnen  Abtheilungen  viel  weniger  ausgesprochen, 
als  dies  später  der  Fall  ist.  Während  z.  B.  am  Ende  des  zweiten 
.Monats  die  grösste  Breite  des  Rautenhirns  etwa  das  Vierfache  von 
derjenigen  des  Halsrückenmarkes  betrügt,  ist  das  Verhältniss  bei 
Embryo  Lg  nur  das  von  3:2'). 

Die  beiden  dicken  Seitenwandungen  des  Gehirnrohres  sind  an 
der  Basis  und  an  der  Decke  je  durch  eine  dünnere  Zellenplatte  ver- 
bunden, die  Boden-  und  die  Deckplatte.  Im  Uebrigen  scheidet 
sich  der  ventrale  Abschnitt  der  Seitenwand  vom  dorsalen  durch 
eine  mehr  oder  minder  ausgesprochene  Knickung,  und  ich  werde 
die  beiden  Abtheilungen  als  Grundplatte  und  als  Flügelplatte 
von  einander  unterscheiden2).  Demnach  zerfällt  das  Rohr  in  folgende 
vier  Längszonen: 


1)  Man  vcrgl.  die  Durchsclmiltsbildcr  vom  Embryo  /,</  in  der  Anat.  menschl. 
Embr.  Taf.  XII,  Fig.  2i— 80.  Zur  weiteren  Beurtheilung  mögen  beifolgende  Mes- 
sungen dienen,  deren  Ergebnisse,  da  sie  an  eingeschmolzenen  Präparaten  gewonnen 
sind,  allerdings  nur  approximativen  Werth  beanspruchen.  Bei  den  Schnitten  von 
Embryo  Lij  beträgt: 

Die  grosse     Verhältniss  in  %  der     Die  grösste     Vcrh.  d.  Tiefe 
Breite         Rückeumnrksbrcito         Tiefe  zur  Breite 

am  llalsriickcnmark     0,1.1  mm  100  0,215  mm  1,68 

»     Kautenhiru  0,195»  1 50  0,33      »  1,18 

»    Isthmus  0,13    »  100  0,22      »  1,70 

»    Mitlclhirn  0,145»  1  12  0,26     »  1,80 

»    Zwischenhirn        0,|C    »  1  23  0,*l      »  1,30 

•<    Hemisphärenhirn  0,16    »  12t  0,21      <>  1,30 

2)  Das  Bedürfnis*  durchgehender  Bezeichnungen  für  die  Längszonen  der 
.Seilenwand  des  Mcdullarrohres  ist  schon  wiederholt  empfunden  worden,  das  Auf- 
finden geeigneter  Bezeichnungen  ist  aber  nicht  leicht.  Die  Adjectiva  dorsal  und 
ventral  oder  medial  und  lateral  lassen  uns  bei  den  stattfindenden  Verschiebungen 
der  einzelnen  Zonenabschnitte  im  Stich.    Wollte  man  aber  von  einer  motorischen 
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die  Bodenplatte, 
die  Grundplatte, 
die  Flügelplatte  und 
die  Deckplatte. 

Diese  vier  Liingszoncn  entsprechen  den  vier  Lungszonen  des 
Rückenmarksrohres.  Die  Bodenplatte  bildet  hier  das  Epithel  von  der 
Vorderwand  des  Centralkanales  und  das  spongiüse  Lager  der  vor- 
deren Comraissur.  Die  Grundplatte  wird  zum  Bezirke  der  Vorder- 
und  Seitenhürncr  und  der  zugehörigen  Lüngsstränge  (zu  dem  von  mir 
so  genannten  vorderen  Markcy linder).  Die  Flügelplatte  liefert  das 
Gebiet  der  Hinterhürner  und  theilvveisc  das  Gerüst  der  Hinterstrlinge. 


Fig.  <8.  Fig.  U. 

Kohr  nn«h  Art  <lr»  «mbrjronalcn  «ifhiro  vom  Embryo  Lg  mit  Fingotrafienen  Quer 

Uehirnt.  gebogen.  zonen. 

Die  Deckplatte  des  Rückenmarks  wird  frühzeitig  zwischen  das  dor- 
sale Ende  der  beiden  Seitenwandungen  eingeklemmt  und  wir  be- 
gegnen ihren  Resten  im  medialen  Theil  des  Hinlerstranggerüstes  bez. 
in  demjenigen  der  Göldschen  Strange 

und  sensibcln  Hälfte  des  Rohres  sprechen,  so  wäre  dies,  wenigstens  in  Betreir 
der  letzteren,  eine  Petitio  prineipii.  Lkuret  hat  s.  Z.  die  Worte  fulcral  [für  ven- 
tral] und  spinal  (für  dorsal]  gebraucht  (Anatomie  du  Systeme  nerveux  Dd.  I, 
S.  158],  ich  selber  die  Worte  basilar  und  marginal,  beides  Ausdrücke,  die  nicht 
ganz  befriedigend  sind.  Lokwb  spricht  in  seinem  grossen  Werke  von  einem  un- 
teren und  oberen  Seitentypus. 

I;  1.  c.  S.  483  und  S.  496  u.  tf. 
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Die  im  Laufe  der  Entwicklung  zunehmenden  AxenkrUmmungen 
des  Gehirnrohrcs  haben  zur  Folge,  dass  bald  die  dorsalen,  bald  die 
ventralen  Strecken  der  Längszonen  zusammengedrängt  oder  aus- 
einandergezogen werden.  So  lange  die  Axenbiegungen  nicht  sehr 
weitgehend  sind,  werden  die  derselben  Querscheibe  angehörigen 
Theile  unschwer  aufzufinden  sein.  Wenn  dagegen  stärkere  Axen- 
verbiegungen,  sowie  zugleich  locale  Ausweitungen  des  Rohres  ein- 
getreten sind,  so  finden  sich  Theile  der  Röhren  wand  aus  ihrem 
primitiven  Querschnittsgebiet  stellenweise  in  Nachbargebiete  hineinge- 
drängt uud  es  bedarf  alsdann  einer  sorgfältigen  Analyse  der  Ent- 
stehungsgeschichte, um  zu  constaliren,  welcher  Primärscheibe  be- 
stimmte Theile  angehört  haben. 

Das  vordere  Ende  der  primitiven  Gehirnbasis  liegt,  wie  dies 
schon  v.  Baeb  hervorgehoben  hat '),  im  Infundibulum.  Was  darüber 
hinausreicht,  ist  nicht  mehr  Basis  im  eigentlichen  Sinne,  sondern  es 
ist  die  Endslrecke  der  Seiten-  und  der  Ruckwand  des  Rohres. 
Dieser  prächordale  Abschnitt  der  Gehirnbasis,  die  Vorbasis,  wie 
man  ihn  nennen  kann,  hat,  im  Gegensatz  zur  ursprünglichen  Basis, 
eine  mediane  Schlusslinie  und  er  ist  in  Folge  der  Axenkrümmung 
des  Rohres  (der  Hakenkrümmung)  zu  seiner  Basilarstellung  gelangt. 
Denkt  man  sich  sonach  das  Gehirnrohr  völlig  gestreckt,  so  ent- 
spricht der  vor  dem  Trichter  befindliche  Theil  dem  Endquer- 
schnitt, dessen  Ränder  in  der  Mitlelebene  zur  Vereinigung  ge- 
bracht sind  2). 


1)  F.nlwickelungsgescb.  Bd.  II,  S.  108.  Man  vergl.  auch  meinen  oben  ci- 
tirten  Aufsatz  über  die  Gliederung  des  Gehirns. 

t)  Loewe  giebt  an,  das  Centralncrvcnsystcm  sei  ursprünglich  ein  fast  ge- 
strecktes Rohr,  an  dessen  oberem  Ende  die  Lamina  tenninalis  und  der  Ort  de« 
Trichters  sich  belinden.  Dies  ist  eine  Uebertrcibung  des  wirklichen  Thatbestandes, 
und  Lokwk's  Figur,  welche  dies  beweisen  soll  (Taf.  IX,  116  a)  halle  ich  für  eine 
unzutreffende.  Die  Axenk Kimmungen  der  Kopfanlage  sind  auch  beim  Süugethier- 
embryo  vorhanden,  bevor  das  Gehirn  geschlossen  ist,  und  sie  sind  schon  durch 
das  Auftreten  der  vorderen  Keimfaltc  bestimmt.  Die  terminale  Schlussstrecke  des 
Gehirnrohres  ist  daher  von  früher  Zeit  an ,  wenigstens  theilweise ,  der  Basis  zu- 
gekehrt, ihre  Basalsteilung  nimmt  in  der  Folge  allerdings  noch  zu.  Das,  was 
Loewk  in  seiner  Figur  mit  gh  als  llemisphärenanlage  bezeichnet,  kann  nur  die 
linksseitige  Augenblase  sein.  Auffallender  Weise  sind  in  den  drei  auf  jüngere 
Stufe»  bezüglichen  Figuren  Ukwk's  die  Augenblasen  iKiiorirt. 
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Die  Gestaltung  des  Querschnittes  in  den  verschiedenen 
Abteilungen  des  Gehirnrohres. 

Um  die  charakteristischen  Eigentümlichkeiten  der  verschiedenen 
Abschnitte  des  Gehirnrohres  zu  verstehen,  bedarf  es  vor  Allem  eines 
klaren  Einblickes  in  die  Gliederung  ihres  Querschnittes.  Wegen  der 
AxenkrUmmung  des  Rohres  ist  es  nicht  möglich,  an  einem  und  dem- 
selben Präparate  für  die  verschiedenen  Abtheilungen  Schnitte  zu  be- 
kommen, die  senkrecht  zur  Axe  stehen.  Neben  einzelnen  annähernd 
quer  treffenden  Schnitten  wird  man  es  mit  solchen  zu  thun  haben, 
die  mehr  oder  minder  schrüg  zur  Axe  oder  selbst  parallel  dazu  ver- 


Fig.  H. 

Durchschnitte  durch  die  Beiirke  II  und  III  »um  Embryo  Lg.    Verirr.  70.     G.ac.f.  •contico-facial«'. 

O.g.  Ganglion  glonnopharyngeum. 

laufen.  Das  Material  fUr  die  Querschnitlbetrachtung  ist  demnach  aus 
den  verschiedenen  Schniltreihen  zusammenzutragen,  wobei  Prolil- 
construetionen  erforderlich  sind,  um  die  Richtung  zu  erkennen,  in 
welcher  die  einzelnen  Schnitte  die  Gehirnaxe  trollen.  Eventuell 
kann  man  übrigens  auch  auf  dem  Wege  der  Construction  aus  den 
Schräg-  oder  Längsschnitten  einer  Gegend  die  zugehörigen  Quer- 
schnitte herstellen. 

Rautenhirn.  Im  Rautenhirn  ist  die  dorsale  Hälfte  des  Rohres 
von  früh  ab  ausgeweitet.  Der  Querdurchmesser  der  erweiterten 
Strecke  nimmt  von  unten  nach  oben  hin  zu  und  erreicht  sein  Maxi- 
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mum  etwas  oberhalb  der  Gehörblasc.  Von  da  ab  nimmt  derselbe 
ziemlich  rasch  ab  und  sinkt  beim  Liebergang  in  den  Isthmus  auf  ein 
Minimum.  Der  Ort  der  maximalen  Weile  des  Rautenhirns  fällt  in 
die  Höhe  der  Bruckenkrümmung.  Indem  letztere  im  Laufe  der  Ent- 
wicklung sich  steigert,  wächst  auch  die  Breite  des  Rohres,  ein  Ver- 
halten, dessen  mechanische  Bedeutung  ich  bei  früheren  Anlässen 
discutirt  habe  ').  Die  Breite  der  Deckplatte  wachst  mit  derjenigen 
der  Höhlung,  die  Gesammtform  beider  bleibt  somit  eine  ähnliche. 
Vermöge  ihrer  Durchsichtigkeit  zeichnet  sich  die  Deckplatte  bei  der 
Ausscnbetrachtung  deutlich  als  Rautenfeld  ab. 

Für  die  nachfolgende  Betrachtung  denken  wir  uns  zweckmässiger 
Weise  das  Rautcnhirn  in  fünf  sich  folgende  Abschnitte  zerlegt: 

I.  Die  unterste  Strecke  von  der  Nackenbeuge  ab  bis  zum  Be- 
ginn der  Raulengrube. 

II.  Die  Sirecke  vom  unleren  Ende  der  Raulengrube  bis  zum 
Niveau  der  Gehörblase,  sie  entspricht  dem  Calamus  scriplorius  des 
ausgebildeten  Gehirns  und  mit  I.  zusammen  umfasst  sie  das  Aus- 
Irittsgebict  der  vier  unteren  Kopfnerven. 

III.  Die  Strecke,  innerhalb  deren  die  Gehörblase  dem  Gehirn- 
rohr anliegt,  mit  Einschluss  des  Acustico-facialis-Gebieles. 

IV.  Das  Gebiet  der  grösslen  Breite  oder  das  Gebiet  des  Trigc- 
minusauslrilts. 

V.  Das  Gebiet  jenseits  der  maximalen  Ausweitung  der  Raulen- 
grube oder  das  Gebiet  des  Gerebellum. 

Schou  bei  Embryonen  der  dritten  Woche  (Lg—Dfi  Fig.  14  u.  15) 
ist  die  dorsale  Erweitung  der  Raulenhirnlichlung  vorhanden,  wahrend 
der  ventrale  Thcil  der  Lichtung  den  Charakter  einer  schmalen  Spalte 
tragt.  Die  Form  des  Querschnittes  ist  somit  die  eines  langgezogenen 
Dreiecks  mit  zwei  einspringenden  Seiten.  Im  Beginn  der  vierten 
Woche  ist  die  Breilenzunahme  des  Rohres  erheblich  fortgeschritten. 
Wahrend  in  den  Bezirken  II.  und  III.  die  Form  des  Querschnitts 
noch  eine  dreieckige  bez.  eine  herzförmige  ist,  ist  sie  in  den  Be- 
zirken I.  und  IV.  eine  fünfseilige  geworden,  indem  die  Flugolplatte 


I    I.  c.  S.  331  und  Briefe  über  die  Kiirperfonn  S.  96  u.  IT. 
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mit  der  Grundplatte  einen  ausgesprochenen  Winkel  bildet  ').  Der 
Boden  des  Rohres  lauft  nunmehr  in  eine  schmale  Spalte  aus,  welche 
von  der  ventralen  Hälfte  der  beiden  Grundplatten  cingcfassl  ist. 
Diese  springen  mit  convexer  Biegung  gegen  die  Lichtung  vor  und 
sie  sind  jederseits  durch  eine  Furche  von  der  anslosscnden  Flügel- 


111  ^ss^  |V 

Hg.  15. 

l>ur.  h«cb»itte  durch  dn>  Uenrke  III  und  IV  s»m  Kmbryo  Bit.    Ventr.  70.    O.Tr.  UaNglkvn  TriftMllki. 

platte  abgesetzt.  Die  Flilgelplatten  sind  steil  aufgerichtet  und  gehen 
an  ihrem  dorsalen  Hände  in  die  Deckplatte  Uber.  Auch  sie  wölben 
sich  etwas  nach  der  Lichtung  vor,  so  dass  nunmehr  jede  Seitenwand 


II 


ff. 


ab. 


III 


0 


IV 

FiK.  Iß. 

l|m<r»chmlt  durch  die  Httirko  II.  III,  IV  und  V  de*  Kauti-nliirn»  bei  Kmbryo  a.    Vorgr.  :lo.    Iii  BudlSpUtt«, 
(Jr  (JrundpUtte,  fl  Pl&gelpUtt«,  0  UeckpUU«',  Ub  tielmrbl  i-e. 

des  Rohres  von  zwei  Langsleisten ,  der  (im  nd leiste  und  der 
Flügelleiste,  gebildet  erscheint. 

Weiterhin  macht  sich  die  fUnfeekige  Form  des  Ouerschnilles 
auch  bei  den  Abschnitten  II.  und  III.  geltend,  so  dass  sich  dieselbe 


i)  Diese  FormbestimaiUDg  gilt  unter  der  etwas  willkürlichen  Voraussetzung, 
dass  die  Deckplatte  eben  ausgebreitet  sei.  Letztere  zeigt  sich  an  den  Präparaten 
bald  eingesunken,  bald  bauebig  vorgetrieben. 

Mtaldl.  d.  K.  S.  GowlUch.  d.Wi«-.  XXIV.  25 
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nunmehr  für  die  sttmmtlichcn  Abschnitte  des  eigentlichen  Raulen- 
hirns als  typisch  erweist.  Dann  aber  tritt  gegen  den  Beginn  der 
fünften  Woche  im  Bereich  des  Raulenfeldes  eine  wichtige  Umge- 


Fig.  17. 

<Jaer>chnltt  durch  <lie  Bezirke  II  und  III  de»  lUuleuuirii«  vun  Embryo  A  mit  beginnender  Bildung  der 

lUulenlippe  \RU.  T  T»oni». 


slaltung  der  FlUgelplalte  ein.  Ihr  dorsaler  Rand  biegt  sich  lateial- 
wiirts  um  und  bildet  eine  krempenartige  Ausladung,  welche  das 


RauUmfeld  in  seiner  gesammten  Ausdehnung  cinfasst  und  die  sich 
schon  Üussei  lieh  als  ein  heller  Saum  zu  erkennen  giebl1).  Ich  werde 
den  umgekrempten  Theil  als   Rautenlippe   bezeichnen.  Gemäss 

I)  1.  C.  Taf.  XIII,  Pig.  ö  u.  6. 
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ihrer  Entstehungsweise  isl  die  Rautenlippe  eine  vorgeschobene  Falte 
der  Gehirnwand  und  sie  besteht  somit  aus  zwei  in  einander  umbie- 
genden Plattende) iften,  einer  medialen  und  einer  lateralen.  Von  innen 
her  schneidet  eine  tiefe  Furche,  die  innere  Lippenfurche,  zwischen 
denselben  ein.  Aeusscrlich  erscheint  der  freie  Lippenrand  gleichfalls 
durch  eine  Furche,  die  äussere  Lippen  furche,  von  der  Übrigen 
Gehirnwand  abgesetzt.  Das  laterale  Blatt  der  Rautenlippe  geht  unter 
rascher  Zuschärfung  in  die  Deckplatte  Uber,  und  ich  bezeichne  den 
zugescharrten  Saum  desselben  mit  dem  bereits  in  der  Anatomie  ge- 
bräuchlichen Namen  einer  Taenia').  Die  besondere  Rolle,  welche 
die  Rautenlippe  bei  der  Bildung  des  verlängerten  Markes  und  des 
Kleinhirns  zu  spielen  hat,  werde  ich  bei  einem  späteren  Anlass  ent- 
wickeln. 

Isthmus  und  Mittelhirn.  Der  Isthmus  besitzt  nicht  allein  einen 
absolut  viel  kleineren  Querschnitt  als  die  dahinter  und  die  davor 


Ulbmu»  und  Mitlclhirn  -k^elben  Kiubryo. 


liegenden  Strecken,  sondern  er  weicht  auch  in  seiner  Form  von 
diesen  erheblich  ab.  Im  Allgemeinen  ist  das  Rohr  in  dessen  Bereich 
seitlich  comprimirl,  die  Boden-  und  die  Deckplatte  sind  als  schmale 
Leisten  nach  Aussen  hervorgedrängt.  Im  Mittelhirn  dagegen  über- 
wiegt wiederum  der  Querdurchmesser  Uber  den  sagittalen,  und  vor 
Allem  erscheint  der  Boden  des  Rohres  verbreitert.  Jene  sagittale 
Längsfurche,  welche  entlang  dem  Boden  des  gesammten  Rautenhirns 
verläuft  und  die  auch  im  Grosshirn  neuerdings  auftritt,  ist  im  Mittel- 
hirn zu  einer  breiten  Doppelrinne  geworden,  deren  Grund  sich  als 
mediane  Leiste  gegen  die  Lichtung  hervorwölbt.    Auch  die  Deck- 


I)  HbNUS,  Analomic  III,  2,  S.  103. 
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platte  erscheint  im  Mittelhirn  weniger  scharf  von  den  beiden  Flügel- 
platten abgesetzt,  als  in  den  übrigen  Gehirnablheilungcn1). 

Grosshirn.  Die  Scheidung  des  Köhrenquerschniltes  in  Boden-, 
Grund-,  Flügel-  und  Deckplatte  lässt  sich  auch  am  Grosshirn  durch- 
führen. Die  Bodenplatte  endigt  im  Infundibulum,  die  beiden  Grund- 
platten erreichen  die  Corpora  striata,  die  Flügelplatlen  sind  bei  der 
Bildung  der  Hemisphären  belheiligl  und  die  Deckplatte,  welche  längs 
des  Zwischenhirns  zu  einer  selbständigen  Leiste  sich  erhebt,  läuft 
mit  ihrem  vorderen  Ende  in  der  medialen  Hemisphärenwand  aus. 
Aus  ihr  entsteht  als  besonderes  Product  die  Kpiphyse.  Die  Geschichte 
aller  dieser  Bildungen  soll  auf  eine  spätere  Millheilung  verspart  bleiben. 

Histologische  Gliederung  der  Gehirnwand. 

In  der  Gehirnwand  vollzieht  sich  die  histologische  Gliederung 
wesentlich  übereinstimmend  wie  im  Kückenmark.  Iis  kommt  sehr 
frühzeitig  zur  Bildung  eines  Myelospongiums,  es  scheidet  sich  ferner 
eine  lockere  Mantelschicht  von  einer  dichten  Innenplattc,  und  die 
letztere  allein  ist  die  Trägerin  karyokinetiseher  Figuren,  während  die 
Zellen  der  Mantelschicht  in  Axencylinder  auswachsen.  Auch  eine 
Bogenschichl  bildet  sich  am  Gehirnrohr  in  weiter  Verbreitung,  indessen 
besteht  sie  nicht  ausschliesslich  aus  solchen  Fasern,  die  von  hinten 

i)  Es  ist  unschwer  zu  verstehen,  wie  die  Verbreiterung  der  Mittelhirnlich- 
tung, gleich  derjenigen  des  Kaulcuhirns  als  eine  Folge  der  A\enl»iegung  des  Rohres 
sich  ergeben  inuss.  Auffallend  bleibt  dabei  die  Verschiedenheit  in  der  Gestaltung 
der  einen  und  der  anderen  Lichtung,  das  Vorhandensein  der  medianen  Längsrinne 
und  die  breite  Ausbildung  der  Deckplatte  am  Kautenhirn,  das  Fehlen  dieser  Eigen- 
thümlichkeilen  am  Mittelhirn.  Bei  Erklärung  dieser  Verschiedenheiten  wird  man 
zunächst  beachten,  dass  die  das  Miltelhirn  betreffende  Schcitclkrümmung  der  Hini- 
axe  dorsalwärts  convex,  die  ßrückenkrümmung  aber  ventralwärts  convex  ist.  Damit 
reicht  man  indessen  nicht  aus,  denn  auch  im  Hereiche  der  dorsalwärts  convexen 
Nackenkriimmung  besitzt  das  R<dir  eine  mediane  Bodenrinne  und  eine  relativ  breite 
Deckplatte.  Noch  einschneidendere  Bedeutung  hat  vielleicht  der  Umstand,  dass 
die  Ausbildung  der  verschiedenen  Krümmungen  zeitlich  auseinandcrfällt,  indem 
beim  menschlichen  Embryo  die  Scheilelkriimniung  der  Brückenkrümmung  erheb- 
lich voraus  ist,  d.  Ii.  die  beiden  bilden  sich  an  Köhren  verschiedener  Weite  und 
WandbeschaHenheit.  Diese  Verhältnisse  bedürfen  einer  eingehenderen  Prüfung, 
wobei  die  vergleichende  Betrachtung  und  das  Experiment  sich  ergänzen  müssen. 
Vielleicht  linde  ich  später  einmal  Gelegenheit,  darauf  zurückzukommen. 
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nach  vorn  sich  erstrecken  wie  bei  Rückenmark,  sondern  sie  nimmt 
stellenweise  dorsalwltrts  gerichtete  Fasern  auf. 

Beachtenswert!)  ist  der  zeitliche  Ablauf  der  Enlwickclung:  Am 
weitesten  ist  das  Rautenhirn  voraus  und  zwar  dessen  unlere  Hälfte, 
die  in  der  Hinsicht  auch  noch  das  Halsmark  zu  Uberholen  scheint. 
Es  ist  dies  deshalb  von  besonderer  Bedeutung,  weil  die  zuerst  zur 
inneren  Gliederung  gelangende  Strecke  des  Medullarrohres  zugleich 
diejenige  ist,  die  in  der  Folge  die  allerverwickeltsle  Organisation  an- 
nimmt und  die  auch  physiologisch  die  allerniannigfaltigsten  Beziehungen 
zu  unterhalten  hat.  Jn  der  Hemispharenwand  vollziehen  sich  die 
Scheidungsvorgange  sehr  spat,  was  übrigens  auch  damit  in  Beziehung 
zu  bringen  ist,  dass  die  Hemisphären  dem  dorsalen  oder  Flügelbezirk 
des  Medullarrohres  angehören.  Dieser  Bezirk  bleibt  aber  in  der 
ganzen  Lange  des  Rohres  hinter  dem  der  Grundplatten  zurück  und 
erscheint  als  eine  mehr  oder  minder  compacte  Masse  noch  zu  einer 
Zeit,  wo  die  ventralen  Abschnitte  schon  eine  sehr  ausgebildete  Or- 
ganisation zeigen.  Da  es  nicht  im  Plane  der  diesmaligen  Arbeit 
liegt,  auf  die  anderweitigen  Nervenbahnen  des  Gehirns  einzugehen,  so 
betrachte  ich  sofort: 

Die  Kerne  und  Wur/eln  der  motorischen  Hirnnerven 

Im  Rückenmark  entsenden,  wie  dies  bei  anderen  Anlassen  ge- 
zeigt wurde,  sammllichc  Zellen  der  Manlelschicht  Axencylinderfort- 
satze  und,  wahrend  die  der  hinteren  Markhalfte  die  Richtung  ven- 
tralwarts  einschlagen,  so  wenden  sich  die  aus  Zellen  der  vorderen 
Hallte  kommenden  Fasern  im  Allgemeinen  zur  Oberflache  hin.  Sie 
pflogen  sich  schon  innerhalb  des  Marks  zu  kleinen  Bündeln  zusammen- 
zuordnen, diese  convergiren  nach  Aussen  hin,  übersch reiten  die  Ober- 
flache  und  treten  nunmehr  als  motorische  Wurzeln  in  den  Körper 
ein.  Der  Austritt  von  samm iiichen,  der  vorderen  Markhalfte  ent- 
stammenden motorischen  Fasern  geschieht  ungePJhr  an  der  Grenze 
des  vorderen  Markviertels.  Hier  erscheinen  die  Bündel  an  der  Ober- 
flache in  zwei  bis  drei  nahe  beisammen  liegenden  Reihen  und  sie 
bedingen  so  die  Scheidung  des  Vorder-  und  des  Seitenstranggcbietes. 

4)  Besonders  günstig  für  die  Beobachtung  der  motorischen  Kerne  sowohl 
als  der  sensibeln  Wurzeln  erweisen  sich  menschliche  Embryonen  aus  der  Zeil,  da 
der  4.  und  3.  Visceralbogeil  eben  überdeckt  werden. 
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Im  Uberwiegenden  Theil  seiner  Lange,  d.  h.  vom  Lendenmark 
herauf  bis  zum  unteren  Halsmark,  bildet  das  Ursprungsgebiet  der 
motorischen  Rückenmarkswurzeln  einen  ungeteilten  bandartigen  Kern 
mit  einer,  summarisch  betrachtet,  einzigen  Längsreihe  von  Austritts- 
bundeln.  Im  oberen  Theil  des  Halsmarks  tritt  eine  Abweichung  von 
diesem  allgemeinen  Typus  auf:  die  Fasern  der  Vorderhorn-  und  die 
der  Seitenhornzone  convergiren  nicht  mehr  nach  gemeinsamen  Aus- 
trittspforten hin.  Die  der  ersteren  verlassen  das  Mark  im  vorderen 
Viertel  des  Umfangs,  die  der  Seitenhornzone  treten  auf  der  Grenze 
zwischen  dem  zweiten  und  dritten  Viertel  aus.  Es  scheidet  sich  das 


Gebiet  der  vorderen  Wurzeln  im  engeren  Sinn  von  demjenigen  der 
Accessoriuswurzeln.  Die  vorderen  Wurzeln  des  oberen  Halsmarks 
sind  somit  deneu  des  übrigen  Rückenmarks  nicht  völlig  gleiehwcrthig, 
es  fehlt  ihnen  hierzu  der  in  den  Accessorius  Ubergehende  Seilen- 
hornantheil  von  Fasern. 

Hypoglossus-,  Accessorius-,  Vagus-  und  Glossopharyn- 
geuskern  (Fig.  20  bis  22).  Im  unteren  Abschnitte  des  Rautenhirns, 
in  den  Bezirken  I  und  II  obiger  Aufzahlung  treten  die  aus  den  Zellen 
der  Grundplatte  hervorgehenden  WurzelbUndel  ebenfalls  in  zwei,  unter 
sicli  parallelen  Reihen  zur  Oberfläche.   Die  Fasern  der  medialen  Hälfte 


b  ig.  H. 
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der  Grundplatte,  der  Vorderhornzone  im  engeren  Sinn,  wenden  sich 
venlralwürls  und  erscheinen  an  der  Oberfläche  als  Wurzelbündel  des 
N.  hypoglossus.  Die  übrigen  motorischen  Kasein,  ans  dem  Seilcn- 
horngebiele  der  <ii  uitdplal tt>  enlspi  ingond,  verlassen  das  Gehirn  an 
dessen  lateraler  Oberfläche,  und  /war  längs  der  Kante,  welche  die 
Grundplatte  mit  der  Fliigelplatte  bildet  und  die  sich  kurzweg  als 
Seitenkanle  bezeichnen  lassi. 

Von  den  Wurzelbündeln  des  Seilenliornkernes  tritt  der  grössere 
Theil  in  den  Sanunelstaniin  des  N.  accessorius.     Kinige  Bündel  go- 


i a. 

Von  doms#lben  r-ni.n,  > :        n ->-!i-r  i;|..:..««.i.)i.irynj;<-n?l;.-rn.  nn-l  . n t - 1 . »r. ■  n ■  I •■  IVpivH. 

seilen  sieh  direet  dem  Stamm  des  N.  vagus  bei  und  andere,  der 
Zahl  und  Entwickelung  nach  wenig  bedeutend,  erreichen  »hm  N. 
glossopharyngeus. 

Der  bandartige  motorische  Kern  des  Rückenmarks  erfahrt  sonach 
im  Halsmark  eine  Spaltung  in  zwei  langgezogene  l'arallelkerne,  den 
des  Vorderhorns  und  den  des  Seitenhorns.  Heim  L'ebergang  zum 
Gehirn  setzt  sich  ein  jeder  derselben  in  einen  besonderen  Streifen 
fort,  von  denen  der  eine  zum  Ihpoglossuskern  wird,  wührend  der 
andere  den  Kopflheil  des  Accessoriuskcrns  nebst  dem  motorischen 
Vagus- und  Glossophai  N  ngeu>kern  umfasst.   Kine  Trennung  des  moto 
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tischen  Vaguskerns  vom  Accessoriuskern  existirt  nicht,  wie  denn 
Uhcrhaupt  die  Trennung  des  N.  accessorius  vom  motorischen  Antheil 
des  Vagus  als  eine  mehr  oder  minder  künstliche  sich  herausstellt. 
Dagegen  ist  der  motorische  Glossopharyngeuskern,  soweit  ich  ver- 
folgen kann,  vom  vorderen  Ende  des  Vaguskerns  geschieden.  Das 
vordere  Ende  des  llypoglossuskcrns  reicht  bis  in  das  Glossopharyn- 
geusgebiet  herein. 

Jenseits  vom  Hypoglossus-  und  Glossopharyngeusgebict  treten  die 
Kerne  motorischer  Nerven  nur  noch  discontinuirlich  auf.  Ein  grosser 
Theil  von  den  Mantelzellen  der  Grundplatte  ist  von  der  Betheiligung 
an  der  Wurzelbildung  ausgeschlossen  und  liefert  statt  dessen  intra- 
cerebrale Commissurenfasern.  Da  die  Umgrenzung  der  Kerne  von 
Anfang  ab  keineswegs  scharf  gezeichnet  ist,  so  wird  das  Vorhanden- 
sein der  von  den  Zellen  ausgehenden  Wurzelfasern  stets  das  wich- 
tigste Erkennungsmittcl  sein.  Indessen  kommen  den  Kernen  noch 
gewisse  Kigenthilmlichkeiten  zu,  die  selbst  bei  schwacher  Vergröße- 
rung charakteristisch  hervortreten.  Einmal  gehört  dahin  die  bündel- 
weise Zusammenordnung  der  hervortretenden  Axencylinder,  welche 
den  Kernen  eine  gröbere  Slreifung  verleiht,  die  zu  einem  Bündel  ge- 
hörigen Zellen  pflegen  zu  mehr  oder  minder  compacten  Büscheln 
zusammengefasst  zu  sein.  Eine  weitere  Eigentümlichkeit  der  em- 
bryonalen motorischen  Nervenkerne  äussert  sich  darin,  dass  einzelne 
ihrer  Zellen  bis  an  den  Hand  herangerückt  sind.  Es  erscheinen  in 
Folge  davon  die  Kerne  gleichsam  aus  der  übrigen  Mantelschicht  her- 
ausgezogen. Am  Kückenmark  begegnen  wir  ähnlichen  Verhaltnissen, 
insofern  auch  da  manche  von  den  motorischen  Zellen  unmittelbar  an 
den  Rand  geruckt  erscheinen  und  stellenweise  sogar  das  Spongiosa- 
gerüst  überragen. 

Der  Kern  des  N.  facialis.  Der  Facialis  vcrlHsst  das  Gehirn 
als  ein  ziemlich  compacter  Stamm  in  einiger  Entfernung  von  der 
Gehörblase  und  etwas  vcntralwUrls  von  der  Eintrittsstelle  der  Acu- 
sticuswurzeln  (Fig.  23).  Von  der  Austrillsslelle  aus  tritt  der  Nerv 
zunächst  durch  die  Mantelschicht  hindurch  bis  an  die  Grenze  der 
Innenplatlc  und  nun  folgt  er  dieser  medialwtfrls,  indem  er  im  Bogen 
der  Millclebene  sich  nähert.  Unweit  von  der  letzteren  liegt  ein 
LUugsbündel,  zwischen  dessen  Fasern  diejenigen  des  Facialis  sich 
verlieren,  bez.  in  die  sie  umbiegen.     Dies  LUngsbündel  besitzt  nicht 
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mehr  die  geschlossene  Abgrenzung,  die  dem  lateralen  Abschnitte  des 
Facialis  zukommt,  es  liegt  seitlich  und  etwas  dorsalvviiits  von  den 
die  Mittellinie  überschreitenden  Commissiii enfasern.  Her  eigentliche 
Facialiskern  liegt  innerhalb  des  Gebietes  der  Gehörblasc  und  /war  in 
der  Seitenhornzonc  der  Grundplatte.  In  einer  gewissen  Ausdehnung 
treten  zahlreiche  Fasei  bilsehel  aus  dem  Seilenhornlheil  der  Grund- 
platte in  die  Formatio  arcuala  ein.   und  sie  verlaufen  inedialwlirls 
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gegen  das  oben  beschriebene  LängsbUtulel  Inn.  Den  ununterbrochenen 
Verlauf  dieser  Faserhiindel  bis  in  den  austretenden  Facialisstanmi  ver- 
mag ich  allerdings  nicht  /.u  verfolgen,  sondern  ich  uuiss  mich  bei 
dessen  Annahme  einerseits  an  die  bekannte  Erfahrung  der  Anatomie 
Uber  den  Facialiskern  des  ausgebildeten  Gehirns  lullen  und  sodann 
an  die  Thatsache.  dass  die  aus  dem  Kern  kommenden  Fasern  bei 
meinen  embrvonalen  Präparaten  in  eben  dem  Längsbundel  sich  ver- 
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Heren,  aus  welchem  weiter  nach  vorn  die  austretende  Facialiswurzel 
hervorkommt. 

Durch  den  Nachweis  der  frühen  Existenz  des  inneren  Facialis- 
knies  fallt  der  an  und  für  sich  ziemlich  nahe  liegende  Gedanke  dahin, 
als  ob  dasselbe  durch  eine  secundüre  Verschiebung  in  Folge  der  Ge- 
hirnkrilmmung  entstanden  sein  könnte1).  Die  innere  Facialiswurzel 
beschreibt  in  der  Thal  von  Anfang  ab  den  Umweg,  der  sie  vom 


Kig.  8*. 

Von  di>mii«ltan  Embryo.   Motor.  Kern  <1*r  Trigomiaus.   Cd.  Uangtion  Uwisrri  a.W.  •afutcigende 

Trigeinlnn»w««el. 

LIrsprungskern  aus  erst  medialwürts,  dann  nach  vorn  und  zuletzt 
wieder  lateralwlirts  zur  Auslritlslellc  hinfuhrt.  Hieraus,  sowie  aus 
dem  Beispiele  des  N.  irochlcaris  geht  hervor,  dass  für  den  Austritt 
der  Fasern  aus  dem  Mark  der  nächste  Weg  zur  OberflUche  durchaus 
nicht  immer  der  günstigste  zu  sein  braucht.  Vielleicht  darf  man 
daran  denken,  der  Gehörblase  einen  bestimmenden  Einfluss  auf  den 
Verlauf  der  inneren  Facialiswurzeln  zuzuschreiben.  Die  intracerebralc 

I)  W.  Krausk,  Specielle  Aualomie,  Hann.  »879,  S.  III. 
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Facialiswurzel  umgreift  nämlich  die  Stelle,  an  welcher  die  Gehürblasc 
dem  Gehirn  anliegt  und  zwar  mit  einem  von  der  letzleren  abge- 
wendeten Bogen.  Würden  die  Fasern  des  Facialiskerns  auf  dem 
nächsten  Weg  zur  Oberfläche  gelangen,  so  müssten  sie  der  medialen 
Flüche  der  Gehürblasc  zugewendet  sein,  und  um  frei  zu  werden,  die- 
selbe in  der  einen  oder  anderen  Weise  umgehen. 

Der  Kern  des  N.  abducens  (Fig.  23)  ist  ein  ausschliesslicher 
Vorderhornkern.  Seine  Fasern  gehen  auf  dem  nächsten  Weg  zur 
Oberflttche  und  deren  Austrittspforte  liegt  in  der  verlängerten  Rich- 
tung des  Uypoglossusaustriltes.  Dabei  wird  der  Kern  schon  beim  4- 
bis  4ViWöchentlichen  menschlichen  Embryo  in  derselben  Weise  vom 
Knie  der  inneren  Facialiswurzel  umgriffen, 
wie  dies  für  das  ausgebildete  Gehirn  be- 
kannt ist. 

Motorischer  Trigeminuskern.  Die 
Portio  minor  trigemini  erscheint  an  der 
Oberflüche  des  Gehirns  vor  der  Eintritts- 
stelle der  sensibeln  Portion  und  etwas 
mehr  ventralwürUs  als  diese,  bezw.  etwas 
ventralwürts  von  der  Seitenkante  des  Rau- 
tenhirns (Fig.  24).  Die  Mehrzahl  der  Fasern 
kommt  aus  einem  ziemlich  frühzeitig  sich 
umgrenzenden  Kern,  der  ausschliesslich  der 
Seilenhornzone  angehört.  Die  medialwürts 
davon  liegende,  der  Vorderhornzone  angehörige  Zellenmasse  entsendet 
zwar  auch  zahlreiche  Fasern,  allein  diese  gehen  nach  der  Mitte  hin 
und  wenden  sich  Uber  diese  hinaus  nach  der  entgegengesetzten  Seite. 
Von  einer  absteigenden  Trigeminuswurzel  habe  ich  zwar  bei  den 
jüngsten  daraufhin  untersuchten  Embryonen  (Iir3  und  Ko)  nichts 
sicheres  wahrzunehmen  vermocht,  dagegen  linde  ich  bei  dem  4Vr 
bis  5  wöchentlichen  Embryo  IIa  ein  im  Seitenhorntheil  der  Grund- 
platte herabsteigendes  Lüngsbündcl,  das  nach  seiner  Lage  und  Aus- 
dehnung für  die  absteigende  Trigeminuswurzel  zu  halten  ist.  In  Tai'.  I, 
Fig.  2  findet  sich  dasselbe  dem  Gehirnprofil  eingezeichnet. 

Der  Trochleariskern.  Der  N.  trochlearis  erscheint  in  sehr 
charakteristischer  Weise  als  der  Nerv  des  Isthmus.  Seine  Wurzel 
lüsst  sich  vom  Orte  des  Austritts  aus  durch  die  dicht  hinter  dem 


Fig.  sr>. 

Minnas  tn-h-t  TrocnlMrUkorn  und 
TrecM«*riawm*l  von  ■Iem><r1b*n 

Kmbrjro. 
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Mittelhirn  liegende  Kreuzungsstclle  hindurch  als  scharr  umgrenztes 
Bündel  in  die  Seitenwand  des  Rohres  herein  verfolgen,  und  ihre 
Fasern  kommen  aus  einem  Kern  hervor,  welcher  der  ventralen  Hälfte 
angehört  und  der  somit  als  Vorderhornkern  aufzufassen  ist.  Auch 
die  Trochleariswurzeln  folgen  wahrend  ihres  intracerebralen  Verlaufes 
der  äusseren  'Grenze  der  Innenplalte,  bezw.  der  allgemeinen  Bahn 
der  Formatio  arcuata.  Die  Eigentümlichkeit  ihres  Verlaufes  lUsst 
sich  vielleicht  auf  die  starke  Abplattung  des  Gehimrohres  im  Isthmus- 
bereiche zurückführen,  welche  einer  sagittalen  Richtung  der  faser- 
bildenden Zellen  und  der  von 
ihnen  ausgehenden  Axencylin- 
der  günstig  sein  muss. 

Oculomotoriuskern  (Fig. 
26).  Der  vorderste  von  den 
motorischen  Hirnnerven  ent- 
wickelt sich  aus  einem  venlral- 
würts  gekehrten  Kern  des  hin- 
teren Mittelhirngebietes.  Der 
Boden  des  Mittelhirns  ist,  wie 
früher  gezeigt  wurde,  beim 
4  —  5  wöchentlichen  Erobrv  o 
sehr  breit.  Auch  der  Oculo- 
motoriuskern nimmt  eine  gewisse  Breite  ein  und  seine  Wurzelbündel 
treten  beinahe  direct  ventralwarts  und  folgen  hinsichtlich  ihrer  Aus- 
trittsstclle  dem  Typus  der  Abducens-  und  der  Hypoglossusbündel. 

Behufs  übersichtlicher  Darstellung  sind  in  den  Figuren  1  u.  2 
von  Tafel  I  die  verschiedenen  Nervenkerne  der  Embryonen  Ko 
und  Ha  den  bezüglichen  Gehirnprofllen  eingezeichnet  und  die  Aus- 
trittsstellen durch  kleine  Kreise  angegeben.  Photographische  Auf- 
nahmen der  Schnittbilder  lieferten  die  Unterlage  der  Construction. 
Jeder  Schnitt  wurde  bei  Ausführung  der  Figuren  mit  stärkerer  Ver- 
grösserung  gewissenhaft  nachgeprüft.  Unter  Hinweisung  auf  diese 
Figuren,  sowie  auf  die  im  voranstellenden  Text  eingedruckten  Schnitt- 
bildcr,  fasse  ich  die  Ergebnisse  nochmals  zusammen. 

1)  Sammtliehe  Fasern  motorischer  Gehirnnerven  ent- 
springen als  Axencylindci  fortsetze  aus  Manieischich t/.cllen 
der  Grundplatte  des  Gehirns.      Letztere   ist    aber  die  directe 


I.  ■ 


Fig.  26. 

QuoriioliuiU  des  hinteren  Mittclhiraabschnitles  <l«She)beu 
Embryo.  Oru)o!B«toriuik«rn. 
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Forlsetzung  von  der  ventralen  Halde  des  Rückcnmarksrohres.  Es 
besteht  insoweit  eine  vollständige  Uebcremstimmung  in  der  Ursprungs- 
weise der  motorischen  Nerven  des  Gehirns  mit  denjenigen  des 
Rückenmarks. 

2)  In  der  Grundplatte  des  Gehirns  lassen  sich  eine  medioventral 
und  eine  laterodorsal  gerichtete  llülfte  unterscheiden,  die  wir  im  An- 
schluss  an  die  Verhältnisse  des  Rückenmarks  kurzweg  als  Vorder- 
hornzone und  als  Seitonhornzone  auseinanderzuhalten  haben.  Die 
Trennung  dieser  beiden  Zonen  ist  im  allgemeinen  keine  scharf  ge- 
zeichnete; am  bestimmtesten  macht  sie  sieh  da  gellend,  wo  die  Fa- 
sern »1er  beiden  Zonen  nach  verschiedenen  Auslritlsstellen  hingehen. 

.'*)  Obwohl  die  Abgabe  von  Axencylindern  auch  für  die  Mantel- 
schichl  des  Raulen-  und  Millelhirns  ein  durchgreifender  Charakter  zu 
sein  scheint,  so  ist  nur  ein  Theil  von  den  Zellen  der  Grundplatte 
bei  der  Bildung  motorischer  Wurzelfasern  betheiligt.  An  die  Stelle 
der  bandartig  fortlaufenden  Nervenkerne  tles  Rückenmarks  und  des 
Nachhirns  treten  als  vereinzelte  Kerne  diejenigen  für  die  Nu.  facialis, 
abducens,  Irigeminus,  trochlearis  und  oculomotoiius.  Letzterer  er- 
scheint als  das  Endglied  der  gesammten  Kette  motorischer  Kerne. 

Es  ist  zu  beachten,  wie  die  Stelle,  von  wo  ab  die  bandartige 
Continuilat  der  Nervenkerne  aufhört,  annähernd  mit  dem  hinteren 
Rande  des  Brückengebietes  zusammenfallt.  Von  da  ab  wird  der 
grössere  Theil  der  Axencylinderforlsatze  der  Grundplatte  zur  Bildung 
intracercbraler  Bahnen  verwendet.  Es  bleibt  durch  spätere  Unter- 
suchungen genauer  festzustellen,  welche  Bedeutung  gerade  diesen 
durch  ihre  Abstammung  den  motorischen  Wurzeln  homologen  Faser- 
bahnen zukommt;  ein  Theil  derselben  geht  jedenfalls  in  die  Qucr- 
commissuren  Uber,  andere  scheinen  in  die  Langsbahncn  des  Gehirns 
einzutreten. 

i)  In  Betretf  ihrer  AuslritUsweite  zeigen  die  Nerven  des  Gehirns 
eine  grössere  Freiheit  als  diejenigen  des  Rückenmarks.  Dem  Typus 
der  Rückenmarksnerven  folgen  nur  die  Nn.  hypoglossus,  abducens 
und  oculomotoiius  und  selbst  für  diese  ist  die  Parallele  nur  eine 
thcilvveise,  insofern  diese  Nerven  nur  der  Vorderhornzone  ange- 
hören, wahrend,  abgesehen  vom  obersten  Halsmurk,  die  motorischen 
Rückenmarkswurzeln  die  Fasern  der  Vorder-  und  der  Seitenhornzonc 
umfassen. 
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Eine  sehr  bevorzugte  Austrittsstelle  für  motorische  Hirnnerven 
ist  die  Seitenkanle  des  Rohres.  Längs  derselben  gelangen  zur  Ober- 
fläche: der  N.  accessorius,  die  motorischen  Bündel  des  Vagus,  des 
Glossopharyngeus  und  die  des  Facialis.  Auch  die  motorischen  Fasern 
des  N.  trigeminus  erreichen  die  Oberflüche  unweit  von  der  Seiten- 
kanle, wenn  auch  etwas  ventralwürts  davon.  Für  die  Mehrzahl  der 
genannten  Nerven  gilt  die  Regel,  dass  die  Ursprungszcllen  der  Fasern 
nahe  bei  der  Austrittsstelle  liegen.  Ausnahmen  von  dieser  Regel 
machen  der  N.  facialis,  der  N.  troehlearis  und  die  absteigende  Wur- 
zel des  N.  trigeminus. 


In  einem  früheren  Aufsalz  ist  der  Beweis  geliefert  worden,  dass 
die  sensibeln  Nerven  des  Rumpfes  von  den  Ganglien  aus  in's  Rücken- 
mark hineinwachsen.  Jede  Ganglienzelle  entsendet  zwei  Ausläufer, 
von  denen  einer  peripheriewürts,  der  andere  central würls  geht.  Die 
centralvcrlaufenden  Ausläufer  sammeln  sich  zunächst  zu  einem  der 
Aussenflüche  des  Marks  anliegenden  Lüngsbündel,  dem  ovalen  Bündel 
oder  primären  Hinterstrang.  Von  diesem  aus  treten  Faserbüschel  median- 
würts  zwischen  die  Zellen  der  Flügelplatte. 

Alle  Zellen  der  Spinalganglien1)  senden  Fasern  nach  dem  Rücken- 
mark, dagegen  lüssl  sich  beim  gegenwärtigen  Stand  unserer  Kennt- 
nisse nichl  mit  Sicherheit  behaupten,  dass  alle  Fasern  der  hinteren 
Wurzeln  mit  Ganglienzellen  zusammenhängen.  Seit  der  Zeit,  da 
M.  Hall  excitomotorische  Fasern  als  eine  besondere  Kategorie  hinterer 
Wurzelfasern  aufgestellt  hat,  sind  Seitens  von  Anatomen  und  von 
Physiologen  immer  wieder  Versuche  gemacht  worden,  die  hinleren 
Wurzeln  in  Bestandteile  von  verschiedener  anatomischer  und  func- 
tioneller  Bedeutung  zu  zerlegen2).   Meine  cnlwickclungsgeschichtlichen 

{)  Hierbei  sehe  ich  von  dem  verkümmernden  obersten  Halsganglion  ab,  das 
Kiinniui'  entdeckt  und  dem  N.  hypoglossus  zugclheill  hat. 

i]  Hier  ist  zunächst  an  die  merkwürdigen  Erfahrungen  Schifk's  über  die 
von  ihm  sog.  Analgesie  zu  erinnern  (Lehrbuch  der  Physiologie,  S.  252),  sowie 
an  eine  Beobachtung  Onodv's,  welcher  beim  Hühnchen  abnorm  auftretende  hintere 
Wurzelfasern  unter  Umgehung  des  Ganglions  direel  in  den  llamus  posterior  ein- 
treten sah.  Besonders  bedeutsam  erseheinen  unter  den  Neueren  die  Beobachtungen 
von  Bkciitehkw  einerseits  und  die  von  Joseph  andererseits. 


Verhalten  der  Ganglienncrveii  des  Kopfes. 
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Ergebnisse  berechtigen  mich  bis  jetzt  nicht,  in  dieser  Frage  Stel- 
lung zu  nehmen;  indess  darf  ich  hier  nicht  stillschweigend  daran 

Gestützt  auf  die  verschiedenen  Zeiten  der  Markscheidenbildung  unterscheidet 
Bechterew  (Archiv  f.  Anat.  Phys.  anat.  Abth.  1887,  p.  ti6j  zwei  streng  diffe- 
renzirte  Bündel  hinlerer  Wurzeln.  Das  eine,  früher  sich  entwickelnd  und  aus 
gröberen  Fasern  bestehend,  geht  uiedialwärts  in  den  Wurzellheil  der  Bi  niuni'schcn 
Stränge  und  zum  Thcil  auch  direel  nach  der  gelatinösen  Substanz,  innerhalb  deren 
seine  Fasern  steil  in  die  Höhe  steigen.  Die  Fasern  der  zweiten  Art  bekommen 
ihre  Markscheideu  spater  als  die  erstcren  und  sie  sind  feiner  als  diese.  Zum 
kleineren  Theil  gehen  sie  in  die  Subst.  gclatinosa,  zum  grösseren  wenden  sie  sich 
latcralwärts  in  den  hintersten  Theil  der  Seitenstränge.  Einige  können  noch  den 
lateralen  Theil  der  BiRUAcn'schen  Stränge  erreichen.  Die  Fasern  der  medialen 
Gruppe  wenden  sich  früher  oder  später  nach  der  grauen  Substanz  des  Hinter- 
horns, theils  zwischen  die  Zellen  der  Ci.arkb'scIiou  Säulen,  theils  an  diesen  letz- 
teren vorbei  nach  vorn,  wo  sie  sich  entweder  im  Zwischengebict  von  Vorder- 
und  Hinterhorn  verlieren,  oder  in  das  Vorderhorn  oder  endlich  in  die  vordere 
Commissur  vordringen.  Die  Fasern  «1er  später  entwickelten  feinen  Gruppe  treten, 
nachdem  sie  eine  Zeit  lang  vertical  verlaufen  waren,  gleichfalls  in  die  graue  Sub- 
stanz und  verlieren  sich  der  Hauptsache  nach  zwischen  den  Zellen  der  Hinler- 
hörner;  ein  Thoil  derselben  scheint  bis  zu  den  Zellen  des  Seitenhorns  vorzudrin- 
gen. Mittelbar,  d.  h.  unter  Einschicbung  der  CLARKE'schcn  Säulen,  hängen  die 
Fasern  der  ersten  Gruppe  mit  den  Kleiuhirnseitcusträngen  zusammen,  während  ein 
anderer  Thcil  an  die  dorsale  Basis  der  BinnAcu'schen  und  der  Göldschen  Stränge 
gelangt  und  wieder  andere  die  Richtung  zur  vorderen  Commissur  einschlagen.  Die 
feinen  Fasern  der  zweiten  Gruppe  finden  ihre  mittelbare  Fortsetzung  theils  in  der 
Commissura  posterior  und  den  Seilenslrängcn  der  gegenüberliegenden  Seile,  theils 
aber  in  den  Bahnen  der  Goll'scIicii  Stränge  derselben  Seite.  Ausdrücklich  bemerkt 
Bechterew,  dass  die  beiderlei  Bündel  hinterer  Wurzeln  verschiedene  functionelle 
Bedeutung  besitzen  und  er  vcrmuthel,  dass  die  Hauternpliudlichkeil  durch  die 
Käsern  der  zweiten  (feinen)  Gruppe  vermittelt  wird. 

Von  einer  ganz  anderen  Seile  aus  ist  Josei>u  [dass.  Archiv,  physiol.  Theil 
1887,  p.  296)  dazu  gelangt,  die  hinteren  Wurzcifasern  in  zwei  Gruppen  zu 
scheiden,  indem  er  nämlich  diu  bekannten  Waller' sehen  Versuche  der  Wurzel- 
durchschneidiing  wiederholte,  kam  er  zum  F.rgebniss,  dass  nach  Trennung  der 
hinteren  Wurzeln  zwischen  Ganglion  und  Mark  zwar  der  überwiegende  Thcil  der 
Fasern  centralwärts  entartet  und  peripheriewärts  intact  bleibt,  daneben  aber  für 
einen  zweiten  etwas  geringeren  Fascrantheil  das  Umgekehrte  gilt.  Hält  man  an 
dem,  wie  ich  glaube,  durchaus  berechtigten  Satze  fest,  dass  nur  jene  Fasern  ent- 
arten, deren  Axencylinder  von  ihren  Ursprungszellen  getrennt  siud.  so  muss  man 
aus  diesem  Krgcbuiss  schlicssen,  dass  die  hinteren  Wurzeln  neben  ihren  ganglio- 
nären  Fasern  einen  bestimmten  Procentsatz  von  medullären  enthalten. 

Endlich  ist  eine  fernere,  zur  Zeil  noch  rälhselhaftc  Complicalion  zu  erwähnen, 
welche  sich  aus  den  Beobachtungen  von  Feodor  Krause  ergiebt  (ibid  p.  370;  : 
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vorbeigehen  und  ich  gebe  demnach  ausdrücklich  die  Erklärung  ab, 
dass  meine  positiven  Angaben  ausschliesslich  auf  das  Verhallen  gan- 
glionarer  Nerven  sich  beziehen. 

Am  Kopf  scheiden  sich  primär  vier  Gangliencomplexe  ab,  von 
denen  der  erste  die  Trigeminusganglien,  der  zweite  die  Ganglien  vom 
Acustico-facialis  umfasst,  wahrend  die  Ganglien  des  Glossopharyngeus 
und  diejenigen  des  Vagus  die  dritte  und  vierte  Anlage  bilden.  Jeder 
von  diesen  primären  (Komplexen  erfahrt  sceundar  eine  weitere  Glie- 
derung und  Zerspaltung:  so  trennen  sich  vom  ersten  Komplex  anfange 
das  (liliarganglion  und  später  die  übrigen  kleineren  Trigeminusganglien 
ab.  Der  zweite  Complex  zerfallt  in  das  Ganglion  geniculi  und  in  die 
verschiedenen  Acuslicusganglien  (das  intracraniale  Ganglion,  sowie  G. 
Cochleae  und  G.  vestibuli)  und  endlich  trennen  sich  am  Glossopharyn- 
geus  und  Vagus  die  höher  und  die  tieler  liegenden  Massen,  G.  Ehren- 
rilteri,  G.  petrosum  sowie  G.  jugulare  und  G.  nodosutn  von  einander. 
Im  allgemeinen  sind  es  die  auftretenden  Faserhündel,  welche  die 
Gruppen  von  Nervenzellen  auseinandergingen,  daneben  mögen  aller- 
dings noch  fernere  Motive  hinzukommen,  die  Beeinflussung  durch  Naeh- 
bartheilo,  sowie  die,  wie  es  scheint,  nicht  unbeträchtlichen  Ver- 
schiebungen, welche  die  Zellengruppen  durch  die  Kniwickelung  ihrer 
eigenen  Fortsatze  erfahren. 

Der  histologische  Charakter  der  verschiedenen  Kopfganglicn  stimmt 
zu  Beginn  des  zweiten  Monats  mit  dem  der  Spinalganglien  überein. 
Aus  den  Acuslicusganglien  bez.  aus  dem  Spiralganglion  kennt  man 
schon  seit  den  Arbeiten  von  Corti  bipolare  Ganglienzellen2).  Die- 
selbe Form  kehrt  aber  in  sammllichcn  Kopfganglien  des  Embryo 
wieder,  im  G.  Gassen,  im  G.  geniculi,  in  den  Glossopharyngeus- 
und  in  den  Vagusganglien.    Die  beiden  Fortsatze  werden  sclbstver- 

bei  peripherischer  Durehschneidung  von  Nervcnslämmen  soll  ein  bestimmter  An- 
Iheil  von  Fasern  central wärts  degeneriren.  Krause  glaubt,  es  haudlc  sich  um 
Fasern,  die  in  den  Tastkörperchen  entspringen.  Diese  Annahme  ist  aber  unhalt- 
bar, da  schon  Meissner  [Beiträge  zur  Anal,  und  Phys.  der  Haut  i  8S3)  gezeigt 
hat,  dass  an  den  Nerven  der  letzteren  die  Degeneration  peripheriowärls  fort- 
schreitet.   Sollte  man  nicht  eher  an  recurrirende  Fasern  denken  können? 

1)  Archiv  f.  Anal.  u.  Phys.  anat.  Abth.  1880,  S.  456.    Ueber  die  Anfänge 
des  peripheren  Nervensystems,  man  vergl.  insbesondere  Taf.  XVIII. 

2)  C.oiiTi,  Hecherches  sur  l  organe  de  l'ouie,  Zeilsch.  für  Wissenschaft I.  Zool. 
Bd.  Iii,  S.  ii  und  Köi.lihkh,  mikrusk.  Anatomie  II,  2,  S.  747. 
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stündlich  nur  da  gleichzeitig  sichtbar  sein ,  wo  der  Schnitt  mit  der 
Faseraxe  parallel  läuft.  Auch  in  Hinsicht  der  Gruppirung  der  Zellen 
und  ihrer  Anordnung  in  einzelne  Kelten  schliessen  sich  die  grösseren 
Kopfganglien  denen  des  Rumpfes  an.  Eine  Verwechselung  von 
bipolaren  Bindegewebszellen  mit  Ganglienzellen  wird  wohl  nur  einem 
ungeübten  Auge  vorkommen.  Von  jenen  unterscheiden  sich  diese 
durch  ihren  relativ  breiten  Protoplasmahof  und  durch  den  sehr  all- 
mühlich  vermittelten  Uebergang  des  letzteren  in  den  Axeneylinde?- 
forlsatz.  Auch  sind  ihre  Fortsätze  viel  breiter  als  diejenigen  der 
Bindegewebszellen. 

Die  Gestalt  der  einzelnen  Kopfganglien  ist  charakteristisch  genug, 
um  ein  jedes  am  Durchschnitlsbild  erkennen  zu  können.  Das  G. 
Gasseri  zeigt  sich  als  ein  Oval,  das  an  der  Stelle  grösster  Ent- 
wickelung  breiter  als  hoch  ist.  Das  Acusticofacialis-Ganglion  ist 
eigentümlich  zerklüftet  und  seine  Faserbündel  divergiren  fächer- 
förmig. Das  G.  petrosum  zeigt  wiederum  eine  geschlossene,  fast 
kreisrunde  Umgrenzung  und  die  beiden  Vagusganglien  bilden  lang- 
gezogene Spindeln,  in  denen  die  Zellen  streifenweise  den  Faser- 
bündeln  angelagert  sind. 

Trigeminus.  Nach  meinen  alteren  am  Huhnchen  gemachten 
Erfahrungen ')  erscheint  das  Trigeminusganglion  gleich  nach  erfolgter 
Abschnürung  als  ein  langgestreckter  Zellenslreifen,  der  neben  den 
drei  vorderen  Gehirnabschnitten  herlüuft,  indem  sein  vorderes  Ende 
der  Augenblase  und  dem  Vorderhirn,  sein  hinteres  dem  hinteren 
Bande  des  Hinterhirns  anliegt.  Wenn  die  Scheitclkrümmung  des 
Gehirns  zur  Ausbildung  gelangt  ist,  so  spannt  sich  der  Ganglien- 
slreifen  als  Bogensehne  von  der  Gegend  der  Bruckenkrümmung  direct 
nach  dem  Baume  über  den  Augenblasen  herüber,  und  das  Mittelhirn 
ist  nunmehr  Uber  denselben  weit  emporgestiegen.  Das  vordere  und 
das  hintere  Ende  des  Streifens  erscheinen  verdickt,  jenes  stellt  die 
Anlage  des  Ganglion  ciliare  dar. 

Diese  eben  geschilderte  Stufe  kennen  wir  auch  vom  mensch- 
lichen Embryo  und  ich  verweise  in  der  Hinsicht  auf  die  Tafeln  zur 
Anatomie  menschlicher  Embryonen2),  sowie  auf  die  Figuren  gegen- 

1)  Monogr.  d.  Ilühnchenentwickelung,  p.  106  und  im  oben  citirten  Aufsatz, 
p.  JfiR  und  Tat.  XVIII,  Fig.  2  und  3. 

2)  Anat.  incnsihl.  Embr.  Taf.  VII,  A.  I  und  B.  I  und  Taf.  VIII,  Fig.  und 

Abbamll.  d.  K.  S.  Oosellsch.  d.Wi.».  XXIV.  J,J 
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wartiger  Abhandlung.  Das  genauere  Studiuni  der  Schnitte,  welche 
der  Construction  letzterer  Figuren  zu  Grunde  liegen,  ergiebt,  dass  zu 
Ende  des  ersten  Monats  das  Ganglion  ciliare  sich  bereits  emancipirt 
hat  und  dass  dasselbe  mit  dem  Hauptganglion  durch  einen  zellen- 
freien Fasersttang  verbunden  ist.  Das  Hauptganglion  hat  eine  drei- 
eckige Grundform,  seine  Spitze  ist  dorsalwärts  gerichtet  und  ent- 
sendet die  zum  Gehirn  tretenden  Wurzel  fasern.  Die  pcripherievvarts 
abgehenden  Stämme  sind  eine  Strecke  weit  von  Ganglienzellen  be- 
gleitet. Diese  das  Hauptganglion  Uberschreitenden  Zellen  sind  als 
die  Anlagen  der  kleinen  Trigeminusganglien,  des  G.  rhinicum  und 
des  G.  oticum  anzusehen.  Leber  die  Anlage  des  Submaxillarganglions 
besitze  ich  keine  brauchbaren  Beobachtungen:  ich  vermuthe  indessen, 
dass  dasselbe  gleichfalls  aus  Zellen  hervorgeht,  die  sich  vom  Haupt- 
complex  abgelöst  haben. 

Die  Hauptmasse  der  Wurzelfasern  geht  in  ein  dem  Gehirn 
öusserlich  anliegendes  plattes  Bündel  von  Langsfasern  Uber,  den 
Tractus  trigeminus  oder  die  aufsteigende  Trigeminuswurzel 
der  Autoren.     Es  schmiegt  sich  das  Bündel  der  Seitenkanle  des 
Gehirns  an  (Fig.  27),  seine  Verbindung  mit  diesem  ist  indessen  eine 
Anfangs  nur  lose.    Die  aufsteigende  Trigeminuswurzel  erstreckt  sich 
nun   bekanntlich  am   ausgebildeten  Gehirn  durch  die  Brücke  und 
durch  die  Corpora  restiformia  hindurch  bis  in  das  Halsmark.  Auch 
bei  Embryonen  vom  Ende  des  zweiten  Monats  kann  man  sie  auf 
eine  grössere  Strecke  hin  verfolgen,  dagegen  ist  sie  iu  früheren 
Zeiten  nur  sehr  kurz.    Bei  Embryo  lir*  kann  ich  das  Bündel  nur 
um  weniges  über  die  Eintrittsslelle  hinaus  verfolgen  (Taf.  II,  Fig.  4) 
und  auch  bei  Embryo  Ko  verliert  dasselbe  noch  diesseits  des  Acu- 
sticus  seine  charakteristische  Abgrenzung  (Taf.  I,  Fig.  1). 

Der  acustico  faciale  oder  zweite  Ganglicncomplex  liegt 
von  Anfang  ab  unmittelbar  vor  der  Gehörblase.  Auch  dieser  Com- 
plex  hat,  als  Ganzes  betrachtet,  eine  dreieckige  Grundform,  indem 
er  dorsalwürts  schmaler,  ventralwarts  dagegen  breiter  ist.  Schon 
die  oberflächlichste  Schnittbelrachlung  zeigt  eine  sehr  charakteristische, 
bei  keinem  anderen  Ganglion  wiederkehrende  fächerförmige  Grup- 


«4.  Bei  der  Figur  cr4  sind  die  Ganglien  nach  dem  uuzerlegten  Präparate  im  durch- 
fallenden Lichte  eingezeichnet  worden. 
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pirung  der  Kiemente,  die  damit  zusammenhängt,  dass  die  beiden 
Zweige  des  N.  acusticus,  der  N.  vestibuli  und  der  N.  Cochleae  ver- 
schränkt laufen  (Fig.  23).  Von  dem  medialwürts  liegenden  Ganglion 
Cochleae  aus  gehen  die  zum  Gehirn  tretenden  Fasern  lateral-  und 
dorsalwärts.  Von  dem  lateral  gelegenen  G.  vestibuli  dagegen  wen- 
den sie  sich  mit  medialer  Neigung  in's  Gehirn.  Der  N.  facialis,  der 
schon  innerhalb  des  Gehirns  als  auffallend  compacter  Strang  erscheint, 


Fig.  «7. 

Querschnitt  doren  da»  Grhirn  vom  Emkrj-n  A'o  an  der  St«ll«.  wo  die  dem  Ganglion  Uaueri  «nUtararaenden 
Fa*»rn  d«m  Gehiru  »irh  anlügen  nnd  in  di«  »uftteigonde  Wurzel  n.M'.  ohergehen.    V.».  »amible  Portion 

de»  X.  Uigemiim».    V.ui.  motortneb«  Wurzel. 

schiebt  sich  als  eben  solcher  zwischen  den  beiden  Ganglien  hin- 
durch, sie  auseinanderdrängend,  und  er  nimmt  nun  den  am  meisten 
ventralwUrts  liegenden  Theil  des  Complexes  als  Ganglion  geniculi  mit 
sich.  Dieses  rückt  in  der  Folge  immer  mehr  aus  der  Verbindung 
mit  den  Acusticusganglien  heraus1). 

1    Eine  hierauf  bezügliche  Figur  habe  ich  in  der  Anal,  niensehl.  Embryonen 
I.  S.  Ii  milgelhcilt.    Irrlhümlivh  ist  dort  der  N.  facialis  mit  seinem  peripheren 
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Die  genannten  drei  Ganglien  werden  in  der  Folge  alle  von  der 
Knorpelmasse  des  Felsenbeins  umschlossen.  Jenseils  von  dem  letz- 
teren bleibt  aber  eine  Anhäufung  von  Zellen  Übrig,  welche  die  be- 
kannte, den  Wurzeln  gleich  neben  dem  Gehirn  anliegende  Anschwel- 
lung bilden,  die  einige  Anatomen  als  lateralen,  andere  als  vorderen 
oder  als  accessorischen  Kern  bezeichnet  haben.  Bei  der  Verwirrung, 
die  in  der  Bezeichnung  der  verschiedenen  Acusticuskerne  exislirt, 
ist  es  wohl  am  wenigsten  missdeutbar,  wenn  die  fragliche  Bildung 
als  intracranielles  Ganglion  bezeichnet  wird.  Die  in  das  Gehirn 
eintretenden  Wurzellasern  beider  Acuslicuszweige  breiten  sich  im 
allgemeinen  fächerförmig  aus.  Auf  eine  genauere  Analyse  ihres 
Verlaufes  muss  ich  für  diesmal  verzichten. 

Für  den  Erwachsenen  ist  von  Sapolim  nachgewiesen  worden, 
dass  vom  G.  geniculi  aus  eine  besondere  Verbindung  nach  dem 
Gehirn  hingeht.  Der  Verbindungsnerv  ist  der  N.  intermcdius  Wris- 
bergi,  und  der  genannte  Beobachter  hat  eiue  aufsteigende  Wurzel 
dieses  Nerven  auf  weite  Entfernung  hin  durch  das  verlängerte 
Mark  zu  verfolgen  vermocht1). 

N.  glossopharv  ngeus.  Am  Nervus  glossopharv  ngeus  zerlegt 
sich  die  Ganglienmasse  in  einen  kleineren  oberen  und  einen  grösseren 
unteren  Complex,  das  Ehrenritlcrsche  Ganglion  und  das  Gan- 
glion petrosum;  ersteres  liegt  anfangs  dicht  hinter  der  Gehörblase 
und  nachdem  diese  sich  ausgedehnt  hat,  wird  es  vom  Anfangstheil 
des  Schneckenganges  überlagert.  Das  Ganglion  petrosum  ist  dem 
Bereich  der  Gehörblase  entrückt  und  sein  unterer  Theil  liegt  im 
Niveau  des  Rachenraumes.  Das  obere  Ganglion  ist  von  spindelför- 
miger, das  untere  von  regelmässig  ovaler  Gestalt. 

Das  Faserbündel,  das  von  den  Glossopharv  ngcusganglien  aus 


Stumpf  zu  weit  lateralwärts  geführt,  bez.  auf  eine  Strecke  weit  mit  dem  N. 
\estibuli  vermengt.  Deiiigemass  sind  die  dortigen  Bezeichnungen  zu  verbessern. 
Der  Facialis  geht  medial* ürls  vom  Ganglion  vestibuli  durch  und  die  Reihenfolge 
von  der  Mcdiilseite  her  ist  G.  Cochleae,  G.  geniculi  und  G.  vestibuli. 

Aüf  den  verschränkten  Verlauf  der  beiden  Acuslicuszweige  macht  auch 
GiunKNH.o  aufmerksam  in  seinem  Aufsatz  über  die  E-ilwickelung  des  Gehörorgans. 
: Wiener  medic.  Jahrbücher  188",  S.  77.) 

I,  S.womm,   Etudes  anatomiques  sur  le  nerf  de  Wrisberg  etc.  Bruxelles 

1881. 
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an  das  Gehirn  herantritt,  erreicht  dessen  Seitenkante  und  biegt  hier 
in  ein  dorsalwürts  von  der  Kante-  befindliches  Längsbündel  um,  die 
aufsteigende  Glossopharyngeuswurzel  oder  den  Tractus 
glossopharyngeus.  Anfangs  (bei  Embryo  Br*)  ist  dies  Bündel 
sehr  kurz  und  es  erreicht  das  entsprechende  Bündel  des  Vagus  noch 
nicht.  In  der  Folge  wird  es  aber  beträchtlich  länger  und  beide 
vereinigt  treten  als  höchst  charakteristischer  Strang  als  Tractus 
solilarius  (oder  als  aufsteigende  Wurzel  des  gemischten  Systems) 
bis  in  den  oberen  Theil  des  Rückenmarks  herein. 

N.  vagus.  Bei  diesem  Nerven  dehnt  sich  die  Ganglienmasse 
zu  einem  besonders  langen  Streifen  aus  und  sie  zerfällt  in  die  beiden 
bekannten  Abiheilungen  des  G.  jugulare  und  G.  nodos  um,  die 
übrigens  gleich  den  beiden  Glo^sopharyngeusganglien  nicht  absolut 
scharf  geschieden  sind,  da  kleinere  Zellengruppen  auch  dem  inter- 
mediären Stück  anliegen.  Jedes  der  beiden  Vagusganglien  hat  seine 
Eigentümlichkeiten.  Das  obere  bildet  eine  fein  ausgezogene  Spin- 
del, an  deren  medialer  Seite  ein  Strang  von  zellenfreien  Wurzel- 
fasern zum  Gehirn  emporsteigt.  In  diesen  letzten  Strang  treten  die 
motorischen  Wurzelfasern  des  Nerven  ein.  Auch  das  untere  Ganglion 
ist  von  spindelförmiger  Gestalt,  es  reicht  tiefer  herab  denn  irgend 
ein  anderes  Kopfganglion,  da  es  mit  seinem  unteren  Ende  laleral- 
würts  vom  Kehlkopf  gelagert  erscheint. 

Das  Bündel  von  Fasern,  das  von  den  Vagusganglien  ausgeht, 
erreicht  auch  seinerseits  das  Gehirn  im  Bereich  der  Seitenkante  des 
letzteren  und  geht  in  einen  flachen,  der  Flügelplatte  anliegenden 
Längsstrang,  die  aufsteigende  Vagusvvurzel  oder  den  Tractus 
n.  vagi  über.  Gleich  den  übrigen  sensibeln  Wurzelsträngen  des 
Gehirns  ist  dieser  zur  Zeit  seines  ersten  Auftretens  sehr  kurz  und 
er  verlängert  sich  successiv,  indem  er  weiterhin  mit  dem  Tractus 
glossopharyngeus  zum  Tractus  solitarius  gemeinsam  zusammentritt. 
Beide  Bündel  liegen  anfangs  durchaus  oberflächlich  und  sie  erschei- 
nen sogar  recht  lose  mit  dem  Gehirn  verbunden.  Von  der  sich 
umbiegenden  Randlippe  der  Flügelplatte  wird  der  Tractus  solitarius 
späterhin  umgriffen  und  in  die  Tiefe  gedrängt.  Es  handelt  sich  dabei 
um  einen  Process  allgemeinerer  Art,  der  auf  das  Rautenhirn  in  dessen 
ganzer  Länge  umgestaltend  wirkt  und  in  dessen  genauere  Beschrei- 
bung ich  für  diesmal  noch  nicht  eintreten  werde. 
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Fassen  wir  in  Betreff  der  sensibeln  Nerven  die  Ergebnisse  zu- 
sammen, so  ergiebt  sich  Folgendes: 

1)  Von  den  Ganglien  der  Kopfnerven  aus  wachsen  die  cen- 
tralen Ausläufer  der  Nervenzellen,  zu  Bündeln  geordnet,  auf  das 
Gehirn  zu  und  sie  erreichen  zunächst  dessen  Aussenflächc. 

2)  Die  Wurzeln  von  Trigeminus,  Intermedius,  Glossopharyngeus 
und  Vagus  gehen,  wenn  auch  nicht  alle,  so  doch  jedenfalls  zu  einem 
grossen  Theil  in  Lüngsbündel  über,  welche  anfangs  nur  sehr  kurz 
sind,  dann  aber  mehr  und  mehr  in  die  Länge  wachsen  und  die 
Richtung  nach  dem  Halsmark  einschlagen.  Es  sind  dies  die  sog. 
aufsteigenden  Wurzeln  der  Hirnanatomen.  Für  den  N.  acusticus 
liegen  die  Verhältnisse  etwas  abweichend,  insofern  seine  Wurzel- 
fasern jedenfalls  nur  zu  einem  geringen  Theil  in  eine  aufsteigende 
Wurzel  übergehen,  zum  grösseren  Theil  sich  in  der  Höhe  der  Ein- 
trittsstelle ausbreiten. 

3)  Nach  ihrer  Lage  an  der  Aussenfläche  der  Flügelplatte  und 
nach  ihrer  Faseranordnung  erweisen  sich  die  aufsteigenden  Wurzeln 
der  Gangliennerven  des  Kopfes  dem  primitiven  Hinterslrang  oder 
ovalen  Bündel  des  Rückenmarks  durchaus  homolog.  Man  darf  die 
aufsteigende  Trigeminuswurzel  oder  den  Tractus  solilarius  geradezu 
als  Hinterstrangbildung  des  Gehirns  bezeichnen.  Während  aber  bei 
der  dichten  Lagerung  der  Rumpfganglien  die  Wurzelbündel  von  Anfang 
ab  zu  dem  zusammenhängenden  System  des  Hinterstranges  zu- 
sammentreten, kommt  es  im  Gehirn  nicht  zu  einer  durchgreifenden 
Verbindung  der  Hinterstrangbildungen.  Glossopharyngeus-  und  Vagus- 
anlheil  treten  zusammen;  ehe  dagegen  der  Trigeminusantheil  soweit 
entlang  gewachsen  ist,  um  jene  zu  erreichen,  sind  secundäre  Ver- 
schiebungen der  Theile  eingetreten,  in  deren  Folge  die  aufsteigende 
Trigeminuswurzel  vom  Tractus  solilarius  getrennt  bleibt. 

4)  Bei  den  motorischen  Nerven  bezeichnen  wir  die  Stellen  als 
deren  Kerne,  welche  die  Ursprungszellen  der  Fasern  umfassen. 
Es  ist  klar,  dass  es  im  Gehirn  sensible  Kerne  dieser  Art 
nicht  geben  kann.  Die  sensibeln  Kerne,  d.  h.  die  Ursprungs- 
stätten der  Fasern,  finden  wir  in  den  Ganglien,  somit  in  extracere- 
bralen Bildungen.  Es  ist  durch  weitere  Untersuchungen  festzustellen, 
welches  die  Bedeutung  derjenigen  Bildungen  ist,  die  man  bis  dahin 
als  die  Kerne  sensibler  Nerven,  des  Vagus,  des  Glossopharyngeus 
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und  des  Trigerainus  aufgefasst  hat.  Vielleicht  handelt  es  sich  um 
solche  Zellengruppen,  zwischen  welchen  ein  Theil  der  sensibeln 
Fasern  ausläuft,  falls  nicht  etwa  in  dem  oben  angedeuteten  Sinn 
medullär  entspringende  Wurzelfasern  besonderer  Art  von  ihnen  aus- 
gehen. 

Halten  wir  die  eben  aufgezählten  Verhältnisse  zusammen  mit 
denen  der  motorischen  Wurzeln,  so  ergiebt  sich,  dass  die  sensibeln 
und  motorischen  Wurzeln  der  Gehirnnerven  hinsichlich  ihres  Ursprungs, 
sowie  hinsichtlich  ihrer  nächsten  Verlaufsweise  denen  des  Rücken- 
marks sich  durchaus  an  die  Seite  stellen.  Alle  motorischen  Nerven 
entspringen  von  Zellen  der  Grundplatte  des  Rohres,  alle  Zellen  der 
Spinalganglien  und  der  entsprechenden  Ganglien  des  Kopfes  ent- 
senden Fasern  zum  Medullarrohr,  welche  zunächst  der  Aussen  fläche 
der  FlUgelplatte  sich  anlegen,  um  dann  weiterhin  successive  in's 
Innere  ihrer  Substanz  einzudringen.  Den  sensibeln  Fasern  ähnlich 
verhalten  sich  die  Geschmacksnerven  und  der  Gehörnerv.  Die  vor- 
wiegende Verlaufsrichtung  der  sensibeln  Wurzelfasern  geht  im  Rücken- 
mark von  unten  nach  oben,  im  Gehirn  ist  sie  eine  umgekehrte. 


Das  Auswachsen  der  peripherischen  Nerven. 

Die  nachfolgende  Betrachtung  schliesst  sich  einem  Capitel  der 
Anatomie  menschlicher  Embryonen  als  weitere  Ausführung  an,  und 
sie  basirt  auf  den  Constructionen ,  die  ich  für  das  peripherische 
Nervensystem  einer  Anzahl  von  Embryonen  vom  Ende  des  ersten 
und  Beginn  des  zweiten  .Monats  ausgeführt  habe.  Hiervon  theile 
ich  in  der  Tafel  II  zwei  mit,  welche  auch  über  den  Rumpf  sich 
ausdehnen  und  die  mit  Hülfe  von  photographischen  Aufnahmen 
der  Schnitte  durchgearbeitet  worden  sind.  Indem  dabei  ein  jeder 
Schnitt  zu  seinem  Recht  kam  und  mit  dem  Mikroskop  sorgfältig 
nachgeprüft  wurde,  bin  ich  im  Stande  gewesen,  auch  in  das  Ein- 
zelne der  Verzweigungen  und  Geflechlbildung  einzutreten.  Die 
Hauptklippe,  die  man  zu  vermeiden  hat,  ist  die  Schematisirung. 
Wo  von  einigen  aufeinander  folgenden  und  im  Cebrigen  unter  sich 
durchaus  ahnlichen  Schnitten  der  eine  einen  längeren,  der  andere 
einen  kürzeren,  ein  dritter  vielleicht  an  entsprechender  Stelle  gar 
keinen  Nervenstamm  zeigl,  da  ist  man  anfangs  nur  allzuleicht  geneigt, 
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an  der  Sicherheit  der  Beobachtung  zu  zweifeln  und  eine  Gleich- 
artigkeit der  Schnitte  vorauszusetzen,  die  der  Natur  der  Sache  nach 
gar  nicht  vorhanden  sein  kann.  Erst  ein  sehr  genaues  Individua- 
lismen der  Schnitte  führt  zur  Erkenntniss  der  realen  Verhältnisse, 
und  diese  ordnen  sich  schliesslich  in  einer  sehr  viel  befriedigenderen 
Weise,  als  dies  durch  supponirte  Schemata  möglich  gewesen  wlire. 

In  Betreff  der  beiden  Figuren  bemerke  ich,  dass  ich  im  Allge- 
meinen die  Nerven  soweit  gezeichnet  habe,  als  sie  Uberhaupt  er- 
kennbar gewesen  sind,  die  gezeichneten  Enden  stimmen  also  mit 
den  zu  der  Zeit  factisch  vorhandenen  Uberein.  An  einigen  Stellen 
bin  ich  indessen  nicht  bis  ans  Ende  gegangen;  einmal  habe  ich 
die  Dorsalzweige  der  Rumpfnerven  ganz  weggelassen,  da  sie  die 
Zeichnung  unnothig  complicirt  hatten.  Ebenso  habe  ich  am  Hals 
und  in  den  Extremitatengcflcchtcn  einige  Stamme  unvollständig  ge- 
lassen, weil  sonst  die  Darstellung  unklar  geworden  wlire,  oder  auch, 
weil  die  Beobachtung  nicht  prtteis  genug  durchzufuhren  war.  Alle 
diese  Stellen  sind  als  Schnittstellen  durch  kleine  Kreise  bezeichnet. 
Durchweg  handelt  es  sich  dabei  nur  um  kurze  weggelassene 
Strecken. 

Die  beiden  benutzten  Embryonen  Dr3  und  Ä'o,  der  eine  von 
6,9  mm,  der  andere  von  10.2  mm  Nl.,  waren  in  Schnitte  von 
je  10  (i  zerlegt  und  (der  eine  mit  Hamaloxylin  und  Eosin,  der 
andere  mit  l\  Mayer's  Carminlosung)  so  intensiv  gefärbt  worden, 
dass  das  Verhalten  der  Nerven  an  jedem  Schnitt  auf  das  deutlichste 
verfolgbar  war. 

Der  N.  ol facto rius  ist  bei  keinem  der  beiden  Embryonen  er- 
kennbar und  auch  von  einem  N.  opticus  als  von  einer  Faserbahn 
kann  noch  nicht  gesprochen  werden. 

Der  N.  oculomolorius  tritt  bei  Ko  in  nahezu  gestreckter  Rich- 
tung auf  die  Gegend  hinter  dem  Auge  zu  und  er  verlauft  auf  eine 
weite  Strecke  im  Gewebe  des  mittleren  Schadelbalkens.  Ungefähr 
im  Niveau  des  Trichterforlsatzcs  kreuzt  er  sich  mit  dem  N.  troch- 
learis  und  liegt  dabei  mehr  medialwarts  als  dieser.  Dann  erfolgt 
eine  zweite  Kreuzung  mit  dem  N.  ophtalmicus  trigemini  dicht  am 
Ciliarganglion  vorbei.  Die  letzte  Fortsetzung  des  Stammes  ist  bis 
unter  das  Auge  verfolgbar  und  sie  entspricht,  wie  man  sieht,  dem 
Ramus  inferior.    Den  abgehenden  Ramus  superior  habe  ich  nicht  zu 
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erkennen  vermocht,  lege  indessen  diesem  negativen  Ergebniss  keinen 
Werth  bei. 

Der  N.  trochlcaris  geht  in  beinahe  gestrecktem  Verlauf  von 
seiner  Austrittsstelle  aus  auf  das  Auge  los  und  er  ist  Uber  diesem 
vorbei  noch  ein  Stuck  weit  erkennbar. 

N.  tr igem in us.  Die  vom  G.  Gasseri  ausstrahlenden  drei 
Stamme  gehen  in  gestreckter  Richtung  ab.  Der  Ramus  ophtalmicus 
ist  bei  Ao  ein  Stück  weit  Uber  das  Ganglion  hinaus  und  Uber  dem 
Auge  vorbei  zu  verfolgen.  Die  Rami  maxillaris  superior  und  inferior 
reichen  bei  Dr3  nur  bis  in  die  Wurzel  der  betreffenden  Kieferfort- 
sätze, bei  Ao  gehen  sie  tiefer  in  diese  herein.  Die  Portio  minor, 
medialwärls  vom  Ganglion  und  parallel  dessen  hinterem  Rande  ver- 
laufend, kreuzt  den  Ramus  mandibularis  gleich  in  dessen  Beginn  und 
gelangt  mit  der  Hauptmasse  ihrer  Fasern  an  dessen  Aussenseite. 
Von  da  aus  kann  ich  demselben  nur  noch  auf  kurze  Entfernung  folgen. 

Der  N.  abducens  verlauft  bei  Ko  gleichfalls  gestreckt  bis  hin- 
ter das  Auge,  indem  er  anfangs  von  der  unteren  Flache  des  Gehirns 
wenig  entfernt  liegt.  Er  verlauft  medialwarts  vom  G.  Gasseri,  bez. 
von  dessen  zwei  hinleren  Ausstrahlungen,  und  sein  Ende  liegt  nahe 
hinler  dem  Auge. 

Der  N.  facialis  verlauft  zur  Zeit  seines  Hervortretens  gestreckt 
nach  der  Wurzel  des  Hyoidbogens,  bei  Brt  hört  er  schon  hier  auf. 
Bei  Ko  dagegen  hat  sich  der  Hyoidbogen  stark  zurückgekrümmt,  er 
deckt  den  dritten  Bogen  zu  und  berührt  die  seitliche  Halswand. 
Dem  entsprechend  ist  jetzt  auch  der  erheblich  langer  gewordene 
N.  facialis  zurückgekrümmt  und  sein  freies  Ende  ist  dem  Mandibular- 
bogen  zugewendet.  Nach  dieser  neuen  Richtung  hin  wachsen  in 
der  Folge  seine  Zweige  aus.  Ein  dünner  Nerv  tritt  als  Chorda  tym- 
pani  in  die  Verschlussplatte  der  ersten  Spalte  ein,  aber  auch  dieser 
Nerv  endet  nach  kurzem  Verlauf  als  Stumpf  und  erreicht  zu  dieser 
Zeit  den  N.  trigeminus  noch  nicht.  Die  Bündel  des  N.  acusticus 
treten  an  die  Medialseite  der  Gchörblase. 

Der  N.  glossoph ar \ ngeus  geht  gerade  abwärts  in  seinen  Vis- 
ceralbogen.  Bei  llrs  nur  kurz,  hat  er  bei  Ao  an  Länge  gewonnen 
und  sein  unteres  Ende  erscheint  hier  bereits  gekrümmt,  entsprechend 
der  Dislocation.  die  der  ganze  Visceralbogen  erfahren  hat.  Bemerkens- 


380  Wilhelm  His,  42 

werlh  ist  die  frühzeitige  Verbindung  des  Ganglion  pctrosum  mit  dem 
G.  nodosum  durch  einen  schrägen  Anastomosenzweig. 

Der  N.  vagus  ist  sowohl  bei  /ir3,  als  bei  Ko  der  längste  von 
den  Gehirnnerven.  Gestreckten  Verlaufs  geht  er  hinter  dem  vierten 
Visceralbogen  herab,  diesem  den  N.  laryngeus  superior  zusendend. 
Auch  der  N.  laryngeus  inferior  ist  schon  bei  Itr3  zu  erkennen.  Der 
Stamm  des  N.  vagus  wird  bei  seinem  Eintritt  in  den  Rumpf  durch 
die  mächtige  Jugularvene  mediahvärls  gedrängt,  und  er  gelangt  nun 
neben  die  Speiseröhre  und  hinter  das  Vorhofsgebiet  des  Herzens. 

Der  N.  accessorius  erscheint  als  ein  abgeplatteter,  anfangs 
neben  dem  oberen  Ruckenmarkstheil  und  dem  Gehirn  herlaufender 
Stamm,  dem  von  der  Seitenkante  des  Medullarrohres  aus  zahl- 
reiche Wurzeln  zugeführt  werden.  Letztere  schliessen  sich,  wie  dies 
schon  oben  hervorgehoben  wurde,  den  motorischen  Vaguswurzeln  un- 
mittelbar an.  Das  Verhalten  des  Accessorius  zum  Vagusstamm  ist 
das  bekannte:  während  der  vordere  Theil  desselben  in  den  abstei- 
genden Theil  des  Vagus  übergeht,  vereinigt  sich  der  Rest  zu  einem 
selbstständigen  Ast,  dem  Ramus  externus  N.  accessorii. 

Eine  sehr  lange  Kette  von  Ursprungsbündeln  sammelt  sich  zum 
N.  hypoglossus.  Die  hintersten  kommen  von  der  einspringenden 
Ecke  der  Nackenbeuge,  d.  h.  von  der  unteren  Gehirngrenze,  die 
vordersten  reichen  noch  bis  in  das  Glossopharyngeusgebiet.  Der  Nerv 
wendet  sich  late talwärts  und  nach  vorn,  indem  er  auf  eine  Strecke 
weit  das  eigentliche  Kopfgebiel  verlässt,  den  Sinus  praecervicalis  von 
hinten  und  von  unten  her  umgreifend.  Der  Hypoglossusstamm  kreuzt 
den  Vagus  unterhalb  des  Ganglion  nodosum,  und  etwas  unterhalb  der 
Kreuzungsstelle  geht,  in  einer  dem  Vagusstamm  parallelen  Richtung, 
der  Ramus  descendens  ab,  welcher  laleralwärts  von  der  Jugular- 
vene seinen  Weg  nimmt. 

Rumpf  nerven.  Im  Allgemeinen  entsendet  jedes  von  den  Rumpf- 
ganglien ausser  der  centralwärts  gerichteten  Wurzel  einen  in  die 
Rumpfwand  eintretenden  dicken  Nervenstamm.  Eine  Ausnahme  hier- 
von macht  das  allcroberste  Halsganglion,  das  FitoRiEp'sche  Ganglion, 
wie  ich  es  nach  seinem  Entdecker  nenuen  will.  Dieses  in  der  ver- 
längerten Richtung  der  übrigen  Halsganglien  unmittelbar  neben  der 
Nackenbeuge  des  Medullarrohres  liegende  Gebilde  entsendet,  soweit 
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ich  ersehen  kann,  weder  Stamm  noch  Wurzelfasern ') .  Ich  spreche 
mich  darüber  etwas  bedingt  aus,  weil  das  Ganglion  dem  Verlaufe 
der  hintern  Accessoriusfasern  angelagert  erscheint.  So  unwahrschein- 
lich es  mir  ist,  dass  es  mit  diesen  Beziehungen  unterhalt,  so  wage 
ich  doch  nicht,  dies  absolut  zu  verneinen.  Ich  sehe  keinen  Grund, 
dieses  abortive  Ganglion  dem  Hypoglossus  zuzulheilen,  eher  noch 
dürfte  man  es  als  Ganglion  des  Accessorius  bezeichnen.  Am  richtig- 
sten aber  ist  es,  wenn  man  dasselbe  mit  keinem  der  Kopfnerven  in 
Beziehung  setzt,  sondern  es  kurzweg  den  Halsganglien  zuzählt,  deren 
Reihe  es  sich  unmittelbar  anschliessl.  Ausser  dem  FRORisp'schen 
Ganglion  scheinen  auch  die  unteren  Coccygealganglien  zu  abortiren, 
insoweit  sie  überhaupt  zur  besonderen  Ausbildung  gelangen. 

Die  Nervenbildung  geht  nicht  in  der  ganzen  Ausdehnung  des 
Körpers  gleichzeitig  und  gleich  rasch  vor  sich.  Schon  in  Betreff  der 
Kopfnerven  bemerkt  man  ein  ausgesprochenes  Vorauseilen  von  Hypo- 
glossus, Accessorius  und  Vagus  vor  den  Nn.  Facialis,  Trigeminus 
und  vor  dem  N.  olfaclorius.  Am  Rumpf  sind  es  die  Halsnerven, 
welche  in  der  Entwickelung  voraus  sind,  und  so  finden  wir  auch  den 
Plexus  brachialis  früher  angelegt,  als  den  Plexus  lumbosacralis.  Es 
stimmt  dieser  Gang  der  Nervenentwickelung  mit  der  übrigen  zeit- 
lichen Entwickelungsfolge  des  Körpers  überein,  da  ja  in  der  Nacken- 
gegend auch  das  Medullarrohr  zuerst  sich  schliesst  und  die  Urwirbel 
zuerst  auftreten. 

Im  Allgemeinen  sind  die  Nervenstümme  zur  Zeit  ihres  ersten 
Auftretens  senkrecht  auf  die  Axe  des  Medullarrohres  orientirt,  d.  h. 
sie  besitzen  dieselbe  Orientirung,  wie  die  Ganglien,  aus  denen  sie 
kommen,  bez.  an  denen  sie  vorbeitreten.  Am  reinsten  tritt  dies  Ver- 
halten von  Anfang  ab  bei  den  Dorsalnerven  hervor,  wahrend  bei  den 
Hals-  und  bei  den  Lumbosacralnerven  schon  auf  der  Stufe  von  /ir3 
eine  theilweise  Schrägslellung  der  Stamme  vorhanden  ist.  Bei  den 
Verschiebungen,  die  die  Theile  durch  das  ungleiche  Wachsthum  der 
verschiedenen  Zonen  erfahren,  ändert  sich  auch  die  relative  Stellung 
der  Nervenstümme.  So  wird  durch  die  Emportreibuog  des  Nacken- 
theiles  des  Medullarrohres  die  Richtung  süramllicher  oberen  Hals- 


<    Das  Ganglion  ist  auch  in  Fig.  62  der  Anal,  menscht.  Embr.  III,  S.  89 
eingezeichnet,  ohne  indessen  im  Text  erwähnt  zu  sein. 
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nerven  steiler  denn  zuvor,  ein  YerhUltniss,  das  bei  Vergleicbung  der 
Figuren  Br3  und  Ko  sofort  in  die  Augen  Hallt.  Ebenso  erscheint  es 
unverkennbar,  dass  die  bei  Abgliederung  der  Extremitäten  eintretende 
Zusammenziehung  ihres  Wurzelgebieles  eine  Convergenz  der  in  sie 
eintretenden  Stämme  mit  sich  bringt. 

Innerhalb  eines  Nervenstammes  verlaufen  zwar  die  Fasern  lon- 
gitudinal,  ohne  indessen  absoluten  Parallelismus  inne  zu  hallen.  Schon 
der  Umstand,  dass  ja  die  Ganglien  dicker  sind,  denn  die  abgehen- 
den Stämme,  bedingt  es,  dass  die  Fasern  etwas  convergent  in  die 
letzteren  eintreten,  und  da  die  Fasern  innerhalb  des  Stammes  lose 
beisammcnliegen,  so  ist  ihnen  die  Möglichkeit  geboten,  sich  stellen- 
weise auch  in  ihren  Richtungen  zu  verschränken.  Das  Bild,  das  ein 
längsgetroffener  Nervenstamm  gewährt,  zeigt  die  Axencylinder  zu 
kleinen  Büscheln  zusammengeordnet,  die  einander  bald  näher  treten, 
bald  sich  von  einander  entfernen,  und  die  auch  mannigfach  sich  uber- 
lagern und  durchkreuzen.  Bei  den  Exlremitätennerven  zur  Zeit  ihres 
frühesten  Auftretens  laufen  die  kurzen  Stümpfe  pinselförmig  aus,  wie 
dies  Taf.  II,  Fig.  4  für  die  Nerven  der  unteren  Extremitäten  von 
Embryo  lh-s  zeigt. 

.Mit  dem  büschelförmigen  Aiiseinandei  weichen  der  Stumpfe  der 
Extrcmilätennerven  ist  die  erste  Einleitung  zur  Geflechtbildung  ge- 
troffen, denn  es  ist  klar,  dass  durch  die  Begegnung  benachbarter 
Büschel  Stammesanastomosen  entstehen  können.  Weitere  Bedingungen 
für  die  Geflechtbildung  sind  aber  da  gegeben,  wo  primär  oder  se- 
cundär  eine  Gonvergenz  der  hervorwaclisenden  Stämme  vorhanden 
ist.  Die  Verschiebungen  in  der  Hals-  und  in  der  Beckengegend  liefern 
hierbei  eine  Reihe  von  besonderen  Motiven.  Vor  allem  sieht  man, 
wie  die  beim  Hervorsprossen  der  beiderseitigen  Stämme  gekreuzte 
Richtung  der  hinteren  Kopf-  und  der  oberen  Halsncrven  die  Mög- 
lichkeit zahlreicher  Begegnungen  und  Anastomosenbildungen  zur 
Folge  hat. 

Auf  Einzelheiten  eingehend,  so  linden  wir  bei  Embryo  Br3  erst 
die  Anfänge  des  Hals-  und  des  Armgeflechtes,  während  bei  Ko  das 
System  der  Verästelungen  in  seinen  Grundzügen  angelegt  ist.  Von 
den  schräg  nach  abwärts  steigenden,  unten  sich  anastomosirenden 
Stämmen  des  Plexus  cervicalis  gehen  nach  vorn  eine  Reihe  von 
Zweigen  ab,  unter  denen  sich  nach  der  Abgangsweise  der  N.  occi- 
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pitalis  minor  von  I  und  2,  die  Nn.  auricularis  magnusund 
cervicalis  superficialis  von  2  und  3  kommend,  sowie  die  Nn. 
s up ra c la vi c u la res  und  der  N.  phrenicus  sicher  bestimmen 
lassen.  Der  N.  phrenicus  steigt  anfangs,  am  Plexus  brachialis  vorbei, 
slei!  herab  und  tritt  dann  in  die  Wand  der  Brusthöhle  ein.  Hier 
liegt  er  in  einer  kleinen  gegen  die  Höhlenlichtung  hervortretenden 
Leiste  unmittelbar  hinter  der  Vena  cava  superior1).  Wenn  einmal  die 
Vene  nebst  ihrem  Gekröse  den  Organen  des  Miltelraumes  sich  anue- 
schlössen  hat,  liegt  der  Nerv,  wie  dies  Fr.  Schmidt  erkannt  hat,  inner- 
halb der  Membrana  pleurocardiaca. 

Am  Plexus  brachialis  betheiligen  sich  die  bekannten  fünf 
Stamme.  Das  Wurzelgebiet  der  Extremität,  d.  h.  die  Flache,  die  man 
bei  flacher  Abtragung  der  letzteren  vom  Rumpf  erhalten  würde,  ist 
an  den  Figuren  punktirt  eingetragen.  Man  sieht,  dass  dasselbe  dorsal- 
wtirts  den  drei  unteren  zum  Geflecht  gehörigen  Ganglien  sehr  nahe  rückt; 
das  Ganglion  des  sechsten  Halsnerven  liegt  noch  im  gleichen  Niveau, 
aber  durch  einen  Zwischenraum  davon  getrennt,  und  das  fünfte  Hals- 
ganglion steht  auch  bei  Br2  höher  denn  die  Extrcmitatenwurzel.  Dem 
entspricht  nun  auch  das  Verhalten  der  Stamme.  Der  fünfte  geht  der 
Hauptsache  nach  noch  an  der  Extremität  vorbei,  daneben  ist  er 
aber  durch  gegenseitigen  Faseraustausch  mit  seinem  Nachbarn,  dem 
sechsten  Nerven  verbunden.  Durch  die  Verbindung  von  cerv.  5, 
6  und  7  einerseits,  von  cerv.  8  und  dors.  I  andererseits  und  durch 
intermediäre  Verbindung  der  verschiedenen  Wurzeln  bilden  sich  die 
drei  grosssen  Strange  des  Plexus  brachialis,  aus  denen  späterhin 
die  langen  in  die  Extremität  eintretenden  Aeste  hervorgehen.  Von  diesen 
drei  Strängen  liegt  der  obere,  bei  der  Bildung  des  Medianus  und  des 
Musculo  cutaneus  bctheiligt,  in  der  Flucht  des  sechsten  Halsnerven,  und 
er  bekommt  ausserdem  Zuschuss  vom  fünften  und  vom  siebenten.  Der 
folgende  Strang,  aus  dem  die  Nn.  axillaris  und  radialis  hervorzugehen 
haben,  liegt  in  der  Flucht  des  siebenten  und  er  bekommt  Zuschuss 
vom  sechsten  und  achten  Halsnerven,  und  der  untere  Strang  endlich, 
aus  dem  die  zweite  Hälfte  des  Medianus,  der  N.  ulnaris  und  die  Cutanei 

I  Diese  Leiste,  deren  Hedeiilung  mir  früher  viel  zu  denken  gegeben  hat, 
findet  siel)  u.  a.  abgebildet  in  der  Anal,  menschl.  Lmbr.  Taf.  II,  Fig.  38 — 41 
und  Taf.  V,  Fig.  61)  und  "0.  In  Hetrelf  des  Verhalten  der  Vene  vergl.  III, 
S.  1  i  5 —  liT. 
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sich  bilden  müssen,  geht  in  bekannter  Weise  aus  dein  Rest  des  achten 
Halsnerven  und  aus  dem  ersten  Bruslnerven  hervor.  Der  zweite  und 
der  dritte  Brustnerv  entsenden  ein  jeder  in  sehr  deutlicher  Weise  einen 
der  Extremität  zustrebenden  R.  intercosto-hunieralis. 

Ueber  die  nun  folgenden  Dorsal  nerven  ist  nicht  viel  mitzu- 
theilen.  Dieselben  sind  anfangs  nur  kurz  und  sie  erreichen  bei  Em- 
bryo Bri  nur  das  Randgebiet  der  Leibeshöhle,  ohne  in  die  eigent- 
liehe  Brust-  und  Bauchwand  einzutreten.  Spater  dringen  sie  nach 
vorn  vor,  indem  sie  in  Bogenlinien  den  Bauch  umgreifen. 

Der  Plexus  lumbosacralis  ist  bei  ür3  noch  nicht  vorhan- 
den, wogegen  er  bei  Äo  in  seinen  Hauptstammen  vorliegt.  Vom  ersten 
Lumbalnerven  aus  gehen  zwei,  und  von  seiner  Verbindung  mit  dein 
zweiten  ein  fernerer  Ast  in  die  Bauch  wand,  die  auf  eine  grössere 
Strecke  weit  verfolgbar  sind.   Es  sind  diese  als  die  Nn.  ileohypo- 
gastricus,  ileoinguinalis  und  genitocruralis  zu  deuten.  Die- 
selben verlaufen  durchweg  ausserhalb  des  Wurzelfeldes  der  Extre- 
mität, wogegen  der  nun  folgende  aus  den  Nn.  lumbales  2  und  3 
kommende  Ast  bereits  die  Extremität  erreicht.   Es  ist  dies  der  N. 
cutaneus  externus.   Die  nächste  Anastomose  zwischen  2,  3  und  4 
liefert  den  N.  obturatorius  und  den  N.  cruralis,  von  denen  jener 
dem  ventralen  Rande  des  Wurzelgebietes  sich  zuwendet.    Nun  folgt 
in  breiter  Ausdehnung,  von  den  Nn.  lumbales  4  und  5  und  sa- 
cralis  1  und  2  kommend  und  theilweise  noch  mit  3  verbunden,  der 
Plexus  ischiadicus.   Ein  fernerer,  von  dem  zweiten  und  dritten 
Sacralnerven  gebildeter  Ast  liegt  schon  jenseits  von  der  Extremitaten- 
vvurzcl,  es  ist  der  N.  pudendus  communis.    Die  nun  folgenden 
Stammchen  sind  auch  bei  Ko  ausnehmend  kurz  und  die  Segmente, 
welche  jenseits  des  fünften  Sacralnerven  gezeichnet  sind,  sind  über- 
haupt nicht  mehr  als  Ganglien,  sondern  als  Urwirbel  erkennbar  ge- 
wesen. 

In  Betreff  der  Inncrvalionsverhnllnissc  der  Extremitäten  und  des 
Rumpfes  hatte  ich  vor  einigen  Jahren  eine  Anzahl  von  Folgerungen 
an  die  Aussenbelrachtung  von  Embryonen  angeknüpft*),  wofür  nun- 
mehr die  Profilfigur  von  Ko  die  thalsächlichc  Bestätigung  liefert.  Es 


i;  I.  c.  pag.  169  und  Tar.  V,  Fi«.  3. 

2i  Annt.  menscht.  Embr.  I,  S.  «8  und  «9. 
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ist  damals  darauf  hingewiesen  worden,  wie  die  Innervation  der  oberen 
und  der  unteren  Extremität  genau  der  primitiven  Stellung  entspricht. 
Es  wurde  ferner  gezeigt,  wie  durch  die  Krümmung  des  embryonalen 
Leibes  ein  strahliges  Zusammenlaufen  der  auswachsenden  Nerven- 
bahnen nach  der  oberen  Bruslwand  und  nach  der  Oammgegend  hin 
bedingt  wird  und  wie  in  diesen  Bezirken  Nerven,  von  ziemlich  ent- 
legenen Ausgangspunkten  herkommend,  sich  begegnen,  an  der  Brust 
die  Nerven  vom  3.  und  4.  Hals-  mit  denen  vom  2.  und  3.  Brust- 
nerven, am  Damm  diejenigen  von  oberen  Lumbal-  mit  solchen  von 
mittleren  und  unteren  Sacralnerven.  Dabei  kam  noch  das  eigenlhüm- 
liche  Verhalten  zur  Sprache,  dass  die  Extremitäten  die  Nerven  ihres 
Bezirkes  abfangen  und  von  einem  weiteren  ventralwarls  gerichteten 
Vordringen  abhalten.  Die  Versorgung  der  ventralwarls  von  der  Ex- 
tremitatenwurzel  liegenden  Gebiete  fallt  daher  solchen  Nerven  zu, 
die  von  oben  oder  von  unten  her  die  Extremität  umgangen  haben. 
Diese  und  ahnliche  Verhaltnisse  sind  meines  Erachtens  nunmehr  mit 
Hülfe  der  Figur  klar  zu  ubersehen. 

Was  die  Nn.  dorsales  der  Rumpfnerven  betrifft,  so  sind  diese, 
wie  ich  schon  bei  früherem  Anlass  beschrieben  und  abgebildet  habe, 
sehr  zeitig  zu  erkennen  als  Faserslrönge,  welche  in  den  Raum  zwi- 
schen dem  Ganglion  und  dem  ihn  bedeckenden  Urwirbel  eintreten. 
Den  N.  sympathicus  habe  ich  von  der  diesmaligen  Behandlung 
ausgeschlossen,  indem  derselbe  eine  gesonderte  Bearbeitung  verlangt. 
Auf  den  einen  Punkt  darf  ich  indessen  hier  hinweisen,  dass  für  ihn 
in  besonderem  Maasse  jene  Bedingungen  zutreffen,  die  wir  oben  in 
Hinsicht  der  Plexusbildung  hervorgehoben  haben,  das  Aufeinander- 
treffen von  Faserzügen,  die  in  gekreuzter  Richtung  auswachsen. .  Seine 
Langsbahn  kreuzt  die  Bahnen  sUmmtlicher  Spinalnerven,  seine  Zweig- 
bahnen diejenigen  von  zahlreichen  cerebrospinalen  Zweigen. 

Die  Ausbreitungsweise  der  Nervenstäinme. 

Kurz  nach  ihrem  Hervortreten  aus  dem  Medullarrohre  oder  aus 
den  Ganglien  haben  die  Nervenstamme,  auch  wenn  sie  späterhin  ver- 
wickelte Bahnen  befolgen,  einen  gestreckten  Verlauf.  Demzufolge 
gelangen  sie  auch  zunächst  zu  solchen  Theilen,  die  in  der  geraden 
Richtung  ihres  Auswachsens  gelegen  sind.   Sehr  auffällig  ist  dies  zu- 
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nUchsl  bei  den  Augenmuskelnerven,  die  alle  drei  auf  längere  Strecken 
hin  beinahe  wie  mil  dem  Lineal  gezogen  erscheinen,  und  die  schliess- 
lich in  der  Nahe  ihrer  Endbezirke  unter  einander  und  mit  dem  ersten 
Trigeminusast  sich  durchkreuzen.  Auch  bei  den  drei  Acslen  des  N. 
trigeminus,  ferner  beim  N.  facialis  und  beim  N.  glossopharyngeus  ist 
die  Richtung  von  Anfang  ab  gestreckt  und  es  ändert  sich  dies  Ver- 
halten erst  infolge  der  Umgestaltung  der  Visceralbogen,  die  die  Ner- 
vcnslümme  umschliessen1).  Einen  auf  längere  Ausdehnung  gestreckten 
Verlauf  zeigt  ferner  der  N.  vagus,  und  gerade  bei  diesem  Nerven 
sind  auch  die  entlegneren  Ausbreitungsbezirke,  Herz,  Oesophagus  und 
Magen  in  der  Verlängerung  der  ursprünglichen  Richtung  befindlich. 
Man  ist  im  Allgemeinen  geneigt,  die  Innervation  dieser  Theile  durch 
den  Vagus  dadurch  zu  erklären,  dass  dieselben  ursprünglich  dem 
Kopf  angehört  oder  doch  demselben  nahe  gelegen  haben.  Sie  sollen 
dann  bei  ihrer  Dislocalion  den  Nerven  mit  sich  genommen  haben. 
Diese  Auffassung,  die  ich  selber  lange  Zeit  vertreten  habe,  ist  bei 
genauerer  Ueberlegung  nicht  stichhaltig.  Der  Nerv  geht  mit  der 
Hauptmasse  seiner  Fasern  direct  in  den  Rumpf  hinein  und  er  ver- 
sieht solche  Theile,  die  diesem  von  Anbeginn  ab  angehört  haben. 
Die  Trachea,  das  Speiserohr,  der  Magen  und  ebenso  der  Vorhof  des 
Herzens  haben  niemals  zum  Kopf  gehört.  Die  Grenze  des  embryo- 
nalen Kopfgebietes  ist  im  visceralen  System  durch  den  Rand  des 
vierten  Rogens  bezeichnet  und,  auf  die  bleibenden  Organe  bezogen, 
schneidet  dieselbe  zwischen  dem  Schild-  und  dem  Ringknorpel  des 
Kehlkopfes  durch. 

Von  ihrer  ursprünglich  gestreckten  Bahn  können  die  Nerven 
durch,  verschiedene  Einflüsse  abgelenkt  werden.  Dahin  gehören, 
wie  dies  bereits  oben  erwähnt  worden  ist,  Verlegungen  der  Theile, 
innerhalb  deren  ein  Nerv  gelegen  ist.  In  dieser  Weise  bekommen 
durch  Verhiegung  des  Unterkieferbogens,  des  Hyoidbogens  und  des 
dritten  Visceralbogens  die  ursprünglich  gestreckten  Nn.  mandibularis, 
facialis  und  glossopharyngeus  einen  gekrümmten  Verlauf.  Indem 
aber  das  Ende  also  verbogener  Nerven  an  der  Umlagcrung  Theil 
nimmt,  wird  auch  die  Richtung  des  Auswachsens  eine  andere,  als 
sie  ursprünglich  gewesen  war.     Hierfür  giebt  besonders  der  N.  fa- 


I     I.  c.  III,  p;ig.  88. 
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Cialis  ein  schlagendes  Beispiel,  indem  seine  Zweige  bis  zur  Stirn 
emporsteigen.  Durch  Verdrängung  seitens  von  Nachbartheilen  können 
Nervenstämme  gleichfalls  aus  ihrer  gestreckten  Lage  gebracht  werden. 
Dies  gilt  z.  B.  fUr  den  N.  laryngeus  inferior,  der  durch  den  in  die 
Brust  herabsteigenden  untersten  Aortenbogen  mitgenommen  und  im 
Laufe  der  fünften  Woche  zu  einer  langen  Schleife  umgewandelt  wird, 
wahrend  er  am  Schlüsse  der  vierten  (bei  Dr3  und  selbst  bei  Ko) 
noch  kein  recurrirender  Nerv  ist. 

Ein  Nerv  kann  bei  seiner  Ausbreitung  auf  Widerslände  stossen, 
und  zwar  können  in  der  Hinsicht  Blutgefässe,  Knorpel  oder  überhaupt 
verdichtete  Stellen  bestimmend  wirken.  Schon  oben  wurde  hervorge- 
hoben, wie  die  Vena  jugularis  den  Verlauf  des  N.  vagus  etwas  me- 
dian wärts  ablenkt.  Auf  den  N.  hypoglossus  hat  dieses  Gefäss  gleich- 
falls einen  ablenkenden  Einfiuss.  Zu  der  Zeit,  da  die  Nerven  eben 
aufzutreten  beginnen,  sind  noch  keine  eigentlichen  Knorpel  da,  höch- 
stens solche  Gewebsverdichtungen,  welche  wir  mit  Hasse  als  Vorknorpel 
bezeichnen  können.  Aber  die  knorpeligen  Skelettanlagen  entwickeln 
sich  gleichzeitig  mit  den  Nervenstämmen,  und  sie  Uberholen  diese  beson- 
ders in  den  peripherischen  Bezirken,  so  dass  die  Nerven  bei  ihrem  wei- 
teren Vordringen  allenthalben  deren  Widerständen  begegnen.  Es  kommt 
nun  zu  jenen  spiraligen  Umwachsungen,  wie  wir  sie  bei  verschiedenen 
Extremitätennerven  kennen,  oder  zu  anderweitigen  ßahnablenkungen. 

Vorhandene  Widerstände  kommen  nicht  allein  für  die  Ablenkung 
der  Stämme,  sondern  auch  für  deren  Theilung  in  Betracht.  Indem 
ein  Stamm  auf  einen  Widerstand,  z.  B.  auf  einen  Knorpelstreifen 
stösst,  werden  verschiedene  Fasern  in  verschiedener  Richtung  ab- 
gelenkt und  der  Stamm  theilt  sich.  So  gabeln  sich  z.  B.  der  N. 
mandibularis  und  der  N.  lingualis  an  der  Grenze  des  MECKEL'schen 
Knorpels.  Auch  kleinere  Gcfässc,  sowie  Epithelialgebilde  können 
unzweifelhaft  in  gleicher  Weise  wirken.  Indessen  sind  nicht  alle 
Fälle  von  Slammtheilung  auf  solche  äussere  Beeinflussung  zurückzu- 
führen. Es  kann  eine  Divergenz  von  Fasern  schon  innerhalb  eines 
Stammes  eingeleitet  sein,  und  besonders  kann  innerhalb  eines  Gang- 
lions die  Lagerung  der  Zellen  es  mit  sich  bringen,  dass  die  Fasern 
nicht  alle  in  derselben  Richtung  austreten.  Die  Trennung  der  drei 
Trigeminusäste  ist  offenbar  auf  die  primären  Verhältnisse  im  Gang- 
lion zurückführbar  und  Aehnliches  gilt  vom  N.  acustico-facialis. 

Abhandl.  d.  K.  S.  G»(pll»ch.  d.  Wi„s.  XXIV.  27 
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Für  das  Auswachsen  centraler  Nervenfasern  sind  ahnliche  Grund- 
sätze als  massgebend  zu  erachten.  Auch  hier  wachsen  die  Fasern 
voraussichtlich  in  der  Richtung  ihres  Endstückes  weiter,  bis  ihnen 
der  Weg  durch  einen  Widerstand  verlegt  wird,  oder  bis  ihr  Wachs- 
thum aus  inneren  Ursachen  stille  steht.  Die  longitudinale  L'mbie- 
gung  der  sensibeln  Wurzeln  an  der  Überflüche  vom  Ruckenmark 
und  Gehirn  ist  darauf  zurückzuführen,  dass  die  hier  anlangenden 
Fasern  in  derselben  Richtung  nicht  weiter  vordringen  können  und 
daher  aus  ihr  abgelenkt  werden.  Im  Innern  des  Marks  bildet  das 
Myelospongium  von  früh  ab  ein  System  von  Gängen,  die  für  die 
Ausbrcitungswei.se  der  Fasern  von  allergrösster  Bedeutung  sein  müssen. 
Wenn  dies  System  schon  auf  die  in  früher  Zeit  sich  entwickelnden 
Axencvlinder  leitenden  Einfluss  hat,  so  wird  es  fast  noch  bedeut- 
samer  sein  für  die  weit  spütcr  entstehenden  verzweigten  Ausläufer 
der  Nervenzellen.  Gerade  wegen  ihres  spülen  Erscheinens  und 
wegen  der  grossentheils  erfolgteu  Raumerfüllung  finden  diese  von  vorn- 
herein für  eine  geradlinige  Ausbreitung  ungünstige  Bedingungen,  ja, 
man  ist  versucht,  die  Verzweigungen  selber  nicht  sowohl  auf  innere, 
in  den  Zellen  wirksame  Bedingungen,  als  auf  Üusserc  im  Ausbrei- 
tungsgebiet liegende  Momente  zurückzuführen,  und  dies  liegt  um  so 
naher,  da  ja  auch  die  in  ihrem  übrigen  Verlauf  ungeteilten  sen- 
sibeln Fasern  nach  ihrem  Eindringen  ins  Mark  laut  den  überein- 
stimmenden Angaben  der  competenten  Forscher  in  getrennte  Fibrillen 
auseinanderweichen. 

Die  zuletzt  ausgeführten  Erörterungen  weisen  darauf  hin,  ein 
wie  grosses  Gewicht  bei  der  Entwickelung  des  centralen  und  des 
peripherischen  Nervensystems  auf  das  zeitliche  Ineinandergreifen  der 
einzelnen  Vorgänge  zu  legen  ist.  Derselbe  Grundvorgang  führt  zu 
verschiedenen  Folgen,  je  nachdem  er  früher  oder  später  eintritt:  eine 
auswachsende  Faser  z.  B.  findet  andere  Bedingungen  der  Ausbrei- 
tung, wenn  sie  in  weiches  oder  wenn  sie  in  ein  bereits  verdichtetes 
Gewebe  eindringt.  Bis  jetzt  können  wir  im  Ganzen  und  Grossen 
folgende  zeitliche  Reihenfolge  von  Entwickelungsvorgüngen  aufstellen : 

1}  Bildung  eines  Myclospongiums; 

2)  Hervortreten  von  Axencylindern  aus  den  Zellen  der  Mantel- 
schicht; 

3)  Bildung  der  ersten  das  Mark  verlassenden  Nervcnstürnme ; 
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4)  Entwickelung  von  Skclettanlagen ; 

5}  allmähliches  Vordringen  der  NervenstUmme  bis  zur  Peripherie; 
6)  Entwickelung  verzweigter  Ausläufer  innerhalb  der  Centrai- 
organe. 

In  dieser  Aufzählung,  die  natürlich  nur  eine  sehr  grobe  Idee 
von  dem  thatsUchlichen  Ineinandergreifen  der  Verhältnisse  geben  kann, 
ist  der  Ungleichzeitigkeit  noch  keine  Rechnung  getragen,  welche  für 
die  verschiedenen  Abschnitte  des  Medullarrohrcs  besteht,  und  deren 
schon  oben  (S.  [21])  Erwähnung  geschehen  ist.  Wahrend  die  Me- 
dulla  oblongata  und  das  Halsmark  vorauseilen,  bleiben  die  Hemi- 
sphären und  die  untersten  Rückenmarksabschnitte  lange  zurück,  und 
auch  diese  Eigentümlichkeiten  müssen  für  die  endgültige  Organisa- 
tion des  Apparates  von  Bedeutung  sein. 

Ich  kann  nicht  umhin  mit  einigen  allgemeinen  Betrachtungen 
meinen  Aufsalz  zu  schliessen. 

Aus  der  gegebenen  Darstellung  geht  hervor,  dass  beim  Aufbau 
unseres  Nervensystems  Principien  allereinfachsler  Art  in  Betracht 
kommen.  Wir  können  uns  in  der  Thal  kaum  einen  einfacheren  Vor- 
gang denken,  als  dass  von  einer  Zelle  aus  ein  Faden  so  lange  weiter 
wüchst,  bis  er  schliesslich  auf  ein  Endorgan  stösst,  oder  bis  sein 
Weiterwachsen  überhaupt  aufhürt.  Wir  können  uns  nichts  an- 
scheinend Gröberes  denken,  als  dass  bei  diesem  Auswachsen  der 
Fasern  äussere  im  Wege  liegende  Hemmnisse,  Gefasse,  Knorpel  und 
die  im  Gehirn  vorhandenen  Gerüstfasern  die  Richtung  beeinflussen 
und  damit  das  endgiltige  Auslaufen  der  Fasern  bestimmen.  Nichts 
Einfacheres  giebt  es  ferner,  als  die  Thatsache,  dass  wenn  verschiedene 
Bahnen  unter  einen  Winkel  zusammenstossen,  sie  theils  ineinander- 
fliessen,  theils  sich  durchkreuzen. 

Bei  aller  dieser  Einfachheit  der  Grundvorgange  und  bei  aller 
dieser  Bestimmbarkeit  derselben  durch  scheinbare  ZuPalligkeiten  er- 
scheint als  Endergebniss  des  Gesammlvorganges  der  Aufbau  eines 
Systems,  das  durch  die  Complication  seiner  inneren  Gliederung  aller 
unserer  zu  seiner  eridgiltigen  Entwirrung  unternommener  Bemühungen 
zu  spotten  scheint,  eines  Systems,  dessen  Leistungen  auf  das  Aller- 
feinste  abgemessen  und  in  einander  gepasst  erscheinen  und  das  über- 
haupt erst  unseren  Leib  zu  einem  beseelten  macht. 

Und  zu  allein  übrigen  Wunderbaren,  was  dies  System  darbietet, 
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kommt  hinzu,  dass  dasselbe  nur  zum  allerkleinsten  Theil  unser  in- 
dividuelles Besitzthum  ist,  dass  dasselbe  Eigenschaften  unserer  Eltern 
und  unserer  Voreltern  bis  in  weitest  zurückliegende  Generationen 
reproducirt. 

Nachdem  die  Forschungen  des  verflossenen  Jahrzehnts  den  di- 
recten  Uebergang  elterlicher  Kernstoffe  in  den  Keim  des  neu  ent- 
stehenden Wesens  dargethan  haben,  hat  man  vielfach  geglaubt,  in 
der  Natur  dieser  Stoffe  die  Lösung  des  Erblichkeitsrathseis  zu  finden, 
wie  denn  Uberhaupt  in  neuester  Zeit  die  rein  stofflichen  Zeugungs- 
theorien wieder  erheblich  in  den  Vordergrund  getreten  sind.  Die 
Natur  der  Zeugungsstoffe  ist  sicherlich  nicht  gleichgiltig;  aber  eben 
so  sicher  scheint  mir,  dass  alle  unsere  Bemühungen,  in  Stoffen  allein 
diese  Lösung  zu  finden,  scheitern  müssen.  Nicht  der  Stoff  als  solcher, 
sondern  die  am  Stoff  ablaufenden  Vorgange  sind  das  Wesentliche. 
Als  ein  grosser  periodischer  Process  stellt  sich  das  Leben  dar,  als 
ein  Process,  dessen  einzelne  Vorgänge,  sie  mögen  so  einfach  oder 
so  complicirt  sein,  als  sie  wollen,  in  räumlich  und  zeitlich  streng  ge- 
ordneter Weise  ineinandergreifen,  und  dabei  von  einem  Gliede  der 
Generation  zum  anderen  in  derselben  Reihenfolge  sich  reproduciren. 
Das  im  Wesen  der  periodischen  Function  begründete  gesetzmassige 
Ineinandergreifen  der  zahllosen  Einzelnprocesse  lasst  eine  jede  Ent- 
wickelungssufe  als  Ergebniss  der  vorangegangenen,  sowie  als  Bedin- 
gung der  nachfolgenden  Stufen  erscheinen,  unserem  beschauenden 
Geiste  aber  gewährt  es  den  Eindruck  jener  inneren  Ordnung,  für 
welche  wohl  auch  heute  noch  die  alte  LEiBisiz'sche  Bezeichnung 
einer  prästabilirten  Harmonie  als  die  zutreffendste  sich  erweist. 
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Tafelerklärung. 

Tafel  t. 

Fig.  I .  Dem  Gehirnprofil  eingezeichnete  motorische  Nervenkerne  und  aufsteigende 
sensible  Wurzeln  vom  Embryo  A'o  (Nl.  10,2  mm).  Vergr.  ca.  20  des 
Originals.  Die  Austrittsstellcn  der  Wurzeln  sind  durch  helle  Ovale  an- 
gedeutet. Bei  den  Nn.  accessorius  und  hypoglossus  ist  die  Zahl  dieser 
Auslrittsstcllen  nur  approximativ  innegehalten.  Die  Ausdehnung  der  Gchör- 
blase  ist  durch  eine  punktirtc  Linie  bezeichnet,  ebenso  den  Weg  der  ab- 
steigenden Trigemituiswurzel,  welche  bei  dem  Embryo  nicht  mit  Sicherheit 
erkannt  werden  konnte. 

Kig.  i .  Motorische  Nervenkerne  des  etwas  älteren  Embryo  Ha  (Nl.  10,5  nun). 
Vergr.  ca.  18  der  Schnitte.  Die  Figur  ist  deshalb  mitgelheilt,  weil  in 
diesem  Fall  eine  absteigende  Trigcminuswur/el  Hd)  erkennbar  gewesen  ist. 

Tafel  II. 

Fig.  3.  Nervensystem  vom  Embryo  A'o.  Nl.  1 0, i  mm.  Vergrößerung  auf  das 
Original  bezogen  ca.  20 fach.  Cotistruirl  nach  den  photographischen  Auf- 
nahmen der  Schnitte.  Die  Nerven  sind  im  Allgemeinen  soweit  gezeichnet, 
als  sie  vorhanden  waren ;  wo  dies  nicht  der  Fall  ist,  ist  eine  Schnitt- 
fläche angedeutet  (s.  Text  S.  [10  ).  Die  Kopfnerven  bez.  deren  Ganglien 
sind  mit  römischen,  die  Ilückenmarksncrvcn  mit  arabischen  Ordnungs- 
zahlen versehen. 

G.c.  Ganglion  ciliare.  F.     Froriep'schcs  Ganglion. 

G.G.        -       Gasseri,  darunter  die    C.      Chorda  tympani,  die  Grube  des 

Portio  minor  lri»emini.  äusseren  Ohres  kreuzend. 

G.r.        -       rhinicum.  /.      N.  laryngeus  superior. 

fj'.o.        -       olicutn.  I.i.     -         -  inferior. 

G.v.        -       vestibuli.      Dasselbe    S.      Sinus  praecerviealis. 

deckt  das  G.  Cochleae  und  die    R.ii.  Hamus  dcsccmlens  hypoglossi. 

obere  Hälfte  des  G.  geniculi,    p.      N.  phrenicus. 

sowie  das  obere  Ende  des  N.    i.      Nn.  inlercosto-humerales  tom 

facialis  zu.  zweiten  u.  dritten  Bruslnerven. 

G.b.  Gehötblase  mit  Hecessus  vesli-    »7».     N.  ileohypogastricus. 

buli  und  Cochleae.  ii.      -  ileoinguinalis. 

Das   Ehrcnrittersche  Ganglion    gc.     -  genitocruralis. 

ist  z.  Th.  noch  von  der  Ge-    c.c.    -   cutaneus  externus. 

hörblase  überlagert.  er.     -  cruralis. 

G.p.  Ganglion  petrosum,  darüber  die    o.      -  obturatorius. 

Anastomose  mit  dem  G.jugularc.    i's.      -  ischiadicus. 
G.j.   Ganglion  jugulare.  p.c.    -    pudendus  communis. 

G.u.        -       nodosum.  S.      Sinus  praecerviealis. 

Herz,  Leber,  Magen  und  Darm  sind  leicht  angedeutet,    die  Wurzeln  der 
Extremitäten  durch  punktirtc  Linien  angegeben. 
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Fig.  i.  Peripherisches  Nervensystem  vom  Embryo  #r3  (M.  6,9  mm).  Vergr.  auf 
das  Original  bezogen  ca.  2  5  fach.  Nach  den  photographischen  Schnittaul- 
niihmen  construirt.    Bezeichnungen  wie  für  Fig.  3. 

Im  Grunde  des  Sinus  praecervicalis  [S.)  sind  der  dritte  und  vierte 
Visceralbogcn  sichtbar.  Von  dem  dahinter  liegenden  G.  nodosum  geht 
der  N.  laryngeus  superior  ah,  etwas  tiefer  sieht  man  den  vom  Vagus- 
stamm  sich  ablösenden  N.  laryngeus  inferior. 

Auch  bei  diesen  Figuren  sind,  überall  da,  wo  keine  Schnittflächen 
angegeben  sind,  die  Nenen  soweit  gezeichnet,  als  sie  überhaupt  nach- 
weisbar waren.  Die  E\tremi(Stenwurzel  ist  oben  und  unten  durch  eine 
punktirlc  Linie  umgrenzt. 

Bei  den  Nu.  trigeminus ,  acusticus,  glossopharyngeus  und  vagus  ist 
die  Austrittsslelle  der  Wurzeln  aus  dem  Gehirn  durch  ein  helles  Oval 
angegeben.  Die  kurzen  Stümpfe,  jenseits  davon,  sind  die  inneren,  bez. 
die  aufsteigenden  Wurzeln  der  betreffenden  Nerven ,  die  zu  der  Zeit 
noch  sehr  kurz  sind. 
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Der  Gegenstand  der  vorliegenden  Untersuchung  ist  die  Beweg- 
lichkeit des  menschlichen  Humerus. 

Der  Humerus  ist  ahnlich  wie  der  Oberschenkel  mit  seinem  Kopfe 
in  eine  hohlkuglige  Pfanne  eingelenkt,  er  gewinnt  aber  dadurch  eine 
bedeulend  grossere  Beweglichkeit  als  der  Oberschenkel,  dass  in  den 
beweglichen  Schultergürtel  noch  zwei  Gelenke  eingeschaltet  sind, 
welche  dem  starren  Beckengürtel  fehlen. 

Im  Schultergelenk  selbst  besitzt  der  Humerus  drei  Grade  der  Frei- 
heit, ebenso  wie  der  Oberschenkel  im  Hüftgelenk.  Es  fragt  sich 
nun  aber,  welcher  Einfluss  auf  dieses  Verhältniss  ausgeübt  wird 
durch  das  hinzutretende  Acromio-Claviculaigelenk  und  das  Slerno- 
Claviculargelenk. 

Die  Betheiligung  des  Schlüsselbeingelenkes  und  Acromialgelen- 
kes  bei  den  Bewegungen  des  Humerus  ist  zwar  von  Hrnkk  und 
Meyer  eingehend  erörtert  worden,  jedoch  hat  man  noch  nicht 
den  Einfluss  der  beiden  Gelenke  auf  die  Excursionen  des 
Humerus  quantitativ  bestimmt.  Unseres  Wissens  hat  man  bis- 
her noch  keine  Messungen  der  Humerusbewegungen  vorgenommen, 
mit  successiver  Ausschaltung  der  einzelnen  Gelenke.  Die  vor- 
liegende Arbeit  will  nicht  eine  kinematische  Untersuchung  der  ein- 
zelnen Gelenke  liefern,  sondern  beschäftigt  sich  mit  dem  Schulter- 
gelenksystem als  Ganzes,  welches  gebildet  wird  vom  Sterno-Clavi- 
culargelenk ,  vom  Acromialgelenk  und  vom  Scapulo-Humeralgelenk, 
und  untersucht  den  Anthcil  der  einzelnen  Gelenke  an  den  Flexions- 
grössen  des  Humerus  durch  successive  Ausschaltung  der  einzelnen 
Gelenkabschnitte.    Wie  schon  in  einer  früheren  Abhandlung  von  uns 
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ausdrücklich  bemerkt  worden  ist,  wird  unter  dem  Ausdruck  Flexion 
ganz  allgemein  verstanden:  Die  Bewegung  des  Numerus  von  einer 
normirlen  Ausgangsstellung  aus  in  irgend  einer  Bewegungsebene, 
so  dass  also  sogenannte  Abduction  und  Adduclion  mit  unter  diesen 
Begriir  lallen.  Die  Rotation  des  Huinerus  um  seine  Lüngsaxc  (Rollung) 
ist  hierin  nicht  mit  inbegriffen;  sie  ist  nicht  Gegenstand  unserer 
U n le rsu eh u ng  ge wesen . 

Die  Versuche  wurden  in  folgender  Weise  angestellt:  Es  wurde 
von  einem  Leichnam  durch  einen  Querschnitt  die  obere  Hälfte  mit 
den  daran  befindlichen  oberen  Extrcmilülcn  abgelöst  und  darauf  der 
Kopf  durch  einen  Querschnitt  des  Halses  abgetrennt.  Beide  Schnitt*! 
wurden  oberhalb  und  unterhalb  des  Schulterblattes  durchgeführt,  so 
dass  dasselbe  gar  nicht  frei  gelegt  ward  und  völlig  inlact  blieb. 
Darauf  wurden  auf  beiden  Seilen  in  gleicher  Höhe,  etwa  in  der 
Mille  des  numerus,  die  Arme  amputirt,  so  dass  man  in  den  Huine- 
rus wie  bei  den  früheren  Versuchen  vorn  spitz  auslaufende  Holz- 
nadeln fest  einfügen  konnle.  Es  wurde  dafür  gesorgt,  dass  die 
Nadeln  genau  in  die  Humernsaxe  zu  liegen  kamen  und  die  Spitze  der 
Nadel  an  beiden  Armen  ungefähr  200  mm  von  dem  Mittelpunkte  des 
kugligen  Gelenkkopfes  entfernt  war,  natürlich  soweit  dies  technisch 
ausführbar  war.  Jedenfalls  konnte  erreicht  werden,  dass  für  beide 
Arme  die  Entfernung  der  Nadelspitze  vom  Mittelpunkte  des  Humerus- 
kopfes  bis  zur  wünschenswerten  Genauigkeit  dieselbe  war.  Die 
Weichtheile  über  den  Gelenken  mit  der  darüber  liegenden  Haut  blieben 
erhalten.  Die  Haut  wurde  nur  an  den  Stellen,  an  denen  späterhin 
Schrauben  eingetrieben  wurden,  entfernt,  über  den  Gelenken  selbst 
blieb  sie  immer  erhalten. 

Darauf  winde  nach  Entfernung  der  Brusteingeweide  der  Thorax- 
raum  mit  Gyps  ausgegossen  und  das  Rumpfstück  auf  eine  dem  Quer- 
schnitt des  Rumpfes  angepassle  starke  Eichenholztafel  über  der  hori- 
zontalen Glasplatte  unseres  Messapparates  sicher  befestigt,  was  dadurch 
ermöglicht  ward,  dass  die  horizontale  Glasplatte  in  der  Milte  durch- 
bohrt isl.  Durch  diese  Öffnung  liess  sich  also  das  vierkantige  Ei- 
chenholzprisma,  welches  die  Holztafel  trug,  in  einem  Stalif  unter 
der  Glaslafel  sicher  lixiren.  Es  mussle  ferner  aber  auch  darauf 
Bedacht  genommen  werden,  die  Beweglichkeil  des  WirbelsUuleab- 
schnitles  aus/.uschliessen ,  um  nicht  Verschiebungen  des  Humeruseiide 
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in  unseren  Versuch  hereinzubringen ,  die  durch  die  Beweglichkeit 
der  Wirbelsäule  erzeugt  wurden.  Dies  wurde  dadurch  bewerkstelligt, 
uass  an  die  Holzplatte  hinten  ein  solider  Eichenholzslab  verlical  be- 
festigt wurde,  an  den  sich  die  einzelnen  Wirbel  von  hinten  her  sicher 
anschrauben  licssen,  und  zwar  waren  die  Schrauben  so  lang,  dass 
sie  durch  Wirbelbogen  und  WirbelkOrper  noch  eine  Strecke  weit  in 
in  den  Gypsklotz  hereinragten.  Das  Federn  des  Eichenholzstabes, 
der  auf  dein  Querschnitt  einem  Quadrat  von  etwa  6  cm  Seile  ent- 
sprach ,  wurde  am  oberen  Ende  durch  seitliche  Spreizen  beseitigt. 
Damit  war  allen  Anforderungen  an  Kixirung  des  Apparats  ent- 
sprochen. 

Bei  der  Kixirung  des  Numpfsttlckes  auf  der  Holzplatte  wurde 
darauf  Bedacht  genommen,  dass  die  Mittelpunkte  der  Humerusköpfe 
bei  senkrecht  herabhängenden  Armen  in  gleiche  Hohe  Uber  der 
(Ilasplatte  zu  liegen  kamen,  also  die  sie  verbindende  Linie  eine  Hori- 
zontale war;  und  zwar  wurde  «lies  dadurch  erreicht,  dass  bei  senk- 
recht herabhangenden  Armen  die  beiden  Nadelspilzen  in  gleiche 
Höhe  Uber  der  Glaslafel  liegen  musslen.  Auf  den  Holznadeln  wurde 

in  der  Entfernung  von  100  i  von  den  Spitzen  je  ein  Punkt  mar- 

kirt,  da  wegen  der  Unzulänglichkeit  des  Humerusmitlelpunkles  seine 
Bewegungseurve  sich  nicht  auf  die  Horizontalebene  und  Verticalebene 
projiciren  liisst.  Wohl  aber  Hessen  sich  die  Nadelspitze  und  der 
100  mm  davon  entfernte  Punkt  der  Nadel  projiciren.  Da  nun  der 
Punkt  100  mm  von  der  Nadelspitze,  und  die  letztere  200  mm  vom  Humc- 
ruskopfmitlel punkte  angebracht  war,  so  lag  der  Punkt  auf  der  Nadel  ge- 
rade in  der  Mille  zwischen  Nadelspitze  und  Centrum  des  Humeruskopfes, 
also  das  Gentium  des  Humeruskopfes  in  der  Bichlung  der  Verbindungs- 
linie von  Nadelspitze  und  Punkt  auf  der  Nadel  gerade  in  der  doppelten 
Entfernung  von  der  Nadelspitze.  Dadurch  wird  es  ermöglicht,  die  Be- 
wegungseurve des  Humerusmitlelpunktes  zu  projiciren.  Man  hat  nur  uö- 
thig,  die  zugehörigen  Projectionen  der  Nadelspilze  und  des  Nadelpunk- 
tes durch  eine  gerade  Linie  zu  verbinden  und  diese  Strecke  in  derselben 
Richtung  über  die  Projection  des  Nadelpunktes  hinaus  zu  verdoppeln. 
Der  Endpunkt  dieser  doppelten  Strecke  ist  dann  die  Projection  des 
Mittelpunktes  vom  Humeruskopf.  Die  Bewegungen  des  Humerus  wur- 
den durch  die  Hand  des  einen  Beobachters  bis  zur  jedesmaligen 
Grenzstellung  ausgeführt  und  die  Coordinalen  der  successiv  erreichten 
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Grenzstellungeu  gemessen.  Es  wurden  soviel  Grenzstellungen  benutzt, 
als  nöthig  waren,  um  in  den  verbindenden  Curvenzügen  eine  mög- 
lichst genaue  graphische  Interpolation  für  die  Zwischenstellungen  zu 
ermöglichen. 

Die  erste  Versuchsreihe  wurde  an  einem  Alkoholprüparate  vor- 
genommen, um  vor  der  Hand  zu  prüfen,  ob  die  Versuche  auch 
praktisch  ausführbar  waren  und  brauchbare  Resultate  lieferlen.  Der 
Humerus  Hess  sich  in  alle  Grenzstellungen  bringen,  und  für  alle 
Grenzstellungen  Hessen  sich  die  Curvcnpunkte  projiciren;  auch  zeig- 
ten die  Gurven  eine  genügende  Symmetrie,  so  dass  schon  darin  ein 
Beweis  für  die  Verwerthbarkeit  der  Messungen  lag. 

Drei  Versuchsreihen  wurden  gemacht.  Die  erste  Versuchsreihe 
ergab  die  Flexionsgrössen  des  Humerus  bei  Inlacthaltung  aller  drei 
Gelenke.  Bei  der  zweiten  Versuchsreihe  war  das  Sterno-Clavicular- 
gelenk  ausgeschieden ,  bei  der  dritten  Versuchsreihe  ausserdem  noch 
das  Acromialgelenk.  Somit  ergiebt  die  erste  Curve  den  Gesammt- 
spielraum  für  die  Bewegungen  des  Humerus.  Die  zweite  Curve  er- 
giebt den  Spielraum  für  die  Bewegungen  des  Humerus,  wenn  blos 
das  Scapulo-Humcralgelenk  und  das  Acromialgelenk  thätig  sind,  die 
dritte  Curve  den  Spielraum  im  Scapulo-Humeralgelenk  allein.  Die 
Differenz  der  Flexionsgrössen  des  ersten  und  zweiten  Versuchs  er- 
giebt also  den  Kinfluss,  den  das  Sleruo-Claviculargelenk  auf  die  Be- 
weglichkeit des  Humerus  ausübt,  die  Differenz  der  Flexionsgrössen 
des  zweiten  und  dritten  Versuches  den  Antheil,  den  das  Acromial- 
gelenk an  der  Beweglichkeit  des  Humerus  hat. 

Die  Fixirung  von  Clavikel  und  spater  Scapula  wurde  folgen- 
dermassen  bewirkt.  Die  Clavikel  wurde  durch  zwei  sehr  lange 
Schrauben  (etwa  10  cm  lang)  in  den  Gypsblock  fest  eingeschraubt; 
dieselben  waren  möglichst  weit  von  einander,  aber  doch  auch  hin- 
reichend entfernt  von  den  Gelenkapparaten  angebracht.  Bei  der 
Scapula  wurden  drei  Schrauben  verwendet.  Wahrend  der  Fixirung 
wurde  in  beiden  Fallen  der  Arm  in  der  Normalslellung  festgehalten, 
was  deshalb  nöthig  war ,  weil  alle  Flexionsgrössen  von  der  Normal- 
stellung aus  gemessen  werden  sollten.  Die  Beobachtung  der  betref- 
fenden Knochen  wahrend  des  Versuchs  ergab,  dass  die  Fixirung 
gelungen  war. 

Nachdem  alles  dies  an  dem  Spiriluspraparal  ausprobirl  worden 
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war,  wurde  der-  Versuch  an  einem  ganz  Irischen,  muskelkräftigen 
männlichen  Leichnam  (Selbstmörder)  angestellt. 

Als  Ausgangsstellung  (Normalstellung:  für  alle  drei  Versuchsreihen 
wurde  die  genommen,  bei  welcher  der  Humerus  senkrecht  stand, 
die  sich  zugleich  auch  als  eine  Grenzslellung  erwies.  Die  senkrechte 
Stellung  des  Humerus  Hess  sich  daran  erkennen,  dass  die  Nadelspitze 
und  die  Marke  auf  der  Nadel  senkrecht  Übereinander  lagen,  so  dass 
ihre  Horizonlalprojeclioncn  zusammenfielen.  Von  dieser  Normalstel- 
lung ausgehend  wurde  der  rechte  Humerus  in  seinen  Grenzstcllungen 
herumgeführt  und  dabei  von  16  Stellungen  die  Projectionen  der 
Nadelspilze  und  der  Marke  in  der  bekannten  Weise  genommen.  Die- 
selben sind  in  der  späteren  Tabelle  für  den  rechten  Arm  und  in 
den  zugehörigen  f.urven  auf  Tafel  1  auf  der  Seite  der  positiven 
.r-Axe  mit  den  Zahlen  0  bis  16  versehen  worden  (0  ist  die  Normal- 
stellung).  Der  Humerus  umschrieb  dabei  eiuen  geschlossenen  Kaum, 
der  nur  annähernd  die  Form  eines  Kegels  hatte,  weil  der  Mittel- 
punkt des  Humcruskopfes  nicht  fest  blieb,  sondern  infolge  der  gleich- 
zeitigen Bewegung  von  Scapula  und  Clavikel  seine  Lage  änderte. 
Am  linken  Arm  wurden  späterhin  ausser  der  Normalstellung  15  Stel- 
lungen gemessen,  welche  auf  der  Tabelle  für  den  linken  Arm  und 
in  den  Curvon  auf  Tafel  I  auf  der  Seile  der  negativen  ,<-A\c  mit 
den  Zahlen  0  bis  15  bezeichnet  sind  (0  ist  die  Normalstellung). 

Nach  Fixirung  der  Clavikel  wurden  in  gleicher  Weise  von  den 
Grenzstellungen  des  Humerus  rechts  11  (in  der  Tabello  und  auf 
Tafel  l  17  bis  27  i  und  links  10  (in  der  Tabelle  und  auf  Tafel  I 
16  bis  25)  zur  Projection  verwendet.  Nachdem  ausserdem  noch  die 
Scapula  üxirt  worden  war,  wurden  rechts  1 0  ;  28  bis  37)  und  links 
10  (26  bis  35)  Grenzstellungen  projicirt. 

Um  die  Coordinaten  möglichst  bequem  für  die  Rechnung  zu 
machen,  wurden  die  gewonnenen  Curven,  die  die  Horizonlalprojcc- 
tion  angaben,  so  auf  ein  anderes  Millimeterpapier  übertragen,  dass 
zunächst  die  Verbindungslinie  der  Projectionen  der  Normalstellungen 
mit  einer  stärkeren  Linie  des  Millimeterpapiers  zusammenliel  und  fer- 
ner der  Mittelpunkt  dieser  Verbindungslinie  den  Kreuzungspunkt  dieser 
einen  stärkeren  Linie  mit  einer  zweiten  zu  ihr  senkrechten  stärkeren 
Linie  des  Millimeterpapiers  bildete.  Die  Horizontalprojeclion  wurde 
für  das  Coordinatensy stem  zur  .r  »/-Projection  und  der  Kreuzungspunkl 
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der  beiden  stärkeren  Linien  des  Millimeterpapiers  zum  Coordinatcn- 
anfang  in  der  x;/-Projection  gemacht.  Als  x-Axe  wurde  die  Ver- 
bindungslinie der  Projectionen  der  Normalstellungen  benutzt  und  zwar 
als  positive  x-Axe  der  Theil,  der  vom  Coordinalenanfangspunkl  aus 
nach  der  rechten  Extremität  und  als  negative  a*-Axe  infolge  dessen 
der  Theil,  der  vom  Coordinatenanfangspunkt  nach  der  linken  Extre- 
mität zu  lauft.  Als  positive  i/-Axe  wurde  die  Senkrechte  zur  jr-Axe 
im  Coordinalenanfangspunkl,  welche  nach  vorn  gerichtet  ist,  ver- 
wendet. Die  x  i/-Projection  lindert  sich  nicht,  wenn  der  Coordinalen- 
anfangspunkl des  räumlichen  Coordinatensystcms  in  irgend  eine  andere 
Höhe  senkrecht  Uber  den  Coordinatenanfang  der  xi/- Protection  ver- 
legt wird.  Wir  haben  ihn  in  die  Verbindungslinie  der  Mittelpunkte  der 
beiden  Humeruskttpfe  selbst  verlegt,  so  dass  also  jetzt  von  der  Mitte 
dieser  Verbindungslinie,  d.  h.  von  unserem  Anfangspunkt  des  räum- 
lichen Coordiuatensystems  aus  nach  oben  die  positive  z-Axe,  nach 
unten  die  negative  z-Axe,  nach  vorn  die  positive  »/-Axe,  nach  hinten 
die  negative  .y-Axe,  nach  rechts  die  positive  x-Axe  und  nach  links 
die  negative  x-Axc  lauft. 

Die  Beziehung  unserer  Grenzcurven  auf  dieses  Coordinaten- 
system  Hess  sich  ohne  Rechnung  durch  zweckmassige  Übertragung 
der  gewonnenen  Projeclionscurven  auf  ein  anderes  Millimeterpapier 
auch  Ith-  die  .r:-Projection  erreichen.  Nach  dieser  Übertragung 
wurden  erst  die  Coordinaten  auf  dem  Millimeterpapier  abgelesen. 
Sic  sind  in  den  folgenden  Tabellen  niedergelegt  und  die  Curven  in 
der  xy- Ebene  und  j:-Ebene  linden  sich  in  der  Tafel  I  aufgezeichnet. 
In  den  Tabellen  sind  die  Coordinaten  der  Nadelspitze  mit  x,  //, 
die  der  Nadelmarke  mit  x\  y.  :'  bezeichnet  worden,  die  Zahlen  be- 
deuten Millimeter. 

Tabelle  I  a  und  I  b.  Coordinaten  von  Punkten  der  Grenzcurven. 
wenn  alle  drei  Gelenke  bei  der  Bewegung  des  Humerus  mitbetheiligt 
sind.  Die  zugehörigen  Curven  für  die  Nadelspitze  sind  auf  Tafel  I 
für  den  rechten  Arm  auf  der  positiven  Seite  der  .r-Axe,  für  den 
linken  Arm  auf  der  negativen  Seite  der  ,r-Axe  aufgezeichnet  worden. 
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Tabelle  In. 


(Rechter  Arm.) 


N«.. 

<J 

3 

x' 

5' 

-  - 

II 



|-  154,6 

i  Ii 

T  u 

  ZIMF 

i    j    t  k 

— f-    1  •  1  f  .  D 

0 

—  |  v/u 

1 

9 

_i_  SO 

IKK 

+ 

28 

  90  5 

9 

-U  (  S  i  K 

IRK  S 

+■ 

58,5 

7Q  S 

-4-  1  SR 

190  s 

~    1  ZU  ,  i> 

I   II  K 

+ 

85 

S9 

—  «JZ 

4 

+  92,5 

4-  177 

—  95 

4-  119 

4- 

98 

42 

;i 

4-  64,5 

4-  188.5 

—  67 

4-  98 

4- 

108 

—  45 

6 

4-  44,5 

4-  204 

4-  30 

4-  88,5 

4 

114,5 

4-  41 

7 

4-  92 

{-  181 

4  108 

4-  107,5 

4- 

86 

4-  81 

8 

4-  130,5 

4-  134.5 

t  179,5 

4-  121.5 

4- 

58.5 

4-  120 

9 

4-  155.5 

4-  61.5 

4  231 

4  133 

+ 

42 

!  151,5 

10 

4-  191,5 

4-  22 

4-  234,5 

4  154 

10,5 

H-  153 

41 

4-  228,5 

—  9 

(-  229.5 

4-  466,5 

26 

4-  152,5 

12 

i  4-  304.5 
4-  320,5 

—  54,5 

4-  4  42 

4-  210 

45 

|  107 

13 

—  82 

4-  89 

4-  222,5 

61 .5 

4-  75 

14 

4-  296 

-  119 

—  36 

4-  215 

83,5 

+  7 

15 

4-  231 

121 

—  137,5 

4  186 

77,5 

—  60 

16 

14-  «81,5 

73,5 

—  188 

4  165 

39 

-  92,5 

Tabelle  Ib. 


(Linker  Arm.) 


No. 

X 

y 

s 

y' 

i 

—  . 
—  444,5 

0 

—  200 

—  144.5 

o 

—  100 

—  4  43,5 

4-  64 

—  200 

—  150 

4-  32.5 

—  100 

—  426,5 

4-  138 

—  150 

—  143,5 

4-  71 

—  77.5 

3 

—  4  44 

4-  170 

—  95,5 

—  435 

4-  88,5 

—  52 

_  94 

191 

—  63,5 

—  124 

4-  100 

—  29,5 

: 

—  80 

4-  199 

—  9 

—  117,5 

4-  «06 

4-  3,5 

70,5 

4-  206.5 

4-   2  5 

—  1 15,5 

4-  M2 

4-  19,5 

—  79 

4-  204,5 

+  75 

—  416,.'» 

4-  H2.5 

4-  44,5 

4  90 

i 

—  93,5 

4-  173 

4-  120 

-  114 

4-  81 

—  408,5 

4-  140,5 

4-  170.5 

—  117,5 

4-  58.5 

4-  H3 

—  175 

4-  65 

4-  194 

143,5 

4-  12 

4-  116.5 

i! 

-  275,5 

4-  20,5 

4-  148 

—  203 

—  13,5 

4-  87 

—  324,5 

—  20,5 

4-  62 

—  225 

—  35.5 

4-  36,5 

13  1 

—  296.5 

—  96 

—  57 

—  208,5 

—  68.5 

—  16 

U  , 

—  192.5 

—  117 

—  175 

—  169,5 

—  80 

—  85 

15  | 

-  160,5 

—  51,5 

—  194,5 

—  155.5 

—  38 

—  98 
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Tabelle  IIa  und  IIb.  Coordinaten  von  Punkten  der  Grenz- 
curven,  wenn  nach  Ausschaltung  des  Sterno-Claviculargelenkü  nur  das 
llutnerus-  und  Acromialgelcnk  funclioniren.  Die  zugehörigen  Curven 
finden  sich  auf  Tafel  I. 


Tabelle  IIa. 

(Rechter  Ann.) 


No. 

V 

3 

17 

-4-  «2«,"» 

4-  «7t, 5 
f  195,5 

—  93 

4  134,5 

4-  9t 

38 

18 

i  94,5 

-  35 

4-  M6,5 
4-  »22,5 

4-  103 

6,5 

19 

4-  104,5 

4-208 

4-  20,5 

4-  109 

4- 

23 

20 

4-  «55 

4-  195 

4-  95 

4-  4  46,5 

4-  100,5 

4- 

6t 

21 

-\-  208 

4-  476.5 

4-  97 

4-  «76,5 

4-  89 

4- 

62 

22 

-f  278,5 

4-  128,5 

4-  10t 

4-  211.5 

4-  65 

4- 

62 

23 

+  32t, 5 

4-  83 

4-  95 

4-  235,5 

4-  42,5 

+ 

62 

24  1 

[  344 

{  10,5 

4-  96,5 

4-  247 

4-  25,5 

4- 

70 

25 

4-  330,5 
4-  240,5 

36 

—  83 

4-  243 

—  15,5 

38 

26 

—  84 

-  165 

4-  196,5 

—  40,5 

83 

47  I 

4-  209,5 

72,5 

—  181,5 

4-  178,5 

—  34,5 

93 

Tabelle  11  b. 

Linker  Arm. 


No. 

* 

3 

V' 

«.  r 

16 

140 

4  150,5 

113,5 

—  145 

4-  67 

55 

17 

—  136 

)  171 

72 

141,5 

4-  78 

37 

18 

—  137,5 

4  185,5 

4- 

5 

—  145 

4-  86,5 

4- 

2,5 

19 

147,5 

4-  «82,5 

4- 

40 

—  148,5 

4-  84 

4- 

25 

20 

—  169 

4-  167 

4 

83 

—  159 

4-  73,5 

4- 

45 

21 

—  253,5 

4-  96 

4- 

129 

—  196 

4-  42 

+ 

66 

22 

—  326 

4-  28,5 

4- 

90 

—  236 

4-11,5 

4- 

50 

23 

,  —  125,5 

—  33,5 

95 

—  235,5 

—  22,5 

50 

24 

-  278 

—  65 

150 

—  214.5 

—  35,5 

77 

25 

|-2H 

—  80 

187 

—  184,5 

—  42 

95 

Tabelle  lila  und  III  l>.  (Koordinaten  von  Punkten  dor  Grenz- 
curvcn,  wenn  nach  Ausschaltung  des  Storno- Claviculargclenks  und 
Acromialgelenks  nur  das  Humerusgelenk  allein  functionirt.  Die  zuge- 
hörigen Curven  sind  ebenfalls  auf  Tafel  I  aufgezeichnet  worden. 
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Tabelle  lila. 


Hechter  Arm.) 


Ni». 

r 

y 

- 

.i' 

y 

_.  —  .  _ 

-J 

28 

1  151 

h  133 

140,5 

3~  i.  ^  1     - —  -- 

}  152.5 

}-  66 

—  70,5 

29 

i  150,5 

+  162,5 

-  105 

4-  152 

4-  81,5 

-  52,5 

30 

'  4-  168,5 

4-  185 

-  55 

4  «61 

4- 

27,5 

31 

1  4-  214,5 

4-  186 

h  184 

4-  91 

—  3 

32 

1  4-  258 

4-  162 

4-  20 

4-  205,5 

4-  81 

+ 

33 

4-  308 

4  H7 

4-  33 

4  230.5 

4  58.5 

4  17 

34 

4-  348 

4- 

)  16 

|  251 

|-  22,5 

1-  8,5 

35 

4-  326 

—  26,5 

-  94 

4-  240 

—  13,5 

—  47 

36 

4-  251,5 

—  73.5 

-  155,5 

4-  202,5 

-  37 

-  77,5 

37 

f  211,5 

57 

—  178,5 

!  182,5 

-  28,5 

—  89 

Tabelle  Illb. 

Linker  Ann. 


No. 

3 

x' 

z1 

26 

-142,5 

t  145 

142,5 

-  148 

+  72,5 

71 

27 

—  158,5 

4  183,5 

93 

-  156,5 

4-  92 

46,5 

28 

—  177.5 

4-  194 

34 

—  166 

4-  97 

17 

29  , 

-  223,5 

4-  189 

t 

II 

—  189,5 

4-  95,5 

4- 

5,5 

30 

—  266 

,  162 

4- 

39,5 

—  210,5 

4-  81 

4- 

19,5 

31 

—  319 

4  105 

4- 

33 

—  237 

4-  52 

4- 

16,5 

32 

—  343,5 

4-  23 

T- 

5 

—  248,5 

+ 

4- 

2,5 

33 

—  343 

9 

55,5 

—  248,5 

—  5 

27,5 

34 

—  279,5 

48 

153 

—  217 

—  24 

77 

35 

—  208 

50,5 

191 

—  181,5 

—  25 

95,5 

Bei  den  erslcn  beiden  Versuchsreihen  blieb  der  Mittelpunkt  des 
Humeruskopfes  nicht  an  seiner  Stelle.  Deshalb  wird  im  Allgemeinen 
die  Richtung  der  Langsaxe  des  Numerus  in  irgend  einer  Grenz- 
stellung die  Itiehlung  derselben  in  der  Normalslcllung,  wie  sie  oben 
definirt  worden  ist,  nicht  schneiden.  Man  wird  daher  von  einem 
Flexionswinkel  im  gewöhnlichen  Sinne,  d.  h.  von  dem  Winkel,  den 
eine  tirenzslellung  der  Ilumerusliingsaxe  mit  der  Normalstellung  bil- 
det, nicht  reden  können,  da  die  beiden  Lagen  der  Humerusaxe 
zu  einander  windschief  sind.    Man  muss  daher  als  Flexionswinkel 
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den  Winkel  ansehen,  den  diese  beiden  im  Räume  gelegenen  wind- 
schiefen Linien  mit  einander  bilden.  Unter  dem  Winkel  zweier 
windschiefen  Geraden  versteht  man  aber  den  Winkel,  den  man  er- 
hall, wenn  man  die  beiden  Geraden  parallel  mit  sich  selbst  nach 
einem  beliebigen  Punkt  des  Raumes  verschiebt.  Für  die  Rechnung 
gestaltet  sich  dies  besonders  einfach,  wenn  man  die  Normalstellung 
und  alle  gemessenen  Grenzstellungen  parallel  mit  sich  selbst  so  lange 
verschiebt,  bis  die  Marke  auf  der  Nadel  in  jedem  Falle  in  den 
(Koordinatenanfangspunkt  zu  liegen  kommt.  Die  Coordinaten  der 
Nadelmarke  sind  in  obigen  Tabellen  mit  .r',  ;/',  z',  die  der  Nadelspilze 
mit  .r,  //,  z  bezeichnet  worden.  Nach  dieser  Parallelverschiebung 
werden  die  neuen  (Koordinaten  der  Nadelmarke  immer  bezüglich  die 
Werlhe  0,  0.  0  haben.  Die  neuen  (Koordinaten  der  Nadelspilze, 
welche  mit  5j,  rj,  C  bezeichnet  werden  sollen,  gewinnt  man  nach 
einem  Salze  der  analytischen  Geometrie  des  Raumes,  wenn  man  die 
allen  (Koordinaten  .r',  ;/',  z  der  Nadelmarke  von  den  entsprechenden 
(Koordinalen  x,  y.  z  der  Nadelspitze  abzieht,  so  dass  in  jedem  Falle 

*  =  x  —  x',   rt  =  ij-  1/   und   C  =  z — 2  ist. 

Da  durch  diese  Operation  die  Nadelmarke  fixirl  ist,  so  wird  sich 
die  Nadelspilze  nur  noch  auf  einer  Kiigclobcrflttche  bewegen,  deren 
Mittelpunkt  mit  dem  (Koordinatenanfang  zusammenfallt  und  deren 
Radius  100  mm  betragt,  weil  die  Nadelmarke  in  der  HKnifernun^  von 
100  mm  von  der  Nadelspitze  angebracht  wurde. 

Folgende  Tabellen  geben  die  Werlhe  der  neuen  (Koordinaten 
rr  C,  wie  sie  aus  den  0  Tabellen  von  pag.  401  bis  403  hervor- 
gehen.   Die  neuen  Tabellen  sind  der  Reihe  nach  mit  la',  Ib',  IIa', 
IIb',  lila',  III t>'  bezeichnet,  so  dass  also  z.  B.  die  Tabelle  IIa'  aus 
der  früheren  Tabelle  IIa  hervorgegangen  ist  u.  s.  w. 
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Tubelle  la'. 


No. 

]  1 

; 

L 

C 

0 

0 

0 

—100 

0,5 

4-  22 

—  97,5 

2 

1,5 

+  *3,5 

—  87 

o 

16 

4-  73 

—  68,5 

4 

26,5 

f  79 

53 

5 

33,5 

4-  80,5 

—  52 

C 

44 

4-  89,5 

—  11 

7 

15,5 

4-  95 

4-  27 

8 

+ 

9 

4-  76 

4-  59,5 

9 

4- 

22,5 

4-  49,5 

4-  79,5 

40 

4- 

37,5 

4-  32,5 

+  81,5 

11 

4- 

62 

4-  17 

4-  77 

12 

4- 

94,5 

—  9,5 

4-  35 

13 

+ 

98 

—  20,5 

+  14 

14 

4- 

81 

—  35,5 

—  43 

15 

4- 

45 

43,5 

-  77,5 

16 

+ 

16,5 

—  34,5 

—  95,5 

Tabelle  IIa'. 


No. 

! 

T< 

: 

17 

—  13 

4-  80  5 

—  55 

18 

—  22 

4-  92,5 

—  28,5 

19 

-  18 

4-  99 

-  2,5 

20 

4-  8,5 

4-  94,5 

4-  34 

21 

!+  31,5 

4-  87,5 

4-  35 

22 

;+  67 

4-  63,5 

4-  39 

23 

!  4-  86 

4-  40,5 

4-  33 

24 

4-  97 

4-  15 

4-  26,5 

25 

4-  87,5 

—  20,5 

—  45 

26 

4-  44 

—  43,5 

—  82 

27 

+  31 

—  38 

—  88,5 

Tabelle  Ib'. 


No. 

I  • 

0 

0 

0 

100 

1 

4- 

6,5 

4- 

31,5 

100 

Z 

17 

67 

72,5 

3 

: 

24 

4- 

81,5 

43.5 

4 

4- 

30 

4- 

91 

34 

5 

37.5 

4- 

93 

12,5 

6 

+ 

42 

•H 

91 

4- 

5,5 

7 

4- 

37,5 

+ 

92 

+ 

30,5 

8 

4- 

20,5 

4- 

92 

4- 

30 

9 

4- 

9 

4- 

82 

4- 

57,5 

10 

31,5 

4- 

53 

+- 

77,5 

11 

72,5 

4- 

34 

4- 

6t 

12 

96 

4- 

2 

4- 

25,5 

13 

88 

27,5 

41 

14 

23 

37 

90 

15 

— 

5 

13,5 

96,5 

Tabelle  Hb'. 


No. 

5 

TJ 

16 

4- 

5 

4-  83,5 

—  58,5 

47 

4- 

5,5 

4-  93 

—  35 

18 

4- 

7,5 

4-  99 

4-  2,5 

19 

4- 

1 

4-  98,5 

4-  15 

20 

10 

4-  93,5 

4-  38 

21 

57,5 

4-  54 

4-  63 

22 

90 

4-  17 

4-  40 

23 

90 

—  11 

—  45 

24 

63,5 

-  29,5 

—  73 

25 

26,5 

—  38 

—  92 
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Tabelle  III  a . 

Tabelle  III  b . 

No. 

> 

, 

 — 

- 

. 

2S 

— — 

i  67 

—  70 

26  1 

+  6 

-h  72.5 

—  71,5 

29  1 

1,5 

+  81,S 

—  52.5 

27 

—  2 

+  91,5 

►  —  46,5 

30 

4-  7,5 

+  92,5 

27,5 

28 

-  11,5 

-4-  97 

—  17 

31 

+  30,5 

-|-  95 

—  3 

29 

--  34 

\-  93,5 

-b  5,5 

32 

1  52,5 

+  81 

{-  9,5 

30 

—  55,5 

-h  81 

4-  IV 

33 

+  77,5 

+  58,5 

h  16 

31 

—  82 

+  52,5 

4-  16,5 

34 

+  97 

+  22,5 

[  7,5 

32 

—  95 

4-  11,5 

4-  2,5 

35 

+  86 

—  13 

-  47 

33 

—  94,5 

—  4 

—  28 

36 

-h  49 

—  36,5 

—  78 

34 

62,5 

-  24 

—  76 

37 

4-  29 

-  28,5 

—  89,5  1 

35 

—  26,5 

-  25,5 

—  95,5 

Die  zugehörigen  Projections-Curven  in  der  Eij- Ebene  finden  sich 
auf  Tafel  II  für  den  rechten  Ann  und  auf  Tafel  III  für  den  linken 
Ann  aufgezeichnet,  und  zwar  ist  der  Theil  der  Kurven,  welcher  auf 
der  oberen  Halbkugel  liegt  gegenüber  dein  welcher  auf  der  unteren 
Halbkugel  liegt  durch  andere  StrichfUhrung  kenntlich  gemacht  worden. 

Aus  diesen  Curven  lassen  sich  nun  auf  einfache  Weise  die 
Flexionsgrössen ,  die  alle  von  der  Normalstelhing  aus  gerechnet  wer- 
den sollen,  ableiten:  Die  Projection  der  Norinaktellung,  die  in  beiden 
Figuren  wieder  mit  0  bezeichnet  ist,  ist  in  den  Curven  ein  Punkt, 
und  zwar  der  Mittelpunkt  des  Kreises  mit  dem  Radius  100  mm, 
innerhalb  dessen  alle  Curven  liegen  müssen.  Die  Verbindungslinie  a 
jedes  Punktes  einer  der  Curven  mit  der  Projection  0  der  Normal- 
stellung  (Mittelpunkt  des  Kreises  in  Tafel  II  und  III)  ist  dann  eine 
Kathete  in  einem  rechtwinkligen  Dreieck,  dessen  Hypotenuse  die 
Nadel  in  der  LMnge  von  1 00  mm  ist ,  dessen  eine  Ecke  in  den  Coor- 
dinatenanfangspunkt,  und  dessen  andere  Kathete  in  die  Richtung  der 
Normalstellung  fallt.  Der  Winkel  zwischen  Hypotenuse  und  Normal- 
stellung ist  der  Flexionswinkel,  folglich  ist  die  Verbindungslinie  a 
die  dem  Flexionswinkel  gegenüberliegende  Kathete.  Der  Quotient 
aus  der  Lauge  dieser  Verbindungslinie  und  der  Lünge  der  Hypo- 
tenuse (100  mm)  ist  dann  der  Sinus  des  Flexionsw  inkels.  Missl  man 
also  den  Abstand  eines  Punktes  der  Curven  von  dem  Mittelpunkt  0 
des  Kreises  in  Millimetern  und  theilt  ihn  durch  100,  so  hat  man  den 
Sinus  des  Flexionswinkels.  Der  Abstand  in  Decimetern  ausgedrückt 
giebt  uns  demnach  direct  den  Sinus  des  Flexionswinkels.  Um  einen 
Einblick  in  die  Grössen  der  Flexionen  zu  gewinnen,  wurden  diesel- 
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ben  für  alle  Flexionsebenen  gemessen,  die  um  je  10°  zu  einander 
geneigt  sind.  Die  Fronlalebenc ,  welche  durch  die  Normalstellungen 
beider  Arme  bestimmt  wird ,  diente  uns  als  Ausgangsebene,  auf  die 
wir  die  Richtung  aller  anderen  Flexionsebenen  bezogen,  und  welche 
Normal  ebene  genannt  werden  soll.  Die  Winkel,  welche  die  nach 
vorn  zu  gelegenen  Flexionsebenen  mit  dieser  Normalebene  bildeten, 
erhielten  positive,  die  Winkel  der  nach  hinten  zu  liegenden  Flexions- 
ebenen negative  Werthe.  In  der  5  -  Projection,  d.  h.  auf  Tafel  II 
und  III,  werden  alle  diese  Flexionsebenen,  da  sie  alle  durch  die  be- 
treffende Normalstellung  gehen,  als  gerade  Linien  durch  den  Miltei- 
punkt  des  Kreises  erscheinen. 

Die  folgenden  Tabellen  IVaund  IV b  enthalten  die  auf  diese 
Weise  gewonnenen  Sinus  der  Flexionen  und  daneben  die  Flexions 
grossen  selbst.    Tabelle  IVa  gehurt  zu  Tafel  II,  also  zum  rechten 
Arm,  Tabelle  IV  b  zu  Tafel  III,  also  zum  linken  Arm. 


Tabelle  IVa. 


(Rechts.) 


Richtung 
der 

Sinus  der  Flexionen  ru  Tabelle : 

Flexionen  zu  Tabelle: 

Flexions- 
ebene 

la' 

IIa' 

lila' 

la' 

IIa' 

lila' 

—  70° 

—  60° 

—  50° 

—  40° 

—  30° 

—  20° 

0,345 

0,405 

0,49 

0,675 

0,795 

0,93 

0,345 

0,405 

0,49 

0,665 

0,75 

0,835 

0.1 

0,22 

0,32 

0,525 

0,675 

0,755 

s> 
j* 

20°  10' 
23°  50' 
29°  20' 
42°  30' 
52°  40' 
68°  30' 

20°  1 0' 
23°  50' 
29°  20' 
41°  40' 
48"  40' 
56"  40' 

5"  50' 
12°  40' 
18"  40' 
31"  40' 
42°  30' 
49°  — 

—  10° 

0° 

0,995 
0,86 

0,925 
1 

0,855 
0,95 

c 
% 

95°  40' 
120°  40' 

67°  40' 
90"  — 

58"  50' 
71"  50' 

+  10° 

0,715 

0,98 

1 

o 
'S 

V 

134°  20' 

101"  30' 

90"  — 

4-  20° 
+  30° 
+  40° 
+  50° 
+  60° 
+  70° 

0,595 

0,525 

0,5 

0,495 

0,52 

0,58 

0,96 

0,94 

0,925 

0,915 

0,915 

0,925 

0,985 

0,975 

0,965 

0,96 

0,97 

1 

u. 

« 
■5 

3 

e 

as 
Q 

1  43°  30' 
148°  20' 
150°  — 
150°  20' 
148°  40' 
144°  30' 

106"  20' 
110°  — 
112°  20' 
11 3°  50' 
113"  50' 
11 2"  20' 

1 00"  — 
102°  50' 
105°  10' 
1 06°  20' 
104°  10' 
90"  — 

-f  80° 
90° 
+  100" 
+110° 

0,725 
0,845 
0,965 
1 

0,835 

0,96 

1 

0,955 
0,855 

133°  30' 
1 22°  20' 
105°  10' 
90" 

123°  20' 
1 06"  20' 
90° 

72°  40' 

58"  50' 
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Tabelle  IV  b. 


Links.) 


Kiclituiig 
der 

Sinus  «ler  Hex  innen  zu  Tabelle  : 

Heiionen  zu  Tabelle: 

riexioiis- 
ebene 

II.' 

II  l>' 

lllb' 

Ib' 

IIb' 

lllb' 

70" 

o,u 

0,14 

0,065 

8"  — 

8"  — 

3°  40' 

00° 

0,4  in 

0,415 

0,135 

24"  30' 

24"  30' 

7°  50' 

50" 

0,51 

0.5 

0.28 

30"  40' 

30"  — 

1  6°  20' 

-  40" 

0,6 

0,57 

0.4  1 

36"  50' 

34°  50' 

24°  10' 

30° 

0,7*5 

0,05 

0,545 

46"  30' 

40°  30' 

33°  — 

iO" 

Ii  «T^» 

Ii  KW"*. 

ii  i  f 
i»i  • — 

I"JO  JA' 

10° 

i 

0,855 

0,815 

90"  — 

58°  50' 

54°  40' 

0" 

0.985 

c 

80°  — 

+  10° 

0.945 

109°  — 

+-  '20° 

0,045 

Um 

109°  — 

4-  30" 

(•.965 

105°  10' 

4  iO" 

0,97 

/ 

104°  — 

-t  50" 

0,97 

u 

104°  — 

+  00" 

0,1175 

102°  50' 

+  70" 

0.99 

98°  10' 

+  HO" 

0,99 

84°  50' 

+  90° 

0,89 

62°  50' 

4-100" 

4- no" 

Die  zu  den  Ebenen  mit  den  Richtungswinkeln  0°  bis  4-  110° 
gehörenden  Flexionen  und  Sinus  der  Flexionen,  welche  sich  aus 
Tabelle  Ib'  und  IIb'  berechnen  würden,  sind  nicht  angeführt  worden, 
weil  für  diese  durch  Anstossen  der  Scapula  an  den  Stab  hinter  der 
Wirbelsäule  Ungenauigkeilen  sich  einstellten.  Diese  Fehlenmelle  liess 
sich  jedoch  nicht  vermeiden,  «la  vor  allen  Dingen  die  Beweglichkeit 
der  Wirbelsaule  ausgeschlossen  werden  musste. 

Um  nun  aus  den  Beobachtungen  zu  ersehen,  wie  gross  der 
Einfluss  des  Acromial-  und  des  Claviculargelenks  auf  die  Hunierus- 
bewegungen  ist,  oder  um  wieviel  das  Humerusgelenk  durch  die 
accessorischen  Gelenke  des  SchullergUrtels  gewinnt,  braucht  man  nur 
jedesmal  in  den  Tabellen  IV  erstens  von  der  liesammtgrüsse  der  Flexio- 
nen, die  in  der  zu  Tabelle  Ia'  resp.  1  b'  gehörenden  Rubrik  enthalten 
ist,  die  Flexion  abzuziehen,  welche  zu  Tabelle  IIa'  resp.  Hb'  gehört 
;  nach  Ausscheidung  des  Claviculargelenks  gewonnen) ;  diese  Differenz 
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giebt  dann  den  Einfluss  des  Claviculargelenks.  Den  Einlluss  des 
Acromialgelenks  erhält  man,  wenn  man  die  zu  Tabelle  lila'  resp. 
Mb'  (Humerusgelenk  allein)  gehörenden  Flexionsgrössen  von  den  zu 
Tabellella'  resp.  IIb'  gehörenden  abzieht.  Dies  ist  ausgeführt  wor- 
den und  in  folgender  Tabelle  niedergelegt. 


Tabelle  V. 

Rechls.  Links. 


Richtung 

der 
Flexions- 
ebene 

Flexionen 
im 

Humerus- 
gelenk 
allein 

Winkel,  um 
welche  die 
Fielionen 

tUsHamernK 
vergrößert 
werden. 

««au  die  Be- 
wegungen 
dos  Acrf>- 

iniklgelenk« 
hinzu- 
kommen 

VergTüsM- 
rnng  der 
Flexionen 
durch  den 
Hinxutritt 
des  C1*TH'U- 
largelenki 

Richtung 

der 
Flexions- 
ebene 

Flexionen 
im 

Humerus- 
gelenk 
allein 

Winkel .  um 
»eiche  die 
Fiktionen 
de»  numerus 
vergr(»»»*rt 

werden, 
wenn  die  Be- 
wegungen 
de«  Aoro- 
mialgelenkii 
hioio- 
k..mmen 

Vergröße- 
rung der 
Flexionen 
durch  den 
Hiniutritt 
de»  Clavicu- 
UrjCelenk» 

-  70° 

5°  50' 

14"  20' 

0" 

—  70" 

3"  40' 

4"  20' 

0" 

-  -  60° 

12"  10' 

11"  10' 

0" 

—  60" 

7"  50' 

16"  40' 

0" 

—  :>0" 

18"  40' 

10"  40' 

0" 

—  50" 

16"  20' 

13"  40' 

0"  40, 

—  40° 

31"  40' 

10"  — 

0"  50' 

—  40" 

24"  10' 

10°  40' 

mu        ~  ~ — ' 

—  30° 

42"  30' 

6"  10' 

4" — 

;  —  30" 

33"  - 

7"  30' 

6"  — 

-  20° 

49"  — 

7"  40' 

11°  50' 

—  20" 

43"  10' 

5"- 

12"  50- 

—  10" 

58"  50' 

8"  50' 

28"  — 

—  10" 

54"  40' 

4°  10' 

31"  10, 

0° 

71"  50' 

18"  10' 

30"  40' 

0" 

80"  — 

-4-  10" 

90"  — 

11"  30' 

32"  50' 

~  10" 

109"  — 

4-  20° 

100"  — 

6"  20' 

37"  10' 

-f-  20" 

109"  — 

- 

~  30° 

102"  50' 

7"  10' 

38"  20' 

4-  30" 

105"  10' 

-4-  40° 

105"  10' 

7"  10' 

37"  40' 

4-  40" 

104°  — 

4-  50° 

106"  20' 

7°  30' 

36"  30' 

i  4-  50" 

104"  — 

—  60° 

104"  10' 

9"  40' 

34"  50' 

!   -i-  60" 

102"  50' 

-  70" 

90"  — 

22"  20' 

32°  10' 

'  4-70" 

98"  10' 

«-  80" 

72"  40' 

50°  40' 

10"  10' 

4-  80" 

81"  50' 

~t~  90" 

58"  50' 

47"  30' 

16"- 

4-  90" 

62"  50' 

Aus  dieser 

Tabelle 

erkennt 

man  die 

Grösse 

der  Bell 

leiligung 

der  einzelnen  Gelenke  des  Systems  an  den  Flexionen  des  Armes. 


Man  sieht  sofort,  dass  der  Antheil  des  Acromialgelenks  durchaus 
nicht  geringer  ist  als  der  des  Claviculargelenks  (Storno -Clavicular- 
gelenk),  wie  von  Henke  in  seinem  Handbuch  der  Anatomie  und 
Mechanik  der  Gelenke  pag.  122  u.  ff.  behauptet  worden  ist.  Im 
Gegentheil  zeigt  das  Acromialgelenk  eine  etwas  grössere  Betheiligung 
an  den  Bewegungen  des  Armes;  jedoch  differiren  die  Antheile  von 
einander  je  nach  den  verschiedenen  Flexionsebenen.    Das  Acromial- 
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gelcnk  spielt  hauptsächlich  bei  den  Bewegungen  des  Arms,  wenn  der 
Arm  möglichst  weit  nach  vorn  oder  rückwärts  von  der  Normalstellim^ 
aus  gehoben  wird.  Das  Claviculargelenk  betheiligt  sich  am  meisten 
in  der  Nähe  der  Frontalebene.  Wenn  also  eins  von  den  beiden  Ge- 
lenken erkrankt  oder  sonstwie  an  der  Function  gehindert  ist,  so 
würde  die  Functionsstörung  durch  die  Hinderung  des  Clavicular- 
gelenks  sich  am  meisten  bemerkbar  machen  bei  den  Bewegungen 
des  Armes  in  der  Nähe  der  Frontalebene.  Die  Störung  aber  des 
Acromialgelenks  würde  am  deutlichsten  in  die  Augen  fallen  bei 
den  Bewegungen  des  Armes  nahe  der  Sagittalebene. 
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Hs  sind  gerade  40  Jahre  verflossen,  seitdem  C.  Ludwig  eine 
Abhandlung  unter  obigem  Titel  in  Johannes  Miller's  Archiv  (1847, 
S.  242)  veröffentlicht  hat.  In  jener  Arbeit  ist  auch  zum  ersten  Male 
das  von  ihm  erfundene  Kymographion  beschrieben.  Diese  Erfin- 
dung gab  der  experimentellen  Forschung  eine  neue  Richtung,  indem 
sie  die  graphische  Methode  in  die  Physiologie  einführte. 

Ludwig  beschrieb  die  epochemachende  Versuchsanordnung  in 
folgenden  anspruchslosen  Worten :  »Um  mit  Hülfe  des  PoisEiiLLE'schen 
Manometers  unter  allen  Umstanden  genaue  Druckhöhen  und  ihre  Zeit- 
dauer zu  bestimmen,  setzt  man  auf  die  freie  Quecksilbersäule  einen 
stabförmigen  Schwimmer,  versieht  diesen  am  oberen  Ende  mit  einer 
Feder  und  lässt  durch  sie  die  Schwankungen  auf  eine  Flüche  zeichnen, 
welche  sich  mit  stetiger  Geschwindigkeit  an  der  Feder  vorbeibewegt. 
Auf  diese  Weise  erhält  man  Curvcn,  welche  allen  Anforderungen 
entsprechen.« 

Aus  den  Untersuchungen,  welche  damals  Ludwig  in  Gemeinschaft 
mit  Gerau  ausführte,  »stellte  sich  beim  Pferde  sowohl  als  beim  Hunde 
das  Ergebniss  heraus,  dass  in  den  bei  weitem  meisten  Füllen  der 
(respiratorische)  Luftdruck  höchst  unbedeutend  im  Vergleich  mit  dem 
Blutdruck  ausfüllt;  woraus  er  (Gerau)  den  sicheren  Schluss  zog,  dass 
die  Erhöhung  des  Blutdruckes  im  Gefüssysleme  während  der  Exspi- 
ration vom  Luftdruck  nicht  allein  abhüngig  sein  könnte.  In  einer 
weiteren  Versuchsreihe  suchte  er  darauf  den  anderen  Ursachen  der 
Einwirkung  nachzuspüren.« 

Ludwig  fand  folgende  Beziehungen  zwischen  dem  Pulse  und  den 
Respirationsbewegungen : 

I.  »Keine  Einwirkung  der  Respirationsbewegungen  auf  den  Blut- 
lauf im  Aorlensysteme.«    »Es  ist  dies  das  normale  Vorkommen  bei 
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den  Pferden   bei  ruhiger  Respiration  und  ruhigem  Pulsschlagc.« 

Beim  Hunde  ist  dieses  Verhalten  nur  selten  (in  2  Fallen  unter  100 
beobachtet  worden. 

II.  »Die  Respirationsbewegung  erlangt  einen  Einfluss  auf  die 
Blutbewegung,  doch  so,  dass  man  die  Einwirkung  der  einzelnen 
Acte,  aus  welchen  sich  eine  ganze  Respirationsbewegung  zusammen- 
setzt, auf  die  Pulscurve  nicht  nachzuweisen  im  Stande  ist.«  Merk- 
lich wird  der  Einfluss  beim  Pferde,  wenn  dieses  häufiger  athmet. 
Es  wird  dann  jeder  einzelne  Herzschlag  kräftiger  (höher),  ohne  dass 
die  Pulsfrequenz  zunimmt. 

Beim  Hunde  findet  man  in  dem  Kalle,  wenn  die  Respirationen 
so  hüufig  werden,  dass  sie  die  Herzschlage  an  Zahl  weit  übertreffen, 
die  Pulse  ebenfalls  gleichartig;  sobald  aber  die  ersten  in  Dauer  und 
Intensität  sich  verandern,  merkt  man  auch  Pulsanderungen. 

III.  »Hieran  endlich  reiht  sich  der  beim  Hunde  gewöhnliche, 
beim  Pferde  nur  in  intensiver  Respiration  oder  im  Fieber,  normale 
Fall  an,  dass  man  an  der  Pulscurve  deutlich  den  Anfang  und  das 
Ende  der  In-  und  Exspiration  bestimmen  kann,  und  zwar  derartig, 
dass  mit  der  Druckmehrung  und  Minderung  in  der  Respirationscurve 
ein  Gleiches  in  den  mittleren  Werthcn  der  Pulscurve  geschieht.« 

Aus  den  Curven  der  pleuralen  Druckschwankungen,  welche 
Ludwig  ebenfalls  registriren  Hess,  ergab  sich,  dass  mit  der  Exspira- 
tion der  Druck  in  der  Lunge  steigt.  Hierdurch  würde  die  Aorta 
comprimirt  und  der  Abfluss  in  die  kleinen  Arterien  beschleunigt.  Die 
Inspiration  beeinflusst  den  Blutdruck  in  entgegengesetztem  Sinne  als 
die  Exspiration. 

An  der  Pulscurve  macht  sich  die  Exspiration  oft  auch  noch  da- 
durch geltend,  dass  mit  ihrem  Eintritt  die  Geschwindigkeit  und  die 
Intensität  der  Herzschlage  sich  wesentlich  ändert. 

Ludwig  schliesst  resignirt:  »Alle  Hypothesen,  welche  leicht  aus 
dem  vorhandenen  Thatsachen-Malerial  flicssen,  sind  so  zweifelhaften 
Werlhes  und  widerlegen  sich  durch  ein  selbst  oberflächliches  Nach- 
denken, dass  man  mir  billigerwcise  ihre  Widerlegung  oder  Aufstel- 
lung erlassen  wird.« 

Dreizehn  Jahre  spater  bearbeitete  Einbrodt  unter  Ludwig's  Leitung 
das  gleiche  Thema. 

Von  den  mannichfaltigen  unmittelbaren  und  mittelbaren  Wir- 
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klingen  der  Alhembewegungen  auf  das  Kreislaufsystem  hob  Einbrodt, 
durch  abnorme  Verstärkung,  den  positiven  und  negativen  Rcspirations- 
druck  heraus. 

»Der  positive  Respirationsdruck  (bis  125  mm  Hg)  erschwert  den 
Zufluss  des  Blutes  zum  Herzen,  mindert  den  Nulzeffect  des  Herzens 
und  setzt  die  Spannung  des  Blutes  im  Aortensysteme  herab«  (nach- 
dem der  Blutdruck  anfänglich  mit  dem  Kespirationsdruck  gewachsen 
war).    Er  erzeugt  durch  venöse  Stauung  Hirndrnck.« 

»Der  erhöhte  Respirationsdruck  bedingt  auch  Vagusroizung, 
welche,  wenn  kein  directer  Reiz  aufs  Herz  wirkt,  eine  Verlang- 
samung der  Herzbewegung  einleitet.« 

Dieser  Effect  fallt  fort,  wenn  die  Vagi  am  Halse  durchlrennt 
sind.  Die  Reizung  geschieht  also  an  den  centralen  Ursprungsstellen 
der  Vagi  und  zwar  durch  vermehrten  Druck  in  den  Hirnvenen. 

«Der  arterielle  Blutdruck  steigt  nach  Aufhebung  des  positiven 
Druckes  in  der  weitaus  grössten  Mehrzahl  der  Fülle  rasch  und  be- 
deutend an,  denn  das  ins  Herz  aus  den  Venen  ankommende  ge- 
staute Blut  wird  für  den  Strom  sogleich  nutzbar  gemacht.  Diese 
Steigerung  des  Blutdruckes  halt  aber  in  der  Regel  nicht  lange  an.« 

»Für  die  Veränderungen,  die  der  Blutdruck  wahrend  der  Athem- 
bewegungen  erleidet,  bestehen  zwei  Ursachen: 

1)  die  beschleunigenden  Kräfte,  welche  die  Bewegungen  der 
Brustwand  ausüben  und 

2)  die  am  Herzen  hervorgebrachte  Füllung  mit  Blut.  Als  be- 
günstigendes Moment  kann  auch  die  veränderte  Schlagfolge  des 
Herzens  angeführt  werden.« 

»Durch  die  Einathmung  werden  das  Herz  und  die  grossen  Ge- 
wisse, die  an  der  äusseren  Lungenoherfliichc  liegen,  unter  geringere 
Spannung  versetzt  und  dementsprechend  sinkt  auch  im  Beginne  der 
Inspiration,  wenn  sie  nur  nicht  zu  kurz  ist,  der  mittlere  Blutdruck 
um  ein  Geringes  unter  den  Werth  herab,  der  ihm  wahrend  der  vor- 
hergehenden Ausathmungspause  zukam.« 

Aber  »in  Folge  des  gesetzten  Spannungsunterschiedes  strömt 
eine  bedeutende  Quantität  Blut  dem  Herzen  zu  und  wird  durch  das 
erregbare  Herz  sofort  für  den  Strom  nutzbar  gemacht:  der  Inhalt 
des  arteriellen  Systems  wird  unter  hohe  Spannung  versetzt.«  »Da 
sich  nun  die  Füllung  des  Herzens  so  lange  erhalt,  als  die  Inspiration 
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selbst,  so  erfahrt  auch  der  Blutdruck  wahrend  der  ganzen  Dauer  der 
Inspiration  keine  Ahnahme  mehr.» 

»Stellt  sich  nun  nach  Ablauf  der  Inspiration  die  Exspiration  ein, 
so  summiren  sich  in  ihrem  Beginne  zwei  Einflüsse,  um  dm  Blut- 
druck rasch  bis  zur  bedeutendsten  Hohe  ansteigen  zu  lassen:  die 
beschleunigende  Krall  der  Brustbewegung,  die  aus  der  Zunahme  der 
auf  den  Brusteingeweidcu  lastenden  Spannung  hervorgeht,  und  die 
vorher  bestandene  Blutanfüllung  des  Herzens,  die  jetzt  erst  allmäh- 
lich zur  Ausgleichung  gelangt.  Der  Wirkung  dieser  beiden  Einflüsse, 
namentlich  aber  des  ersten,  ist  das  beobachtete  Steigen  des  Blut- 
druckes am  Beginne  der  Ausathmung  beizumessen.« 

»Als  drittes  Element,  das  den  beiden  ersten  jedenfalls  aber  an 
Wirksamkeit  nachsteht,  konnte  die  Veränderung  in  der  Hcrzschlags- 
geschwindigkeit  angeführt  werden;  wo  sie  deutlich  ausgesprochen 
auftritt,  geschieht  das  Ansteigen  wahrend  der  Inspiration  und  tlas 
Absteigen  während  der  Exspiration  viel  rascher  als  in  denjenigen 
Fallen,  wo  die  Herzschlagänderung  fehlt.  Dagegen  kann  aber  das 
wirkliche  Bestehen  und  wechselnde  Ueberwiegen  der  beiden  ersten 
Elemente  gerade  in  diesem  letzteren  Falle  z.  B.  nach  Vagus-Durch- 
schneidung, reiner  beobachtet  werden,  zumal  in  Folge  der  Vagus- 
Durchschneidung  die  Athembewegungen  selbst  liefer  und  langsamer 
werden  und  daher  einen  grösseren  Einfluss  erlangen  können,  na- 
mentlich aber  bedeutendere  Spannungsunterschiede  setzen.« 

Ludwig  und  Einbrodt  betrachteten  diese  »Untersuchung  nur  als 
eine  Vorarbeit,  die  in  Folge  der  erlangten  sicheren  Einsicht  in  die 
Grundelemente  der  Frage  ein  weiteres  Vordringen  wesentlich  unter- 
stützen wird«. 

Donders  hatte  (1853)  »auf  den  niederen  Druck  aufmerksam  ge- 
macht, dem  die  Innenfläche  der  Brust  und  die  Oberfläche  des  Herzens 
in  Folge  des  Widerstandes  der  elastischen  Lungen  unterliegen«.  Er 
lehrte  nach  Talmas  Citat  noch:  »1)  dass  Erhöhung  des  Druckes  in 
den  Lungen  und  also  auf  die  Oberfläche  des  Herzens  die  Erweite- 
rung der  verschiedenen  Herzhöhlen  bei  der  Erschlaffung  hemmen 
und  also  die  Ursache  von  venöser  Hyperämie  und  arterieller  Anämie 
sein  kann;  2)  dass  Erniedrigung  des  Druckes  auf  die  Oberfläche  des 
Herzens  die  Erweiterung  der  Herzhöhlen  bei  der  Erschlaffung  stark 
befördern  und  also  die  Menge  des  Blutes,  welches  in  die  Arterien 
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strömt,  bedeutend  vermehren  kann.  Wenn  nicht  die  Abnahme  des 
Druckes  so  gross  ist,  dass  die  Zusammenziehung  des  Herzens,  die 
Austreibung  des  Blutes  in  alle  Körperartcrien  dadurch  gehemmt 
wird  ....  Bei  den  Modiücationen  der  Circulalion  durch  die  Hospi- 
tation wirken  wenigstens  schon  drei  Faclorcn  zusammen:  die  Schnellig- 
keit und  die  Kraft  der  Zusammenziehung  des  Herzens,  die  Quantität 
des  Blutes,  welche  durch  die  Venen  ins  Herz  gerührt  wird,  und  der 
Druck,  worunter  die  Arterien  in  der  Brusthöhle  stehen.  So  kommt 
es,  dass  der  Druck  des  Blutes  in  den  Arterien  grössere  Unterschiede 
darbietet,  als  der  Druck  der  Ein-  und  Ausathmung,  von  dem  sie 
abhängen.  Dondehs  lieferte  nur  »Beitrüge«  zur  Physiologie  der  Respi- 
ration und  Circulalion,  studirte  nicht  alle  Momente,  welche  einen 
Einfluss  ausüben  können.« 

Talma  knüpft  hieran  die  Bemerkung:  »Eisbrodt,  das  Verdienst 
der  DoMDBRs'schen  Mitteilungen  vielleicht  nicht  genügend  anerkennend, 
arbeitete  in  der  von  Letzterem  eingeschlagenen  Richtung  weiter.« 
Ebenso  gut  liesse  sich  sagen,  dass  vor  Donders  schon  Carsors  (1815) 
einige  der  angeführten  Gesichtspunkte  geltend  gemacht  hat,  als  er 
darlegte,  wie  die  inspirirten  Lungen  sich  durch  ihre  Elaslicilal 
zusammenzuziehen  streben,  hierdurch  einen  Theil  des  Druckes  der 
Atmosphäre  auf  das  Herz  aufheben,  also  seine  Diastole  befördern, 
seine  Systole  erschweren,  den  Einfluss  des  Venenblutes  in's  Herz 
begünstigen. 

Eduard  Weber  beschrieb  und  erklarte  (1850  u.  51)  dio  Wir- 
kung der  Exspiration  auf  das  Herz  folgendermassen :  »Da  nun 
das  Blut  aus  den  Körpervenen  nur  vermöge  des  Druckes,  unter  dem 
es  sich  in  denselben  befindet,  nach  dem  entleerten  und  wieder  er- 
schlafften Herzen  hinströmt,  so  muss,  wenn  auf  das  Herz  und  die 
Hohlvcnen  ein  Gegendruck  ausgeübt  wird,  wie  bei  der  Compression 
der  Luft  in  der  Brusthöhle  der  Kall  ist,  die  Kraft  des  Stromes  sich 
vermindern.  Wird  der  Druck  auf  das  Herz  aber  so  gross,  dass  er 
dem  Drucke  des  Blutes  in  den  Venen  am  Halse  und  im  Untcrleibe 
das  Gleichgewicht  hellt,  oder  sogar  noch  grösser  als  dieser,  so  kann 
gar  kein  Blut  in  das  Herz  und  die  in  der  Brust  gelegenen  Hohl- 
venen  mehr  einströmen.  Die  geringe  Menge  Blutes,  welche  sich 
innerhalb  der  Brusthöhle  in  den  Hohlvenen,  im  Herzen,  in  den  Venen 
und  Arterien  der  Lunge  befindet,  wird  durch  die  zunächstfolgenden 
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Zusammenziehungen  des  Herzens  vollends  in  die  Aorla  gel  rieben, 
worauf  dann  auch  kein  Blut  mehr  aus  dein  Herzen  in  die  Aorta 
ausströmen  kann.« 

»Weil  aus  dem  nun  leeren  Herzen  kein  Blut  mehr  in  die  Aorta 
gelangt,  bleibt  der  Puls  ganz  aus,  und  kehrt  erst  wieder,  wenn  die 
Kompression  der  Brusthöhle  aufgehört  oder  nachgelassen  hat.« 

Oerade  ein  Jahrhundert  zuvor  hat  aber  schou  Lamure,  noch  vor 
Haller  (wie  dieser  in  seinen  Klementis  Physiol.  T.  II.  p.  335  ge- 
wissenhall zugesteht),  angegeben:  »In  exspiralione  Semper  imprimis 
thorax  contrahilur,  comprimuntur  pulmones  ,auriculae*  venae  cavae, 
Gl  refluxus  sanguinis  in  vcnas  ccrcbri,  eae  ergo  in  exspiralione 
turgenl.« 

Haller  beschreibt  den  Kinfluss  der  Respiration  auf  den  Blutlauf 
in  den  Venen  mit  folgenden  Worten: 

»Magni  ergo  trunci  venosi  capitis,  colli,  pectoris,  abdominis, 
brachii  eiusmodi  motu  agitantur,  in  vivis  animalibus,  ut  per  exspira- 
tionem  sanguinc  aut  retento,  aut  a  corde  refluo  turgescant,  per  in- 
spirationein remisso  ad  cor  sanguine  eaedem  (venae)  depleantur:  binc 
per  inspiralionem,  recedente  de  cerebri  magnis  vasis  sanguine,  ce- 
rebrum  subsidet,  idemque  eo  sanguine  per  exspiralionem  relenlo,  et 
redueo  intumescit  et  mole  crescit.  In  vehementiori  respiratione  omnia 
evidentius  adparent.«  Auch  die  Wirkung  der  Zwerchfellbewegungen 
auf  den  Blutlauf  hat  Haller  berücksichtigt.  Er  meinte,  dass  das  Dia- 
phragma bei  seiner  Contraction  die  Vena  cava  inferior  comprimire. 

Das  Hauptgewicht  legt  er  aber  auf  die  Veränderung  des  Lungen- 
kreislaufs durch  die  Athmung: 

»Nenipe  per  inspiralionem  via  in  pulmonem  facilior  aperitur, 
nascitur  ergo  derivatio,  et  sanguis  venosus  undique  ad  eam  sedem 
confluit,  a  qua  resistentia  ablata  est:  confluit  ergo  per  inspiralionem 
sanguis  auricularum  et  cordis  in  pulmonem,  sanguis  venarum  cava- 
rum  in  auriculam,  sanguis  venanim  proximarum  in  venas  cavas,  de- 
plentur  ergo  venae  remotiores,  cerebri,  brachii,  abdominis  et  inaniun- 
tur.  Contra  in  exspiralione  sanguis  in  pulmones  compressos  diflicilius 
reeipitur,  difficilius  adeo  cor  dextrum  se  deplet,  stagnat  sanguis  in 
venis  cavis,  in  vena  jugulari,  in  cerebro  demum  toto,  atque  adeo 
sinus  cerebri,  et  venae  jugulares,  intumescunt,  quod  a  minimis  vas- 
culis  sanguinem  aeeipero  pergant,  omittere  nequeanl.« 
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Üie  Bedeutung  der  Athembcwcgungcn  für  die  Blutbewegung  in 
den  Venen  würdigt  Maller  in  dem  Satze: 

»Earum  causarum  (quac  inolum  sanguinis  venosi  partim  adju- 
vant, partim  morantur)  illustrior,  forte  et  eflicacior,  est  respiratio. 
Adjuvare  videtur  sanguinis  cireuitum,  quod  per  Hookii  expcrimenlum 
(künstliche  Alhmung)  aliaque  in  cundem  sensum  instilula,  utique 
sanguis  in  pulmonem  inflaluiu  facilius  subeat,  facilius  etiam  circulum 
per  pulmonem  absolvat,  cclcriusquo  in  sinislrum  ventriculum  redeat. 
IIa  saepe,  et  in  vivis  animalibus,  inflalo  pulmoni  vidi,  et  in  morluo 
pulmone,  quem  minister  inflabat,  dum  interim  per  siphonem  liquorem 
lenuem,  colore  tarnen  aliquo  saturalo  tinetum,  in  venam  cavam  im- 
pellebam.  Is  enim  liquor  longe  facillimc  per  pulmonem,  vehementer 
dislentum,  et  in  sinislrum  ventriculum,  et  in  asperam  arteriam  transit. 
Haclenus  adeo  inspiratio  pulmonem  aperil  sanguini,  et  expedil,  absque 
ea  futurum  immeabilem.« 

Und  an  anderer  Stelle  (Eiern.  T.  III   p.  2if>) : 

»Hinc  pulmo  (immcabilis),  quando  eollapsus,  et  non  inspiranti 
similis,  meabilis  redditur,  quotics  acre  inflatur.  Facilius  ergo  per  in- 
flatum  pulmonem  transit  injectus  quicunque  liquor:  facilius  transit 
sanguis  ipse  de  cordo  expulsus.  Hinc  de  inciso  pulmone  sanguis 
per  inspirationem  celerius  projicitur.  Hinc  inspiranti  homini  pulsus 
celerior  et  suspirium  pulsum  accelerat. 

Sed  eiusmodi  compressio  pene  nulla  est,  si  cum  cordis  vi  com- 
paraveris.« 

Diese  Experimente  beschreibt  Hallrr  hundert  Jahre  vor  den 
ganz  ahnlichen  von  Poiseuille  angestellten,  welche  Ceramm  in  Lun- 
wig's  physiologischer  Anstalt,  danach  Qvinckb  und  Pkeikker  etc.  wieder 
in  den  Vordergrund  stellten. 

Eine  neue  Erklärung  der  respiratorischen  Druckschwankungen 
versuchte  Schikk  (1872). 

Im  Jahre  1861  hatte  Traube  gefunden,  dass  der  Blutdruck  in 
curarisirten  Thieren,  bei  denen  man  die  künstliche  Athmung  unter- 
brochen hat,  rhythmisch  schwanken  kann.  Auf  Grund  der  Unter- 
suchungen von  Ludwig  und  Thiry  über  das  vasomotorische  Ncrven- 
cenlrum  stellte  er  die  vielfach  gebilligte  Ansicht  auf,  »dass  die  Kohlen- 
säure durch  ihre  erregende  Wirkung  auf  das  vasomotorische  Nervcii- 
centrum  abwechselnd   und  in  rhythmischer  Weise  Contraction  und 
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Erschlaffung  der  Körperarlerien  hervorzurufen  vermag.«  Traibe  fügt 
hin/.n :  »Das»  diese  Wirkung  der  Kohlensaure  nicht  darauf  heruhl,  dass 
sie  abwechselnd  in  grösserer  und  geringerer  Menge  dem  vasomoto- 
rischen Nervcn-Ccntrum  zugeführt  wird,  liegt  auf  der  Hand«  (Ges. 
Ahh.  I.  p.  38'J).  Hering  beobachtete  (1859)  die  TitAiWschen  Wellen 
auch  wtthrend  (ungenügender)  künstlicher  Respiration. 

Schiee  machte  nun  die  Hypothese  (Med.  (.entralbl.  1872,  p.  757j. 
»►dass  die  Bewegungen  der  Brusteingeweide  höchstens  nur  ganz  aus- 
nahmsweise als  die  Ursache  dieses  Phänomens  angesehen  werden 
können.  Vielmehr  ist  bei  normaler  Respiration  eine  die  Phasen  der- 
selben begleitende  Erhöhung  oder  Erniedrigung  des  Blutdruckes  nicht 
als  ein  Effect  der  Respiration,  sondern  nur  als  ein  Co-Effecl  der- 
selben anzusehen,  welcher  auf  derselben  Ursache,  wie  die  Respira- 
tion seihst,  beruht.  Es  treten  die  respiratorischen  Oscillationen  des 
Blutdruckes  immer  dann  auf,  wenn  in  dem  Blute  Sauerstoffmangel 
und  Kohlensaureüberschuss  vorhanden  ist  und  so  das  Rcspirations- 
cenlrum  gereizt  wird.  Zu  «1er  gleichen  Zeit  oder  doch  kurz  darauf 
erregt  der  gleiche  Reiz  auch  das  Inncrvalionscentrum  der  Gelassi; 
und  es  erfolgt  eine  Conlraction  der  kleinen  Arterien,  welche  den 
Blutdruck  etwas  erhöht.« 

»Die  Thiere,  die  zu  diesen  Versuchen  dienten,  waren  zum  grüsslen 
Theil  curarisirt  und  chloralisirt;  auch  war  die  Brusthöhle  eröffnet 
und  die  künstliche  Respiration  eingeleitet,  so  dass  von  einem  Druck 
der  Brusteingeweide  nicht  die  Rede  sein  konnte.  Es  stellte  sich  nun 
heraus,  dass  die  sogenannten  respiratorischen  Oscillationen  des  Blut- 
druckes allemal  dann  eintreten,  wenn  in  der  chemischen  Zusammen- 
setzung des  Blutes  gleichfalls  Schwankungen  vor  sich  gehen.  Diesen 
Schwankungen  der  chemischen  Zusammensetzung  entsprechen  die 
respiratorischen  Oscillationen  des  Blutdruckes  völlig  und  begleiten  sie 
in  vollkommen  entsprechender  Regelmassigkeit.« 

Sigmund  Mayer  (1876)  kam  durch  seine  Untersuchungen  zu  der 
Ansicht,  dass  vom  Alhmungscentrum  rhythmische  1  in  pulse  auf  das 
Centrum  für  die  Gcfassinnervation  übergehen,  welche  durch  Sumnia- 
tion  rhythmische  Verstärkungen  des  Gelasslonus  veranlassen. 

Hering  fand  auch,  dass  unvollkommen  curarisirte  Thiere  rhyth- 
mische Beinbewegungon  machen,  isarithmisch  mit  den  TRAiWschen 
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Wellen  und  häufig  associirt  mit  mangelhaften  Athcmbewegungen  und 
Zuckungen  der  Beine. 

Zu  ähnlicher  Anschauung  neigt  Frkperico,  auf  (Wund  einer  Reibe 
von  Untersuchungen,  die  er  selbst  und  mit  seinen  Schulern  Moreau 
und  Leohemer,  Legros  und  Griffe  ausgeführt  hat. 

Er  fassl  selbst  die  Hauptrcsullale  bezüglich  der  Blutdruckschwan- 
kungen in  der  Beschreibung  folgenden  Mustcrversuches  zusammen: 

»Sur  un  chien  morphine,  h  poilrine  et  ventre  largeinent  ouverls, 
ä  pneumogastriques  et  phreniques  coupes,  les  moiivements  respira- 
loires  des  cöles,  qui  se  produisenl  lorsqu'on  cesse  la  respiralion 
artiticielle,  sont  accompagn&s  d'oscillations  do  la  presse  sanguine, 
semblablcs  a  Celles  deerilcs  par  Traube  et  Hering  sur  les  chiens  cu- 
rarises  (periodes  de  Traube-Hering).  La  portion  descendante  de  ces 
larges  oscillalions  correspond  a  l'inspiialion ;  la  pression  se  rclevc 
au  conlrairc  pendant  l'expiration.  Celle  augmentation  de  pression 
n'est  pas  due  a  un  changemrnt  dans  lc  rythme  cardiaque;  eile  a 
probablement  unc  origine  peYipheriquc,  vaso-motrice.  Elle  scrable 
indiquer  unc  activitö  rythmique  automalique  du  centre  des  vaso- 
moleurs,  a  chaque  expiration  ce  centre  exagere  son  action,  toul 
commc  le  centre  moderaleur  du  coeur.«  (Travaux  du  Uboraloirc  de 
Leon  1'redebicu,  Gand  1886,  p.  XIV:  Noticc  sur  les  recherches  exe- 
cutees  au  laboraloire  de  Physiologie  de  l'universile  de  Liege  1880 
ä  84.) 

In  jüngster  Zeit  sind  dann  wieder  die  mechanischen  Erklärungen 
der  respiratorischen  Bluldruckschwankungen  in  den  Vordergrund  ge- 
treten. 

Kuiix  hat  (1875)  an  Hunden  den  Einfluss  des  Bauchdruckes  auf 
den  Blutdruck  studirt.  Er  beobachtete  bei  geöffneter  Brusthöhle  und 
durchlrennten  Vagi  Alhembewegungen  unabhängig  von  dem  Rhythmus 
der  Einblasungen,  und  bei  jeder  acliveu  Inspiration  Steigen,  bei  jeder 
Exspiration  Sinken  des  Blutdruckes.  Diese  Schwankungen  fehlten, 
wenn  die  Bauchhöhle  geöffnet  wurde  oder  das  Thier  curarisirt. 
Dann  nimmt  mit  der  Einblasung  der  Druck  anfangs  zu  und  gegen 
Ende  ab  und  füllt  weiter  wahrend  der  Exspiration.  Er  schloss  da- 
raus, dass  durch  Corapression  des  Bauchinhaltes  bei  der  Inspiration 
der  Abfluss  aus  der  Aorta  erschwert,  der  Zufluss  zum  rechten  Herzen 
durch  die  Vena  cava  inferior  vermehrt  sei. 
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Luciani  theilt  mit  (1877),  dass  nach  der  Durchschneidung  der 
Phreniei  die  inspiralorisehe  Steigung  ausbleibe  und  schliesst  daraus, 
dass  die  Zwcrchfellconlraction  ein  wesentliches  Moment  fUr  die  in- 
spiralorische Erhebung  sei. 

S.v.  Bäsch  und  Schweinburg  bestätigten  (1881  und  82)  die  Schlüsse 
aus  diesen  Versuchen,  die  sie  nicht  für  beweiskräftig  hielten.  Sc.hwein- 
riru  unterband  in  späteren  Versuchen  die  Aorta  descendens  und  sah, 
dass  danach  die  Druckschwankungen  verschwanden  (weil  die  Blul- 
fullc  der  Bauchhöhle  nun  nicht  mehr  respiratorisch  wechseln  konnte). 

Schweinbirü  fand,  mittels  des  Sphygmomanometers,  auch  am 
Menschen  ähnliche  Druckschwankungen  wie  bei  Hunden,  und  zweifelt 
nicht:  »dass  die  Zwcrchfollcontractionen  überhaupt  die  respirato- 
rischen Blutdruckschwankungen  des  Menschen  zum  grössten  Theile 
bedingen«. 

Die  Veränderung  des  Lungenkreislaufs  stellen  als  ausschliessliche 
oder  wesentliche  Ursache  der  respiratorischen  Blutdruckschwankungen 
auf:  Kowalewsky  (1877)  und  de  Jager  (1879—1887). 

Talma  vertritt  1882  wieder  die  Ansicht,  dass  die  Störung  des 
Lungenkreislaufs  und  die  Behinderung  der  Herzbeweguug  coiubiuirt 
die  circulalorischen  Alhemschwankungen  veranlassen.  Er  schliesst 
(Pfliger's  Arch.  Bd.  29,  p.  335): 

»Bei  der  Druckerhöhung  in  den  Lungen  und  bei  der  natürlichen 
Exspiration  wird,  wenn  die  Veränderungen  einen  hinreichend  hohen 
Grad  erreicht  haben:  1)  die  Erweiterung  des  rechten  und  linken 
Herzens  vermindert;  2)  der  Blutstrom  durch  die  Lungen,  wahr- 
scheinlich durch  Verengung  der  Lungcngefässe  (wozu  ich  hier  auch 
die  Pulmonalvencn  und  die  linke  Vorkammer  rechne  i,  cetcris  paribus. 
erschwert.  Aus  den  obigen  Versuchen  geht  jedoch  hervor,  dass  die 
Hemmung  der  Diastole  des  rechten  Ventrikels  so  in  den  Vorder- 
grund tritt,  dass  die  Verengung  der  Lungengcfässc  faclisch  vernach- 
lässigt werden  kann.« 

»»Die  natürliche  Inspiration  und  die  künstliche  Erniedrigung  dos 
Druckes  in  den  Lungen  beeinflussen  den  arteriellen  Blutdruck  auf 
verschiedene  Weise.  1)  Machen  sie  die  verschiedenen  Herzhohlen 
während  der  Diastole  geräumiger.  2  Erschweren  sie  die  Systole 
des  Herzens  und  zwar  die  der  Atrien  mehr  als  die  der  Ventrikel 
und  Hie  Hes  rechten  Ventrikels  mehr  als  Hie  des  linken.    3)  Kr- 
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weitern  sie  (ceteris  paribus)  die  Lungengef.isse,  vermindern  sie  jeden- 
falls den  Widerstand,  welcher  dem  Blute  geboten  wird,  das  durch 
die  Lungen  strömt.  Wenn  die  Druckerniedrigung  auf  die  Oberflache 
des  Herzens  wenig  abgenommen  hat,  kommen  fast  nur  die  Beförde- 
rung der  Diastole  und  die  Erweiterung  der  Lungengefüsse  zur  Gel- 
tung. Sei  es  auch,  dass  die  Systole  des  rechten  Herzens  um  etwas 
gehemmt  wird,  so  können  die  zwei  anderen  Momente  die  Ursache 
sein,  dass  in  der  Zeiteinheit  doch  mehr  Blut  aus  dem  Herzen  fliesst 
als  im  normalen  Zustande.  Sobald  jedoch  die  Hemmung  der  Systole 
eine  gewisse  Hohe  erreicht  hat,  wird  die  Menge  des  ausströmenden 
Blutes  geringer  und  also  der  arterielle  Druck  niedriger.« 

Durch  diese  kurze  Uebcrsicht  einiger  dem  wichtigen  Gegen- 
stände gewidmeten  Arbeiten  wollte  ich  nur  andeuten,  welche  Ge- 
sichtspunkte für  die  bisherigen  Untersucher  leitend  waren. 

Kollett's  eingehende  Darstellung  der  einschlagigen  Arbeiten  (die 
bis  zum  Jahre  1880  erschienen)  in  Hermanns  Handbuch  der  Physio- 
logie (B.  IV.  Theil  2.  Cap.  4  u.  5)  macht  hier  vollständige  Referate 
entbehrlich.  Doch  habe  ich  wenigstens  die  Titel  aller  diesem  Gegen- 
stande gewidmeten  Arbeiten  im  Anhange  zusammenzustellen  versucht. 

Die  wichtige  Frage  ist  noch  unbeantwortet  und  die  Lücke  wird 
in  den  verbreiteten  Lehrbüchern  bedauert. 

Wir  haben  daher  versucht,  unter  den  einfachsten  Bedingungen 
den  causalen  Zusammenhang  zwischen  künstlicher  Athmung  und  Blut- 
druck aufzuklaren. 

Dem  Einen  von  uns  steht  ein  grosses  Cutvenmaterial  zu  Gebote 
aus  zahlreichen  früheren  Versuchen,  welche  Nicolaides  und  J.  Sander 
über  den  Kinfluss  von  Heizungen  der  Gefässnerven  auf  den  Blutdruck 
angestellt  hatten.  Nach  den  oben  erwähnten  Anschauungen  von 
Schiit,  S.  Mayer,  Fredericu  und  deren  Mitarbeitern  sollte  Erregung 
des  Gefassnervencenlrum  in  der  Medulla  oblongala  die  respiratori- 
schen Blutdruckschwankungen  modificiren  resp.  in  maximaler  Höhe 
aufheben.  —  Wir  fanden  aber,  dass  auch  nach  Abtrennung  der  Vagi 
(also  bei  ziemlich  conslanter  Pulsfrequenz)  bei  Hunden,  Kaninchen 
und  Katzen  keine  feste  Beziehung  zwischen  Höhe  der  circulatorischen 
Athemwellcn  und  der  Grösse  des  mittleren  Blutdruckes  besteht.  Bei- 
folgende Curvcnbeispicle  zeigen,  wie  mannichfaltige.  Modificationen 
unter  solchen  Umstünden  auftreten.    Die  künstliche  Athmung  wurde 


Digitized  by  Google 


I 


424  G.  Henrichs  rso  H.  Kiosecsb»,  !» 

in  jeder  Hinsicht  gleichartig  gehalten,  indem  ein  Wassergebläse  mit 
constantem  ^beliebigem)  Drucke  (gewöhnlich  30  —  40  cm  Hg)  die 
Athmungsluft  in  genau  gleichmüssig  gehaltenen  Intervallen  der  Trachea 
des  Versuchstieres  zuführte :  derart,  dass  der  mittlere  Blutdruck  eioe 
Stunde  und  länger  gleich  erhalten  werden  konnte.  Dennoch  ändertet) 
sich  oft  die  circulatorischen  Athemwellen,  wenn  der  Mitteldruck  durch 
Gefässinnervalion  alterirt  wurde. 

Häufig  wurden  die  Resp.-Wellen  höher,  wenn  der  Blutdruck 
stieg.  Als  ein  Beispiel  diene  das  auf  Tab.  I,  Fig.  I  facsimilirte 
Curvenslück 

Oft  wurden  die  Schwankungen  um  so  beträchtlicher,  je  stärker 
der  Mitteldruck  wuchs. 

In  manchen  Fällen  erschienen  bei  geringer  Druckhebung  be- 
trächtliche Wellen  Figg.  2  u.  8;  in  anderen  Fällen  wieder  trotz  be- 
deutender Hebung  nur  geringe  Wellen  Fig.  3. 

In  noch  anderen  Versuchen  änderten  sich  die  Wellen  gar  nicht, 
wahrend  der  Blutdruck  stieg  und  sank. 

Dagegen  kam  es  auch  nicht  selten  vor,  dass  die  Respirations- 
wellen  klein  oder  unmerklich  waren  bei  hohem  Blutdrucke,  dagegen 
hoch  wurden,  während  der  Blutdruck  sank,  Figg.  4  u.  5. 

Zuweilen  blieben  bei  liefern  wie  bei  hohem  Blutdrucke  die 
respiratorischen  Schwankungen  unmerklich:  Fig.  7,  oder  traten  un- 
regelmässig wechselnd  auf:  Fig.  6. 

Endlich  konnte  man  auch  beobachten,  dass  im  einen  oder  an- 
deren Falle  die  Wellen  einen  anderen  Rhythmus  einhielten  als  die 
Athmuug.    Figg.  6  u.  7  (am  Ende) ,  Figg.  9,  10  u.U. 

Bei  alledem  erschien  es  ganz  gleichgültig,  ob  der  Blutdruck 
durch  Elektrisiren  der  Medulla  obl.,  des  Rückenmarks  oder  der  Splanch- 
nici  gesteigert  worden  Fig.  8,  ob  die  Steigerung  durch  Strychnin 
oder  Asphyxie  hervorgebracht  worden.    Figg.  4  u.  5. 

Auffällig  war  es,  dass  durch  manche  chemische  Agenticn,  be- 
sonders durch  kohlensaures  Natron,  welches  in  das  Arteriensyslem 
gelangte,  tiefe  und  frequente  Thaubk'scIic  Wellen  hervorgerufen  werden 


1)  In  allen  hier  illusirirten  Fällen  waren  die  Versuchstiere  (durch  Morphium) 
aniisthesirl  und  (durch  Curare)  paralysirl.  Die  wissenswerthen  Eingriffe  sind  unler 
den  Curvenbcispielcn  nolirl. 
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konnten.  Wahrend  derselben  war  dann  oft  die  künstliche  Athmung 
gar  nicht  merklich,  selbst  nicht,  wenn  wir  dieselbe  unter  hohem 
Drucke  wirken  Messen.    Figg.  9,  10  u.  11 . 

Es  geschah  dann  wohl  auch,  dass  zeitweilig  die  Athmung  zur 
Geltung  kam,  zeitweilig  wieder  unmerklich  wurde.  In  einigen  Füllen 
bemerkten  wir  sogar  vorübergehend  einen  sonderbar  regelmassigen 
Rhythmus  in  der  Wellenfolge  derart,  dass  eine  Athmung  wenig  wirk- 
sam war,  die  nächste  wirksamer  und  so  fort.    Fig.  1  I . 

Vergeblich  versuchten  wir  auf  nervösem  und  auf  mechanischen» 
Wege  den  Lungenkreislauf  zu  beeinflussen  und  hierdurch  die  Wellen 
zu  modificiren  (Fig.  16).  Vergeblich  durchtrennten  wir  die  Phrenici 
und  Vagi  (Fig.  5)  und  verschlossen  die  Bauchaorta,  vergeblich  auch 
durchtrennten  wir  das  Zwerchfell. 

Als  wir  aber  die  Bauchhöhle  mit  Flüssigkeit  anfüllten,  sahen 
wir  zu  wiederholten  Malen  die  Athmungswellen  verschwinden.  Das 
Gleiche  geschah,  wenn  wir  die  Vena  cava  inf.  comprimirten,  wahrend 
bei  Compression  der  Aorta  abd.  die  Athemwellen  mit  dem  Drucke 
wuchsen  (Fig.  20),  bei  Verschluss  der  Vena  portarum  nur  mit  dem 
M itteldruck  die  Wellen  auch  niedrig  wurden. 

Da  nun  Dr.  Haslam  im  hiesigen  physiologischen  Institute  gefunden 
hatte,  dass  ein  ganz  geringer  intraperikardialer  Druck  (8 — 1 0  cm  Wasser) 
genügt,  um  den  arteriellen  Blutdruck  zum  Verschwinden  zu  bringen 
und  dass  2cm  Wasserdruck,  unter  welchem  die  Hcr/.beutelhöhle  ge- 
füllt wurde,  den  Blutdruck  in  der  Carotis  schon  merklich  mindern,  so 
lenkten  wir  unsere  Aufmerksamkeit  auf  den  Druck,  der  von  den 
Lungen  das  Herz  trifft. 

Wir  öffneten,  wie  Viele  vor  uns  gelhan,  den  Brustkasten,  und 
wir  bemerkten  im  Gegensatz  zu  Vielen,  dass  die  Athemwellen  danach 
oft  merklich  kleiner  wurden  (Fig.  15).  Wenn  wir  den  Thorax  zu- 
hielten, wurden  die  Oscillationen  wieder  grösser;  wenn  wir  die 
Lungen  vom  Herzen  möglichst  zurückzuhalten  versuchten,  wurden  die 
Wellen  ebenfalls  kleiner;  wenn  wir  das  Herz  auf  dem  gespaltenen 
Perikard  zur  Oeflnung  des  Brustkastens  emporhoben,  wurden  die 
Schwankungen  desto  kleiner,  je  weniger  die  aufgeblasenen  Lungen 
das  Herz  oder  die  einmündenden  Venenstümme  erreichten,  und  ver- 
schwanden zuweilen  fast  völlig,  ohne  dass  der  mittlere  Druck  sehr 
litt.    Figg.  12,  13  u.  14. 
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Deutlicher  als  diese  Analyse  spraeh  die  Synthese.  Jeder  leichte 
Druck  auf  das  Herz  störte  sogleich  die  Forin  der  Alheimvellen, 
Figg.  15  u.  16.  Endlich  machten  wir  den  Versuch,  die 
Athmungsluft  direct  durch  den  Herzbeutel  zu  treiben,  an- 
statt in  die  Lungen.  Wir  banden  in  die  Spitze  des  Herzbeutels 
eine  »Perfusionscanüle«,  welche  sonst  zur  DurchspUlung  der  Frosch- 
herzkammer diente,  und  brachten  das  eine  der  freien  Gabelenden 
des  T-förmigen  Doppelröhrchcns  in  Verbindung  mit  dem  Athmungs- 
apparate,  wahrend  auf  das  andere  Gabelende  ein  Kautschukschlauch 
gesteckt  war,  der  durch  eine  Schraubenschlauchklemme  beliebig  ver- 
engt werden  konnte.  Die  rhythmisch  eingeblasene  Luft  konnte  man 
so  unter  grossem  oder  kleinem  Widerstande  entweichen  lassen.  Das 
diastolisch  sich  erweiternde  Herz  trieb  die  Luft,  während  die  Ein- 
blasung unterbrochen  wurde,  aus  dem  Herzbeutel.  So  entstanden 
ausnehmend  starke  Blutdruckschwankungen,  ganz  analog  den  Schwan- 
kungen, welche  wir  erhielten,  wenn  wir  die  Lunge  aufbliesen.  Fig.  17. 

Wir  combinirten  nunmehr  Lungenathmung  mit  perikardialer  Ein- 
blasung und  erhielten  einfache  Wellenzüge.  Immer  aber  war  An- 
blasen des  Herzens  wirksamer,  wenn  es  direct  erfolgte,  als  vermittelst 
der  Zwischengeschäften  Lungenwünde.  Daneben  zeigte  sich,  dass 
dieses  Luftdrücken  für  die  Erhallung  der  Herzkraft  sehr  günstig  war. 
Figg.  17  u.  18.  Die  rhythmischen  Drucke  wirkten  wie  Massage, 
welche  ja  von  Bueiim  zur  Belebung  des  asphyktischen.  Herzens  em- 
pfohlen ist. 

Welcher  Art  der  Einfluss  des  Druckes  ist,  darüber  kann  man 
nicht  mehr  im  Zweifel  sein. 

Jede  Behinderung  der  Herzdiastole  erniedrigt  den  Blutdruck. 
Sobald  also  die  Inspiration  der  Lunge  einen  solchen  Grad  erreicht 
hat,  dass  das  Herz  bedriingt  wird,  so  werden  die  Diastolen  beein- 
trächtigt und  damit  sinkt  die  Spannung  im  Aorlensysteme.  Fig.  19. 
Sobald  die  Luft  aus  den  Lungen  entweichen  kann  und  dieselben  zu- 
sammenfallen, wird  das  Herz  mehr  gefüllt  und  der  arterielle  Druck 
steigt,  da  sich  ja,  wie  Ludwig  und  seine  Schüler  gezeigt  haben,  das 
normale  Herz  mit  joder  Systole  vollkommen  entleert.. 

Sobald  also  die  künstlicho  Athmung  (bei  offener  Trachea)  unter- 
brochen wird,  steigt  der  Blutdruck;  sobald  die  Athmung  (natürlich 
mit  Iuspiration)  beginnt,  sinkt  der  arterielle  Druck.    Figg.  21  u.  22. 
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Woher  kommen  aber  die  oben  erwähnten  seltsamen  Modifica- 
lionen  unter  gleichen  Druckbedingungen  in  der  Brusthöhle? 

In  erster  Linie  sind  es  arterielle  (vermuthlich  peripher  verursaclite) 
Gefasskrilmpfe,  welche  durch  wechselnde  Widerslande  die  Druck- 
wellen verunstalten,  sodann  aber  hat  sicherlich  auch  das  Herz  unter 
wechselnder  Dehnbarkeil  zu  leiden.  Auch  dieses  kann  unter  nervösen 
Einflüssen  geschehen,  wie  dies  ja  N.  Baxt  in  Ludwig 's  Institut  bei 
Aceelerans-Keizung  beobachtet  hat.  Die  Veränderungen  der  Wider- 
stünde in  der  Lunge  spielen  aber  wohl  nur  eine  kleine  Holle  bei 
den  Bliitdruckschwankungen  in  den»  Aortensysteme.  Verschluss  oder 
OelTnung  einer  l'ulmonalis  becinflusst  ja,  wie  schon  Liciithkim  ge- 
zeigt hat,  den  Bildlauf  nur  unmerklich. 

So  haben  uns  also  die  Gesichtspunkte,  welche  durch  C.  Liiiwig 
schon  Gehau  und  Kinhrodt  geboten  wurden,  einen  Schrill  naher  ge- 
führt zum  Verstiindniss  der  circulatorischen  Alhemfunctionen. 

Die  regelmässige  Alhmung  bewirkt  eine  heilvolle  Massage  des 
Herzens. 


Verzeichniss  der  Arbeiten  Aber  den  Einflnss  der  Respiration»- 
bewegungen  auf  den  Blutlauf  im  Aortensysteme. 
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I.  Topographische  Einleitung. 


Am  Ras  Muhammed1),  dem  südlichen  Ende  der  Sinaihalbinsel, 
vereinigen  sich  drei  langgestreckte  Meercsarme,  welche  sich  durch 
die  Gestallung  ihres  Bodens  auffallig  von  einander  unterscheiden. 

Wenn  man  auch  den  Meerbusen  von  Sües  und  den  von  Akabäh 
als  nördliche  Arme  des  eigentlichen  Rothen  Meeres  zu  betrachten 
gewohnt  ist,  so  bietet  doch  jeder  derselben  so  viel  Eigentümliches, 
ilass  man  eine  topographische  Individualität  jedes  einzelnen  dieser 
Mecrestheile  feststellen  kann.  Die  englischen  Admiralitatskarten  The 
Red  Sea  (in  five  shects)  8*,  Gulf  of  Suez  757  und  Strait  of  Jubal 
2838  sind  unter  Leitung  von  Capt.  Narks,  dem  technischen  Führer 
der  Ghallengerexpedition,  aufgenommen  worden  und  dieser  Name  bUrgl 
für  die  wissenschaftliche  Genauigkeit  des  topographischen  Reliefs  und 
der  Rilfgrenzen. 

Lüngs  der  Küsten  des  eigentlichen  Rothen  Meeres  zieht  sich 
beiderseits  eine  wohlausgepragte  »Küstenstufe«,  eine  Zone  flachen 
Wassers,  besetzt  mit  jenen  unzähligen  Koralleninseln  und  Rillen,  welche 
dieses  Meer  so  gePdhrlich  machen.  Ausserhalb  der  Korallenriffzone 
sinkt  der  Meeresspiegel  ziemlich  rasch  zu  Tiefen  von  iOO  bis  700 
englischen  Faden.  Abgesehen  von  einzelnen,  theils  vulkanischen 
(Gcbcl  Tejir,  G.  Zebajir),  theils  mit  Korallenriffen  bedeckten  kegel- 
förmigen Inseln  {The  Brothers,  Daedalus),  welche  aus  der  erythrlii- 
schen  Rinne  emportauchen,  zeigt  die  Mittelzone  des  südlichen  Rothen 
Meeres  sehr  gleichmassige  Tiefen. 

I)  Alle  arabischen  Eigennamen  wurden  phonetisch  wiedergegeben  und  zwar  so, 
wie  ich  sie  nach  der  Aussprache  der  Eins^nebcduinen  niederschrieb.  Ein  *  über  einem 
Vokal  he  deutet  langen  Ton,  ein  '  kurzen  Ton. 

34* 
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Der  korallenreiche  Küstensaum  fohlt  dorn  Golf  von  Akabah 
vollständig.  Nur  im  Osten  dos  RAs  Muhammed  linden  sich  schmale 
Schinnritle  an  den  steilen  Abhängen  der  Velsen ;  und  aus  der  jün- 
geren Tertiärzeit  sind  dort  etwas  ausgedehntere  Rille  zu  beobachten. 
Im  inneren  Golf  finden  sich  am  Ausgang  des  Uadi  Nash  und  an  der 
.Mündung  des  U.  Ghasaleh  kleine  Korallenansiedclungen  (auf  der  Karte 
durch  ++  bezeiohncl).  Direet  an  der  Küste  sind  überall  Tiefen  von 
f>0 — lüO  Faden  gehüliel  (dorrunkt  über  den  Zahlen  bedeutet,  tlass 
in  dieser  Tiefe  der  Grund  nicht  erreicht  winde).  Am  Eingang  der 
Strasse  von  Titan  ist  der  Grund  in  59 i  Faden  erreicht.  Somit  stellt 
sich  uns  der  .Meerbusen  von  Akabah  als  eine  schmale  tiefe  Rinne 
dar,  mit  rillarmen,  steil  abstürzenden  Rändern. 

Wenden  wir  uns  jetzt  dem  Meerbusen  von  Sües  zu.  der 
am  sorgfältigsten  durchlothol  ist,  dessen  Hodengestallung  unzählige 
Lothungen  bis  in  alle  Einzelheiten  verfolgen  lassen,  so  ist  in  erster 
Linie  die  Thatsache  bezeichnend,  dass  seine  grösste  Tiefe  nicht  mehr  als 
Iii  Faden  betragt  und  dass  M't  Faden  als  nurchsehniltstiefe  belrachlel 
worden  kann ;  zweitens  dass  an  seinem  südlichen  Ausgang,  der  Strasse 
\on  Djübal,  2i»  Faden  und  200  —  iCO  Faden  nebeneinander  gelolbel 
werden,  dass  also  der  ibergang  in  die  liefe  centrale  Rinne  dos 
Rothen  Meeres  in  unvermittelter  Weise  erfolgt.  Nilehst  diesem  topo- 
graphischen Charakter  des  Meerbusen  von  Sües  ist  aber  auch  die 
Verlheilung  seiner  KorallcnriH'e  eine:  überaus  seltsame:  abgesehen 
von  dem  schmalen  SaumrilV  an  den  Küsten  und  von  den  isolirten 
kleinen  Korallenansiedelungen  bei  Sües.  linden  sich  Korallenriffe  nur 
in  seiner  südlichen  Hälfte.  Diese  Rille  sind  in  deutlich  parallelen 
/.Mgen  ang"oiiln''l  ihm!  bei  Djrih;il  brechen  sie  ebenso  rasch  und  tu» 
\  «•rmilt.lt    ah.  der   t1;t«  l»>-i<-    \| .  •»  •  r.  ■>  f     I  *  *ri    in    •  f  i  *  -  gpu>eit  Tiefen 

übergeht. 

Mine  ...  .elt.nme  V.-rtlieihnii:  der  K.n  all-  nrill.'  in  den  drei  .Meere.- 

armen,   welche  die  Sinaihalbinsel   umspulen,   ka  icht  als  zufällig 

belrachlot  werden.  Ks  müssen  bestimmte  Ursachen  sein,  welche  ein 
sii  verschiedenes  Verhallen  bedingen. 

Die  Frage  nach  den  Irsachen  der  Rildung  von  Korallcnn  Ifen 
gehört  seit  vielen  Jahrzehnten  zu  den  Lieblingsproblemen  der  Natur- 
forscher. Von  Monconny  an,  welcher  im  Jahre  I  (>;)(>  über  die  Korallen 
dos  Rothen  Meeres  berichtete,  haben  Thomas  Shaw,  Forskal,  Savicmv. 
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Markow,  Forster,  Fi.ini>i:rs,  v.  Ciiamisso,  Qtov  und  Gaimar»,  Kiirenherg 
und  Hemi'RIcht,  Darwin,  Dana,  Semper,  v.  Pourtai.ks,  Agassiz,  Kliinzinuer, 
Fraas,  IIaeckel,  v.  Hichtiiokf.n,  Mvrray,  Stlder,  y.  Dräsche,  Rkin,  Keller, 
Krlkrmieiig,  Gim  und  Andere  lebende  Korallen  und  Korallenriffe,  studirl 
und  ihre  Anschauung  über  die  Bildung  der  letzteren  in  wichtigen  und 
bedeutenden  Werken  niedergelegt.  Ihre  Untersuchungen  haben  (»ine 
Külle  des  Interessanten  gefordert  und  lebhafte  Diseussionen  angeregt. 
Die  biologischen  Verhältnisse  des  Korallenlebens  ebenso  wie  «Iii;  Fauna 
der  korallophilen  Thiere  sind  gut  untersucht,  und  es  dürfte  auf  «lie- 
sein Gebiet  keine  wesentliche  Vennehrung  unserer  Krkenntniss  zu 
erwarten  sein.  Auch  über  die  Füllmasse  zwischen  den  lebenden 
Korallenstocken  liegen  Beobachtungen  vor. 

Aber  die  Fragen  nach  der  Mächtigkeit  der  Korallenriffe 
und  nach  der  physikalischen  Beschaffenheit  des  Unter- 
grundes, auf  dem  Korallenriffe  gedeihen,  sind  trotz  mancher  Versuche 
noch  nicht  vollkommen  gelöst  worden,  obgleich  gerade  diese  Fragen 
ein  ganz  hervorragendes  geologisches  und  biologisches  Interesse  be- 
sitzen. Wenn  altere  Gelehrte  die  Atolle  der  Südsee  als  2000  m 
mächtige  Kalkstöcke  betrachteten,  oder  Neuere  dieselben  für  unler- 
meerische  Bergkuppen  halten,  die  nur  einen  dünnen  Überzug  von 
Korallcnkalk  tragen,  so  sind  beide  Urlheile  doch  meistens  hypothe- 
tisch gewesen,  und  dies  umsomehr,  wenn  sie  von  theoretischen  An- 
schauungen über  die  Bewegungen  des  Meeresgrundes  bedingt  und 
abgeleitet  wurden').  Es  könnte  fast  scheinen,  als  ob  jene  wichtigen 
Fragen  auf  dem  mehrfach  eingeschlagenen  Wege,  durch  Studium  des 
topographischen  Reliefs,  überhaupt  nicht  mit  Sicherheit  zu  entscheiden 
würen. 

Das  Wesen  und  die  Ursachen  des  Vulkanismus  blieben  riithsel- 
haft,  so  lange  man  damit  genug  gelhan  zu  haben  glaubte,  dass  man 
möglichst   viele  Aschenkegel  erstieg  und   ihre   dampfenden  Kralere 

I)  Für  die  Beurlheilung  von  Darwin  s  Kiinheorie  ist  ein  Salz  in  seiner  kürzlich 
erschienenen  Selbstbiographie  (Leben  und  Briefe  von  Ciivri.es  Darwin  von  F.  Darwin, 
übersetzt  von  V.  Card*.  1887.  Bd.  Ii  lehrreich,  wo  es  über  die  •  Korallcnrille«  auf 
Seite  63  heisst :  »Kein  anderes  meiner  Bücher  ist  in  einem  so  planmässig  dcducli\en 
Sinne  angefangen  worden ;  denn  ich  hatte  mir  die  ganze  Theorie  schon  an  der  West- 
Lüste  von  Südamerika  ausgedacht,  noch  ehe  ich  ein  echtes  Korallenriff  gesehen  hatte. 
Ich  halte  daher  meine  Ansichten  nur  durch  eine  sorgfältige  Untersuchung  lebender 
Rille  zu  verificiren  und  auszudehnen.« 
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untersuchte.  Erst  von  dem  Zeitpunkt  an,  wo  man  den  Vulkan  im 
lektonischen  Zusammenhang  der  umgebenden  Gebirge  betrachtete, 
sind  wir  etwas  tiefer  eingedrungen  in  die  Erkenntnis«  von  Ursache 
und  Wirkung.  Und  nach  meiner  Überzeugung  ist  dieses  auch  der 
einzige  Weg,  um  die  Bildung  der  Korallenriffe  zu  ergründen.  Die 
Untersuchung  der  Oberfläche  des  Riffes  muss  Hand  in  Hand  gehen 
mildem  tektoiüschen  Studium  der  Küslengebirgc.  Nur  indem  man 
ein  Korallenriff  als  tektonisches  Glied  des  benachbarten 
Küstengebirgssyslems  betrachtet,  kann  man  ein  Urlhcil 
abgeben  über  die  Ursachen  seiner  Entstehung. 

Diesen  Weg  habe  ich  in  der  vorliegenden  Arbeit  einzuschlagen 
versucht,  welche  allerdings  nur  ein  kleines  Korallengebiet  behandelt. 
Allein  die  genaue  und  sorgfältige  Untersuchung  eiues  kleinen  Mecrcs- 
llieiles  verspricht  sicherere  Resultate,  als  die  cursorische  Behandlung 
eines  Archipels. 

Fünf  Fragen  hatte  ich  mir  als  Probleme  gestellt: 

1.  Welche  Mächtigkeit  besitzen  die  Riffe? 

2.  Wie  ist  der  Untergrund  beschaffen? 

3.  Welche  Rolle  spielt  das  detritogene  Fiillmaterial  auf  dem  Riff? 

4.  Welche  Veränderungen  haben  die  Riffsedimenle  erlitten,  wenn 
sie  endgültig  vom  Wasser  entblöst  wurden? 

ö.  Welche  Veränderung  hat  Form  und  Verbreitung  der  Riffe  im 
Laufe  der  geologischen  Geschichte  erlitten? 

Meine  daraufhin  an  den  Küsten  des  nördlichen  Rothen  Meeres 
(von  Februar  bis  Mai  1887)  angestellten  Untersuchungen  enthüll 
vorliegende  Arbeit.  Beobachtungen,  welche  in  keinem  inneren  und 
wesentlichen  Zusammenhang  mit  den  Riffproblemen  stehen,  habe  ich 
dieser  Arbeit  nichl  eingefügt;  so  die  Gliederung  reiu  stralographischcr 
Profile,  die  Listen  der  darin  gefundenen  Versteinerungen  und  sonstige 
Einzelheiten.  Ich  werde  Gelegenheit  finden,  diese  Thatsachen  in 
einem  anderen  Zusammenhang  später  zu  veröffentlichen. 

Der  Königlichen  Sachsischen  Gesellschaft  der  Wissenschaften  zu 
Leipzig  aber,  welche  durch  die  Verleihung  eines  Theils  des  Härtel- 
schen  Legates  einen  länger  vorbereiteten  Reiseplan  zum  Entschlüsse 
machte,  und  deren  hohe  Munificenz  die  reiche  illustrative  Ausstat- 
tung der  vorliegenden  Arbeit  ermöglichte,  statte  ich  auch  an  dieser 
Stelle  meinen  ehrfurchtsvollen  Dank  ab. 
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II.  Der  geologische  Ban  der  westlichen  Sinaihalbinsel. 

Eine  Reihe  von  Ausflügen  in  die  nahe  und  weitere  Umgebung  von 
Kairo  halle  mich  gelehrt,  dass  tektonische  Störungen  in  den  ägyptischen 
Wüsten  eine  grössere  Rolle  spielen,  als  man  nach  den  Berichten 
anderer  Reisender  anzunehmen  geneigt  war.  Ich  war  daher  nicht 
überrascht,  in  dem  wechselnden  Fallen  und  Streichen  der  Schichten, 
welche  die  Felsengebirge  der  Tyhwüste  östlich  von  Sües  aufbauen, 
die  Spuren  mannigfaltiger  Störungen  zu  finden.  Besonders  Gcbel 
Sidr,  den  ich  am  zweiten  Tag  meiner  Kamelreise,  durch  die  durch- 
sichtige Wüstenluft  in  der  Ferne  sah,  erinnerte  mich  lebhaft  an  die 
Aufbrüche  westlich  von  Abu  Röasch  am  Rand  der  libyschen  Wüste1). 
Der  Wunsch,  jene  Gebiete  zu  studiren,  war  um  so  grösser,  als  mein 
Reiseweg  zwischen  Meeresküste  und  Gebirge  mir  in  den  ersten  Tagen 
keine  Fossilien  in  dem  anstehenden  Gestein  der  kleinen  Hügel  zeigte. 
Die  groben  Gerolle  aber,  welche  in  den  trockenen  Rinnsalen  des 
l'Adi  Sidr,  U.  WerdAn,  Ii.  el  AmAra  und  ü.  Gharändcl  lagen,  Hessen  auf 
einen  sehr  mannigfaltigen  Bau  des  Tyhgebirges  schliessen :  Granit, 
Sandstein,  Alabaster,  Kalkblöcke  mit  AcUieonella,  Ncrinca,  Hippurites 
organisans,  Ostrea,  Pecten,  Exogyra,  selbst  Ammonitenfragmenle,  so- 
dann Nummulitengesteinc  waren  darin  verstreut  und  manche  Formen 
zeigten  bei  näherer  Betrachtung  eine  grosse  Ähnlichkeit  mit  der  Kreide- 
fauna von  Abü  Röasch. 

Am  Gebel  IlammAm  Pharaitn  verlüsst  der  Karavunenweg  die 
Küste,  um  dieselbe  erst  bei  Abü  Senlme  wieder  zu  erreichen.  Hell- 
gelbe versleinerungsarmc  Kalkschichten  bilden  die  Gebirge.  An  den 
nördlichen  und  östlichen  Abhängen  des  G.  HammAm  Pharaün  sind 
alle  Felsen  mit  einer  gebräunten  Rinde  von  thonreichem  Gyps  über- 
zogen, welche  als  1  m  dicke  Schale  die  Slruclur  der  Berge  und 
die  Lagerung  der  Schichten  verhüllt.  Da  am  Fuss  des  genannten 
Berges  55°  R.  warme  Quellen  entspringen,  welche  nach  Risseggeh's 
Analyse  Schwefelsäure  enthalten,  so  ist  jene  Vergypsung  der  Felsen 
leichtverständlich,  umsomehr  als  ähnliche  Gypslager  an  den  Schwefel- 
quellen von  el  UAdi  bei  Tor  beobachtet  wurden. 

I)  VjjjI.  J.  Waith  kr,  L'.ipp.irilion  «Ic  h  craie  ;m\  environ.«  Jos  Pyramide*.  Rull. 
Insl.  Kfsypl.   !.<•  Ciirn  1887. 
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Durch  UAdi  Täyibc  erreicht  der  Weg  wieder  die  Küste  und 
zieht  sich  daselbst  entlang  bis  Ras  Ahn  Senhne.  Blendendweisse 
Kalkwände  mit  jenen  erkerartigen  Erosionsformen,  wie  sie  auf  den 
Abbildungen  der  nordainerikanischen  Canons  so  charakteristisch  er- 
scheinen, bilden  das  Ufer  und  heben  sich  lebhaft  von  dem  dunkel- 
blauen Himmel  und  dem  noch  dunkleren  Meere  ab.  Die  Aquarell- 
Tafel  II  stellt  die  besprochene  Gegend  dar;  aufgenommen  nach  einem 
Sturm  am  21.  April.  Im  Hintergrund  die  gegen  400  m  hohe  Steil- 
wand des  G.  el  Nochel,  dessen  fossilleere  Schichten  meerwürls  ein- 
tauchen. (Sie  treten  so  nahe  an  das  Meer  heran,  dass  die  Kamele 
durch  7?  ni  tiefes  Wasser  gehen  müssen.)    Hechts  erscheint  im  Hinter- 
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Fig.  I.   Ge bei  March*. 

I.  Granit  mit  Eruptivgängen,  i.  Nubischer  Sandstein.  3.  Kalk  u.  Mergel.  *.  Sand  u.  C.erolle. 

5.  Quelle  March*. 

gründe  die  rothe  Granilwand  des  G.  MarchA.  Vorn  in  der  Bucht 
von  Abu  Senhne  ankert  das  Segelboot,  auf  dem  ich  fünf  Tage  lang 
kreuzte.  Am  Strand  liegen  ausgeworfene  Tangmassen,  in  denen  viele 
Kchinodermen  gefunden  wurden. 

Hat  man  den  G.  el  Nochel  passirt,  dann  öffnet  sich  eine  Ebene 
von  10  km  Breite  und  2">  km  Langenerstreckung.  Dunkle  kristal- 
linische Blöcke  bedecken  den  Boden,  und  die  schwarzrothen  Granit- 
wtlnde  des  Göbel  MarchA  stechen  lebhaft  ab  von  den  weissen  Kreide- 
felsen ihrer  Umgebung.  Rüthliche  Gitnge  schwärmen  durch  den  Granit 
und  die  Gerolle  in  der  Ebene  lassen  erkennen,  wie  mannigfaltig  die  Zu- 
sammensclzung  der  Ganggesteine  sein  muss.  Nirgends  lasst  sich 
einer  dieser  Glinge  in  die  an-  und  aufgelagerten  Schichten  verfolgen; 
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schart'  und  unvermittelt  liegen  horizontale  (oder  vertieale)  Sediment- 
schichten  um  die  kristallinische  Masse.  Hier  treten  die  kristallini- 
schen Gesteine  zum  ersten  Male  auf,  und  zwar  in  so  imponirender 
Mächtigkeit  und  Ausdehnung,  dass  das  ganze  landschaftliche  Bild 
verändert  wird.  Wenn  man  nach  einer  geologisch  begründeten  Tren- 
nung von  Tyhgehirge  im  Norden  und  Sinaigebirge  im  Süden  suchen 
will,  so  muss  die  Thcilungslinie  in  21)°  n.  Hr.  durch  Ras  Abu  Senlme 
gelegt  werden. 

Die  beiden  Zeichnungen  I  und  2  bringen  die  nordöstliche  Be- 
grenzung der  Ebene  von  MarchA  zur  Darstellung.  Links  (Fig.  I  i 
sind  steile  weisse  Kalkwände  der  Kreideformation,  im  Hintergrund 
fast  horizontal  gelagert,  am  Fuss  der  Gebirge  aber  seltsam  dislocirt. 


Fig.  2.   Hingang  in  das  Odi  Schellftl. 
I.  tironil.    i.  Nubisdicr  Sandstein.    8.  Knlk. 


Halbkreisförmige  Schichten  liegen  mantelförmig  umeinander,  theilweisc 
mit  seiger  stehenden  Banken.  Die  brackische  WasscrpfUlzc  oder 
»Quelle«  Ayln  MarchA  befindet  sich  am  Fuss  senkrecht  stehender 
Mergelschichten,  welche  eine  ziemlich  reiche  Kreidefauna  enthalten. 
Die»  hangenden  Schichten  bergen  viele  gebräunte  Grypbaea  vesicularis. 
Am  Fasse  der  unersteiglichen  Granitwünde  linden  sich  zwei  kleine 
Dislocationsreste  von  weissem  Kalk.  (Fig.  I  u.  2.)  Dass  die  weissen 
Kalke  nicht  infolge  von  SedimentationsvorgJtngen,  sondern  durch  nach- 
trägliche Dislocation  an  die  GranitwUnde  angelagert  wurden,  erhellt 
am  besten  aus  Fig.  2,  welche  den  Eingang  ins  liAdi  SchellAI  dar- 
stellt. Hier  schmiegen  sich  die  weissen  Kalke  in  steilen  Faltungen 
an  die  Granitmasse  an,  um  nach  rechts  neue,  andere  Disloeationon 
zu  zeigen. 
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In  auffallendem  Gegensalz  zu  den  schwarzrolhen  Granitwanden 
und  den  weissen  dislocirten  Kreideschichlen  wirken  horizontale  feucr- 
rolhe,  gelbe  und  braune  Schichten,  welche  in  Denudationsrcsien  auf 
den  Granit  hinübergreifen  und  die  Granitvvündc  krönen.  Dass  diese 
Schichten  aus  Sandsteinen  bestehen,  das  lehren  die  Bruchstücke  sol- 
chen Gesteins  in  den  Hinnsalcn  der  Ebene.  Die  scharfe  Grenze 
zwischen  Granit  und  Sandslein,  welche  alle  Glinge  im  Granit  ab- 
schneidet und  ohne  Unterbrechung  sich  geradlinig  verfolgen  liissl, 
darf  als  eine  Denudationsfluche  angesprochen  werden. 

Heim  Mini  ritt  ins  UAdi  SchellAI  liisst  sich  eine  weitere  Eigen- 
tümlichkeit in  der  Lagerung  dieser  Sandsteine  beobachten,  welche  im 
Hintergründe  der  Fig.  2  zu  erkennen  ist.  Die  Sandsteinschichten  treten 
nämlich,  trotz  ungestörter  horizontaler  Lagerung,  in  verschiedenem 
Niveau  auf.  Beobachtungen  im  UAdi  SchellAI  lehrten,  dass  diese 
Niveauverschiedenheit  eine  durch  Verwerfungen  nachtraglich  verur- 
sachte sei. 

Leider  hatte  ich  vor  Antritt  meiner  Reise  das  inhaltsreiche  Werk 
von  Hill1)  Uber  die  Geologie  von  Palästina  und  Sinaihalbinsel  nicht 
sludiren  können.  Umsomchr  freut  es  mich,  dass  ich  jetzt  bei  der 
Ausarbeitung  meiner  Beobachtungen  finde,  wie  sehr  meine  Auffassung 
der  Schichlenfolge  mit  der  des  genannten  Gelehrten  übereinstimmt. 
Nach  Hills  Karte  zieht  sich  ein  Streifen  des  carbonischen  Kalksleines 
vom  L'adi  Nasb  bis  gegen  Gebel  Martha  quer  durch  die  Sinaihalb- 
inscl.  Es  scheint,  dass  diese  Kalksteinablagerung,  welche  die  Sand- 
slcinmassen  der  Sinaihalbinsel  in  zwei  Theilc  trennt,  in  einem  Profil, 
das  ich  im  UAdi  SchellAI  aufnahm,  noch  auftritt,  Ich  beobachtete 
dort  im  Sandstein  eine  Kalksteinbank  mit  vielen  Oinoidensticlgliedern 
und  einigen  Resten  von  Fislulipora  (Chaetetcs  radians?)  und  Zaphrcn- 
tis.  (Nach  Bestimmungen,  die  ich  der  Güte  meines  Freundes  Dr. 
Frech  iu  Halle  verdanke.) 

Durch  die  beobachteten  Thalsachen  wurde  mir  das  Problem 
nahe  gelegt,  ob  nicht  auch  das  eigentliche  Sinaigebirge  eine  Decke 
von  Sandslein,  Kreide  und  Nummulitcnkalk  getragen  habe,  und  ob 
die  von  Fraas  ausgesprochene  Ansicht  über  die  Geschichte  der  Sinai- 
halbinsel richtig  sei.    Auf  Seite  7  seines  bekannten  Buches-)  sagt 

I)  The  Survey  of  Wcslcrn  Takstine.   Dublin  I88fi. 
i)  Aus  .lern  Orionl.  Stnll|;nrl  IMG". 
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der  Autor:  »Nichts  ist  augenscheinlicher  auf  dem  Wege  vom  Meere 
(bei  Tor)  zum  sinailischen  Gebirge,  als  dass  alle  und  jede  Zwischen- 
formalion  zwischen  den  jüngsten  Meeresgebilden  am  Ufer  und  dem 
ältesten  kristallinischen  Gebirge,  das  von  der  Meeresflache  bis  zu 
den  höchsten  Gipfeln  sich  erhebt,  absolut  fehlt,  und  zu  allen  Zeilen 

auch  gefehlt  hat   Nie  seil  den  Zeilen  ihrer  Bildung  haben 

diese  kristallinischen  Massen  irgend  eine  geologische  Periode  mit- 
gemacht ;  vom  Uranfang  der  Dinge  ragten  ihre  Gipfel  aus  dem  Ocean, 
unberührt  von  Silur  und  Devon,  von  Dyas  und  Trias,  von  Jura  und 
Kreide.  Am  Fusse  nur  der  allen  Bergfeste  hal  einestheils  das  Rolhe 
Meer  einen  Kranz  von  Korallen  um  den  Sinai  gezogen  und  mit  ihrer 
Hülfe  in  jüngster  Zeit  ein  Küstenland  geschaffen,  anderntheils  hat 
das  Meer  zur  Kreidezeit  im  Norden  das  Kalkplaleau  der  Wüste  Tyh 


Kiy.  3.   Ufldi  Budra. 
1.  Granit  mil  Eruptivgiingen.    2.  Kubischer  Sandstein.    3.  Mergel. 

angelagert,  das  sich  Uber  ganz  Syrien  bis  zum  Libanon  hinzieht.« 
Die  Untersuchung  der  westlichen  Sinaihalbinsel  hat  mir  gezeigt,  dass 
die  angeführte  Meinung  mil  den  Thatsachen  nicht  in  Einklang  zu 
bringen  ist.  Die  Verschiedenheit  der  beiden  Reisewege,  ein  wesent- 
lich längerer  Aufenthalt  und  äussere  Umstünde,  die  meine  Reise  be- 
günstigten, machen  es  verstündlich,  wie  ich  zu  anderen  Anschauungen 
geführt  wurde.  Das  oben  erwähnte  Werk  des  hochverdienten  For- 
schers begleitete  mich  auf  meiner  Reise,  bot  mir  eine  Fülle  von 
Anregung  und  wird  als  erste  wissenschaftliche  geologische  Behand- 
lung der  Sinaihalbinsel  seinen  Werth  unverkürzt  behalten. 

Auf  dem  Weg  zum  Büdrapass  beobachtet  man  östlich  zerrissene 
GranitwUnde,  wahrend  der  Saumpfad  selbst  auf  rolhen,  schwarzen 
und  braunen  slark  dislocirten  Sandsteinen  entlang  führt.    Auf  der 
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Passhöhe  liefen  Exogyra,  Hemieidaris,  Plicatula  in  Menge  herum  und 
ein  Ammonitcnfragmcnt  charakterisirl  die  mesozoischen  Schichten'). 
Im  V.  Rüdra  liegen  steilaufgerichtele  Sandsleinsrhichlen  an  einem 
Granitslock,  und  weiden  an  dessen  Fuss  horizontal;  lilngs  eines  Seiten- 
thalcs  verlauft  ein  Bruch,  so  dass  die  Grenze  von  Granit  und  Sand- 
stein auf  den  beiden  Seiten  des  Thaies  in  verschiedenem  Niveau 
sich  befindet.  Die  ditnnbankigen  Schichten,  welche  den  Sandstein 
(Iberlagern,  scheinen  nach  anderen  Profilen  Mergel  zu  sein.  Um- 
stehende Zeichnung  giebt  die  Erscheinung  wieder  (Fig.  3). 

Auch  das  berühmte  U.  Mokätteb  liiuft  auf  der  Grenze  zwischen 
Granit  und  dislocirlen  Sandsteinen,  und  die  bekannten  nabalüisehen 
Inschriften  sind  in  das  letztere  Gestein  eingekratzt,    Die  Wand  des 


Fig.  i.   Gebot  Ginne  im  l'adi  Mokatleb. 
i.  Niilii-M-lirr  Sandstein.  4.  Granit  mit  rulhen  Eru|»tivgängen.  3.  Granit  mit  schwarzen Gängen. 

Gcbel  Ginne,  den  Inschriften  gegenüber,  besteht  aus  Granit,  durch- 
schwimmt von  einer  grossen  Zahl  von  Eruptivgüngen.  Wie  obenstehende 
Zeichnung  (Fig.  4)  erkennen  hlsst,  sind  rollte  und  schwarze  Glinge 
vorhanden,  welche  vielfach  verworfen  sind,  aber  doch  ein  gleich- 
massiges  Streichen  (ungefähr  NO — SW)  besitzen  und  unter  80°  SSO 
fallen. 

Indem  ich   mich  von  hier  dem  IL  FirAn  näherte,  wurde  das 
Streichen  des  Gebirges  NW — SO  immer  auffälliger  und  in  parallelen 
Zügen  richteten  sich  die  Bergketten.    Die  von  Fraas  auf  Seite  31 
I.  c.  besprochene  »verkehrte  Erosionsform  der  Liatli«  findet  darin  ihre 
Erklärung.     Der  Oberlauf  des  UAdi  Firan  liegt  im  Streichen  des 


i)  Die  von  mir  auf  meiner  Heise  gesammelten  Fossilien  belimlen  sieb  in  der 
l'iiläontulogisebon  Sammlung  der  Künigl.  Akademie  zu  Miinelien. 


Die  Korallenriffe  dkm  Sinaihalbcvsel. 


440 


Gebirges,  der  uulere  Theil  dagegen  ist  ein  Querlhal,  welches  senk- 
recht zum  Streichen  lituft  und  eine  Reihe  von  KrcidckHmincn  durch- 
brechend auf  die  Ebene  von  Burdess  müudel  (s.  untenstehende  Zeich- 
nung Fig.  5).  Die  Lagerung  der  Schichten  an  der  Thalsohle  und 
eine  kleine  Verwerfung  Uber  dem  Eocan  von  Chadididid  macht  es 
wahrscheinlich,  dass  dieser  Theil  des  Uädi  ebenfalls  durch  Disloea- 
tionen  bedingt  ist.  Dass  im  Übrigen  die  erodirenden  Kräfte  im  Ober- 
lauf (also  im  Streichen  des  Gebirges)  ein  breiteres  Thal  schallen 
konnten,  als  im  Unterlauf,  welcher  die  Gebirgsketten  quer  durch- 
bricht, ist  leicht  verständlich. 

Die  hUutig  beobachtete  Erscheinung,  dass  Lüngsthaler  an  der 
Grenze  verschiedenartiger  Gesteine  auftreten,  spielt  auch  am  Sinai 
eine  Rolle.     Hier  im  Norden,  wie  späterhin  im  Süden  der  Halbinsel 


Vt£.  Ii.    Mündung  des  Uädi  Ii  ran. 
t.  Kri'idi'-K.illv  uiul  Mcrgol.    i.  Numiiiuliteiikulk.    3.  Gcrulk*  des  liiili. 

konnte  ich  feststellen,  dass  sich  an  den  massigen  rot  heu  Granit  des 
Genlralstoekes  eine  Raudzouc  von  geschichteten  Urgesteinen  anschliesst. 
Diese  geschichteten  kristallinischen  Gesli'ine  sind  bald  als  grauer 
Lagergninil.  bald  als  glimmerreicher  Gneiss.  bald  als  Glimmerschiefer 
fiiiw  i«UHl. 

IM»-  mir  /(i,r«'itf.-M,n<'  Zeil  und  «Ii.-  Ziel«-  nteiii.r  Arbeil  g#'sl;il- 
iH»-n  mir  niflil.  .Ii»-  t{.-.-«li;tll'.>nlieil  d«-r  kt  \  st;dliuis<-l»'n  G«\<i»'ine  h;«Ikm 
/.u  studireii.  d«T»Mi  > t ; 1 1 1 1 1 i ^ t'i» 1 1 1 k •  * i t  ;ml  <t»-r  Sii»;tilt:dl»iu>el  so  lm«>» 
ist.  ditss  .«choi»  Y*w<  neun  Typen  unterschied,  eine  Zahl,  die  nach  inri- 
nen  Beobachtungen  vielleicht  verdoppelt  werden  kann.  Die  Eruptiv 
gange  in  diesen  Schiefern  umschliessen  öfters  Brocken  des  Cnnturl- 
gesteines  (s.  umstehende  Zeichnung  Fig.  0  —  ähnliche  Verhältnisse 
wurden  von  mir  auch  im  L.  Sachara  beobachtet:. 

Wenn  ich  auch  die  Grenze  der  beiden  ki ystallinisehen  Gesteins- 
gruppen  des  Sinai  nicht  überall  im  Einzelnen  festlegen  konnte,  so 
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habe  icli  doch  nicht  geschwankt,  diese  wichtige  geologische  Thal- 
sache auf  meiner  Karte  zum  Ausdruck  zu  bringen  und  den  Lager- 
granit und  Gneiss  uberall  da  auszuscheiden,  wo  ich  ihn  in  machtiger 
Entwicklung  traf.  Verschiedene  Beobachtungen  machen  es  mir  sehr 
wahrscheinlich,  dass  die  krystallinischen  Schiefer  und  Lagergranite 
längs  des  ganzen  Westabfalls  gegen  die  GaAwüste  auftreten,  und  dass 
ein  grosser  Theil  des  auf  meiner  Karte  als  »Stockgranit«  ausgeschiedenen 
Gebietes  so  zu  kartiren  sein  wird.  Doch  konnte  ich  jene  geschichteten 
Gesteine  nur  da  eintragen,  wo  ich  sie  selbst  anstehend  beobachtet 
habe.  Die  Grenze  von  Stockgranit  und  Lagergranit  fallt  zusammen 
mit  einer  Anzahl  der  wichtigsten  Langsthaler  am  Sinai  (U.  FirAn. 
I).  Haschcb),  und  die  Vermuthung  liegt  nahe,  dass  es  die  verschie- 
dene Beschaffenheit   beider  Gesteine  war,  welche  die  Entstehung 


Fig.  6.  Hrii|)livgang  im  Oldl  FirAn.       Fig.  7.  Glinge  im  Uftdi  FirAn. 

I.  Gneiss.  2.  Granit.  4.  Gneiss.  2.  Rüther  Gang.  3. Schwarze  Gange. 

jener  Langsthaler  veranlasste.  Ich  möchte  auch  auf  den  geradlinigen 
Thalcrzug  aufmerksam  machen,  welcher  östlich  von  dem  colorirlen 
Theil  meiner  Karte  als  U.  Suwig  —  U.  Bark  —  U.  Lebweh  —  U. 
Berrah  und  weiter  südlich  verfolgt  werden  kann. 

Kiner  von  Fraas  erwähnten  Thatsache  muss  ich  hier  noch  ge- 
denken, da  ich  die  Beobachtungen  desselben  durch  meine  eigenen 
erweitern  kann.  Wie  der  genannte  Geologe  richtig  erkannt  hat,  ver- 
laufen fast  alle  Gange  im  Granit  (von  U.  Büdra  bis  zum  Ras  Muham- 
med  und  ebenso  die  der  Arabakettc)  mit  80°  S.  Fallen  senkrecht  zum 
Streichen  (wrobei  noch  zu  bemerken  ist,  dass  die  schwarzen  Gange 
junger  zu  sein  scheinen  als  die  rothen,  da  sie  diese  verwerfen,  s.  o. 
Fig.  7).    Ich  habe  allerdings  nur  ein  einziges  Mal  durch  Erkleltc- 
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rung  der  Granilwände  einen  solchen  Gang  genauer  verfolgt;  allein 
die  lausende  von  dunklen  Gangen  (s.  o.  Fig.  4),  welche  anfangs  er- 
freuen, nach  längerem  Rill  im  Granitgebirge  aber  durch  ihre  Regel- 
müssigkeit  ermüden,  scheinen  alle  ein  gleiches  oder  annähernd  paral- 
leles Sireichen  zu  haben.  Das  heulige  Sireichen  des  Gebirges  isl 
NW — SO,  und  entstand,  wie  ich  noch  näher  belegen  werde,  nach 
der  Nummulitenformalion.  Die  vom  carbonischen  Sandslein  des  U. 
Schellal  überlagerten  Granilmassen  sind  von  Gängen  durchschwärmt, 
welche  S\V — NO  streichen,  und  welche  vor  der  Bildung  jener  pa- 
läozoischen Sandsteine  entstanden  sind,  denn  die  Sandsteine  liegen 
mit  scharfer  Trennungslinie  auf  dem  mit  Gängen  durchsetzten  Granit 
des  G.  Marchä  (s.  o.  Fig.  I,  2).    Das  constantc  Verhältniss  zwischen 


Fig.  8.  Die  Gaäwüslo  vom  Ausgang  des  Uädt  llebran. 
I .  Granit.    S.  Krcidckalk.    8.  Nummulilcnkalk. 

dem  heuligen  Streichen  der  Bergkelten  und  dem  senkrecht  darauf 
erfolgten  Streichen  der  Porphyr-  und  Dioritgängc  kann  daher  in  kei- 
nem zeitlichen  oder  ursächlichen  Zusammenhang  stehen  und  deulel 
auf  Dislocationen  in  längst  vergangenen  Epochen. 

Bei  dem  constanten  Streichen  der  Lagergninilc  isl  ihr  Fallen 
ein  wechselndes.  Auf  der  Passhohe  des  EngAwe,  welcher  von 
U.  Selaf  nach  U.  Hebran  hinüberführt,  lallt  der  Gnciss  westlich. 
Das  Gestein  besteht  vorwiegend  aus  weissem  Feldspath  mit  dunk- 
len Glimmerflecken,  weiter  oben  aber  aus  schwarzfleckigem  Horn- 
blcndeschiefer.  Das  ganze  U.  Hebran  verläuft  abwärts  in  grauem 
Lagergranit. 
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Als  ich  den  Ausgang  dieses  Thaies  erreichte  und  die  weile  Wüste 
Ga;\  vor  mir  liegen  sah  (s.  die  umstehende  Fig.  8),  im  Westen  be- 
grenzt von  der  Arabakette,  hinter  welcher  das  Meer  glünzle,  und 
der  stolze  Kharib  von  Afrika  herubersehautc,  war  ich  überrascht, 
dass  die  sedimentären  Schichten  über  dem  Granit  hier  zu  fehlen 
schienen.  Da  fielen  mir  zwei  Stellen  in  der  Wüstenlandsehafl  auf: 
nördlich  vom  Ausgang  der  Uädi,  gegen  den  Fuss  der  Serbai  hin, 


Fip.  9.   Kreidescholle,  südlich  vom  Ausgang  lies  1,'idi  II t> bi. in. 


bemerkte  ich  in  der  Wüste  eine.  Gruppe  flacher  Hügel,  welche  kein 
Granit  waren,  und  die  man  in  der  beginnenden  Dämmerung  für 
Sanddünen  halle  hallen  können;  ich  bcschloss  sie  am  folgenden  Tag 
zu  untersuchen.  Sudlirh  aber  vom  Uadi  llchran,  etwa  in  drei  Kilo- 
meter Entfernung,  sah  ich  eine  kleine  gelbe  Klippe,  welche  sich  hin- 

einschmiegle  in  die  dunklen  Granit- 
wände.  Ich  liess  sofort  weiterreiten 
und  erreichte  bei  einbrechender  Nacht 
die  Stelle*.  Meine  Wrnnithiing  wurde 
idsiiix.t'tid  IjestUtiirt  .  ilenn  ■  *  *  t  ■  fand  c. 


Flg.   Iii.     K  r  ••  i  i|  i-  -  ••  Ii ..  1 1  -  .  -iü,\- 

11  ch    v   \  ii  <  x  ;» r     •' 1  .'•  <l  i 

M  i-  Ii  i  .i  Ii. 
r  Granit,    i.  Merkel. 


ilic  hImmisIi'IhmhI»'  I  ii.'.  '.'   sleil  mifir«'- 


riehtete  K;ilk-  und  MerjtHr&tte  er- 
l'iilll  mil  Oslrea.  Niicnla.  Area,  Hf- 
miastcr,  Pseudodiadema,  Ncrinea  und 
grossen  Kxogyra. 
Die  nur  wenige  Meter  mächtigen  Mergelsehiehteu  liegen  direet  auf 
grauem  und  rolhcm  Granit  (s.  die  vorstehende  Fig.  10)  und  bedecken 
eine  Flache  von  einem  Quadratkilometer  mit  niedrigen  Hügeln.  Ks 
seheinen  verschiedene  Horizonte  der  Kreideformation  in  diesen  Kesten 
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vorzuliegen.  Am  folgenden  Morgen  inachle  ich  einen  neuen  Conlract 
mit  ineinen  Beduinen  und  ritt  nördlich  nach  der  gelhen  HUgelgruppe, 
welche  sie  als  Gebel  Süffr  bezeichneten.  Dass  ich  dort  ein  stark 
dislocirtes  Kreideprotil  fand,  war  mir  weniger  Uberraschend,  als  der 
Anblick  von  Nummulitenkalk.  Alle  Schichten  waren  steil  aufgerichtet  und 
bildeten  (s.  die  untenstehende  Fig.  1 1)  umeinanderliegende  SchalenstUckc. 
Der  G.  Suffr  hat  etwa  3  km  Durchmesser.  Ich  nahm  ein  Profil  vom  Sud- 
rand  bis  zur  Mitte,  welches  ziemlich  genau  Ubereinstimmte  mit  einem 
Proiii,  das  mein  Dolmetscher  und  Präparator  Herr  A.  Kaiser  aus  Zürich 
am  Nordrand  des  Berges  aufnahm;  nach  diesen  Profilen  treten  unter 
dem  Nummulitenkalk  unlereociine  Mergel  und  Kalke,  und  endlich 
cretaeeische  Exogyraschichten  auf.  Die  tiefsten  Schichten  sind  gyps- 
reiche  Mergel,  ähnlich  denen,  wie  sie  an  der  oberen  Grenze  des 


Fig.  II.    (jcbcl  Süffr  am  Fusse  des  Scrbal. 

Nubischen  Sandsteines  beobachtet  wurden.  Auf  den  Karten  der 
Sinaihalbinsel  war  die  HUgelgruppe  nicht  eingetragen. 

Aus  dieser  Beobachtung  geht  mit  Sicherheit  hervor,  dass  der 
.Mangel  von  Sedimenten  auf  dem  Sinaigranit  auch  hier  nur  ein  secun- 
dürer  ist,  und  durch  nacheoeiinc  Dislocationen  hervorgerufen  wurde. 

Indem  0.  Fraas  von  der  gegenteiligen  Ansicht  ausging,  musste 
ihm  die  Bildung  der  gelben  Schichtenreslc  an  den  Gehangen  des 
UAdi  FirAn  eine  so  sonderbare  Erscheinung  sein,  dass  er  zu  ihrer 
Entstehung  Eistransport  zu  Hülfe  nahm.  Aus  dem  Vorkommen  von 
Kalkgerollen  in  jenen  Schichten  hatte  IUssegger  den  richtigen  Schluss 
gezogen,  dass  der  Sinai  eine  Sedimentbedeckung  gehabt  habe,  welche 
spater  durch  atmosphärische  Krilfte  abgetragen  und  zum  Theil  in  den 
Tbttlern  abgelagert  wurde.  Gegen  die  Moränennalur  spricht  die 
Lagerung  in  einem  vielgewundenen  engen  Thal  und  dessen  Seiten- 
thalern,  sodann  (s.  u.  Fig.  12)  die  hlhifig  ausgezeichnete  Schichtung 

Abhandl.  i.  K  8.  üe»ell«cta.  A.  Wi«scn»«b.  XXIV.  3S 
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und  endlich  die  Thatsache,  dass  die  gröberen  Blöcke  im  Norden  häufig, 
im  Süden  seltener  sein  mllssten,  wenn  ein  vom  nördlichen  Tyh- 
plateau  herabreichender  Gletscher  den  Transport  vermittelt  hatte. 
Nach  meiner  Ansicht  hängt  die  Anwesenheit  der  gelben  Mergelreste 
im  U.  Firan  damit  zusammen,  dass  das  Langsthal  ursprunglich  kei- 
nen Abfluss  hatte,  indem  der  heute  noch  sichtbare  Granitriegel  cl 
Mecharret,  nordwestlich  von  der  Oase,  das  Thal  nach  Westen  abschloss, 
in  welchem  sich  die  denudirten,  in  das  Uadi  herabgeschwemmten 
Kalksedimente  ablagerten.  Spater  wurde  der  Querriegel  durch  Ero- 
sion angeschnitten  und  dadurch  ein  Abfluss  geschaffen,  wobei  die 
erodirenden  VVassermassen  ihre  eigenen  Sedimente  wieder  entführten 
und  nur  einzelne  Reste  an  den  Thalgehangen  übrig  Hessen.    Auf  der 


Fig.  It.  Sedimentreste  an  den  Granit  wänden  d  es  Onsent  ha  les  von  FirAn. 

Karte  sind  diese  Sedimente  in  der  Oase  FirAn  als  »>  laeiistrische  Sedi- 
mente« ausgeschieden. 

Mehrere  Wochen  hielt  ich  mich  in  dem  Beduinendörfchen  Gi  um 
bei  Tör ')  auf  und  untersuchte  die  dortigen  Riffe.  Auf  einer  Excur- 
sion  entdeckte  ich  östlich  von  Grüm  einen  Hügel  mit  Fragmenten 
von  Amphiope  truncata  Fuchs  und  einer  kleinen  Molluskenfauna.  Die 
genannte  Scutcllidc  beweist  die  Zugehörigkeit  der  Schichten  zum 
MiocUn;  das  ist  die  einzige  LocaliUtt  der  Sinaihalbinsel,  wo  ich  mio- 
ettne  Ablagerungen  entdeckte.  Leider  schaut  der  mergelige  Kalk  nur 
wenige  Meter  aus  dem  Wüstensand  heraus  und  hisst  die  Lagcrungs- 
verhültnisse  seiner  Schichten  im  Unklaren. 

Anfaugs  April  miethete  ich  mir  neue  Dromedare,  um  die  südliche 
Hälfte  der  Sinaihalbinsel  zu  untersuchen.    Ich  hoffte  auch  dort  klei- 

I    Die  Ortschaft  heisst  Tor,  während  die  ganze  Sinaihalbinscl  von  den  Be- 
duinen als  Gebet  Tur  bezeichnet  wird. 
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nere  Dislocationsschollen  von  Sedimentgesleinen  am  Granit  aufzu- 
finden ;  allein  trotzdem  ich  die  Wüste  vom  Meer  bis  zum  Gebirge 
viermal  kreuzte,  war  mein  Suchen  von  geringem  Erfolg  begleitet.  In 
mehreren  Rinnsalen  entdeckte  ich  Sandstein  blöcke  von  bedeutender 
Grosse,  welche  auf  das  einstige  Vorhandensein  von  Nubischcn  Sand- 
steinschollen hier  schliessen  lassen,  und  dieselben  Sandsteinbrocken 
fanden  sich  wieder  am  Räs  Muhämmed.  Dort  konnte  ich  auch  meh- 
rere Berge  von  dunkelbraunem  Sandstein  nachweisen,  welche  zwi- 
schen Granitbergen  eingeklemmt  waren.  Die  Sandsteine  waren  theil- 
weise  Uberlagert  von  fossilen  Korallenriffen1)  (s.  u.  Fig.  20).  Das 
Gebiet  zwischen  der  Gaäwüsle  und  dem  U.  Häscheb  besteht  aus  0. 
fallenden  grauem  Lagergranit,  überlagert  von  Porphyrtuffen  und  mannich- 
faltigen  Eruptivgesteinen.  Das  Thal  des  Uädi  Hascheb  ist  eingeschnitten 


Fig.  13.    Schematisclies  Profil  durch  das  Uadi  Hascheb. 
1.  Stockgranit.    2.  Lagcrgranil.    3.  Porphyr  und  Tuffe.    4.  Äolische  Sandsleine. 

in  verfestigte  Flugsandablagerungen,  wie  beifolgendes  Profil  zeigt 
(Fig.  13).  Das  Vorwiegen  porphyrischer  Gesteine  in  den  Geröllen 
des  Uadi,  unter  denen  besonders  rothe  sphärolilhisch  halbentglaste 
Blöcke  auffallen,  die  Mannichfaltigkeit  der  buntgefcirhten  Glinge  und 
die  Lagerung  machen  es  wahrscheinlich,  dass  es  sich  hier  um  einen 
Eruptivheerd  handelt.  Die  Aquarelllafel  III  giebt  diese  Gegend  wie- 
der. Nach  Norden  blickend,  sieht  man  links  im  Hintergrunde  die 
Granitgebirge,  wahrend  im  Miltclbild  die  bunten  Porphyrgesteine 
Uberwiegen.  Gelber  Sand  liegt  in  allen  Schluchten  und  Lucken,  wie 
der  Schnee  in  den  Alpen.  Im  Vordergrund  ist  meine  Garawane  im 
Begriff  gegen  Ghasuläni  weiterzuziehen.  Der  Himmel  ist  stark  be- 
wölkt; eine  zu  dieser  Jahreszeit  seltene  Erscheinung  (zwei  Tage 
spater  fiel  ein  wolkenbruchartiger  Gewitterregen). 

I)  Vgl.  J.  HlLMR,  ücological  nolcs  on  Um  Siuailic  Peninsula.   Quart.  Journ. 
of  the  ücol.  Soc.  1875  Febr. 
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Den  Rückweg  nahm  ich  am  Rande  des  Granites,  allein  von 
Ras  Muhammed  bis  Gr6n  Lind  fand  ich  kein  marines  Sedimentgestein. 
Der  Lagergranit  mit  constantem  NW — SO  Streichen  und  häufigem 
O-Fallen  löst  sich  nach  der  Wüste  zu  in  Hügelketten  auf,  welche 
entweder  im  Streichen  des  Gebirges  angeordnet  sind,  oder  senkrecht 
dazu.  In  dem  letzteren  Falle  sind  es  breitere,  senkrecht  zum  Ge- 
birge streichende  Glinge,  welche  von  den  wüslenbildenden  Kräften 
herausgeschält  werden  und  immer  niedriger  werdende  Hügelketten 
bilden.  So  erklärt  sich  das  anfangs  riithselhafte  SW — NO  Streichen 
vieler  dieser  Hügel,  welche  wie  Inseln  aus  dem  gelben  Sand  hervor- 
ragen (s.  Fig.  Ii). 


O.  Fr  aas  berichtet  (1.  c.  S.  188)  von  einem  Berge  Hadjar  el 
tna  bei  Tor,  dessen  fossile  Korallenriffe  bis  300  m  über  dem  Meeres- 
spiegel emporsteigen.  Der  Name  war  meinen  Emsßnebeduinon  un- 
bekannt, aber  ich  glaube  nicht  zu  irren,  wenn  ich  annehme,  dass 
der  Gebel  Hammam  Mnsa  nördlich  von  Tor  gemeint  ist.  Eine  Reihe 
von  Excursionen  nach  diesem  Berge  lehrten  mich,  dass  das  stark 
metamorphosirte  Riff  einen  dünnen  Überzug  auf  20°  O.  fallenden 
Schichten  bildet.  Über  100  m  Sandsleinschichten  folgen  Exogyra- 
mcrgel,  dann  helle  Kalke  mit  Feuersleinbroden  und  endlich  der  Num- 
mulitcnkalk.  Über  Alles  hat  ein  früheres  Meer  einen  jetzt  durch- 
löcherten Mantel  von  Korallenkalk  gebreitet.  Das  umstehende  Profil 
Fig.  15  ist  durch  den  Berg  gelegt,  wahrend  das  Titelbild  dieser  Arbeit 
(Taf.  1)  eine  Totalansicht  der  Gegend  bietet.  Im  Vordergrunde  links 
das  Meer.  Ein  weisses  Schaumband  trennt  das  grüne  Slrandriff- 
gebiet  von  der  dunkleren  korallenarmen  Tiefe.  Meine  Taucher  sind 
beschäftigt,  die  Ausbeute  vom  Riff  nach  den  palmenbeschalteten  Lehm- 
hütten von  Grüm  zu  tragen.     In  der  Mitte  sieht  man  die  weissen 


Fig.  Ii.   DftdJ  Siichara. 
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Häuser  von  Tör,  dahinter  erhebt  sich  der  G.  Hammäm  Müsa.  Der 
braune  Riffmanlel  ist  deutlich  zu  erkennen,  an  seinem  Fuss  zieht  sich 
ein  jungfossiles  RifTband  entlang.  Dahinter  erscheinen  links  die 
Sandstein-Schichten  des  G.  Nakus  uod  die  Granit-Berge  des  Araba- 
gebirges,  rechts  im  Hintergrund  schaut  der  siebengipfelige  Serbai 
herüber. 

Ein  Blick  auf  die  geologische  Karte  lehrt,  dass  die  gesammte 
Arabakelte  nichts  weiter  ist,  als  die  normale  Fortsetzung  des  G.  Ham- 
mäm Müsa.  Nur  mit  dem  Unterschied,  dass  von  Abu  Sugre  nörd- 
lich auch  der  Granit  herantritt  und  dass  somit,  von  W.  nach  0.  ge- 
zahlt, fünf  Ketten  nebeneinander  herziehen.  Zuerst  dunkelrolher  Granit 
mit  unzähligen  schwarzen  Gangen.  Sein  Abhang  ist  so  mit  Sand 
bedeckt,  dass  ich  anstehendes 
Gestein  nicht  schlagen  und  nur 
am  Nordende  des  G.  Abu  Dür- 
bah  eine  Excursion  bis  zum 
anstehenden  Gestein  unterneh- 
men konnte.  Leider  war  auch 
hier  festes  Gestein  nur  in  den 
Porphyr-Gängen  zu  beobachten. 
Denn,  wie  ich  in  einer  anderen 
Arbeil  naher  auszuführen  habe, 
ist  die  Zerstörung  der  poly- 
chromen kristallinischen  Gesteine  in  der  Wüste  eine  überraschend 
intensive.  Die  chemische  Verwitterung  spielt  hierbei  keine  Rolle, 
sondern  die  Einwirkung  der  Insolation  auf  die  einzelnen,  verschieden 
gefärbten  Gemengtheile.  Der  rothe  Feldspath  erwärmt  und  dehnt 
sich  stärker  aus  als  der  weisse  Quarz  und  schwächer  als  der  schwarze 
Glimmer  oder  Amphibol.  Nachts  ziehen  sich  die  einzelnen  Gemeng- 
theile wieder  verschieden  stark  zusammen.  Auf  solche  Weise  zer- 
fällt der  Granit  etc.  in  seine  Elemente,  ohne  dass  diese  zersetzt 
würden,  und  es  hält  in  vielen  krystallinischen  Gebieten  überaus 
schwer,  anstehendes  festes  Gestein  zu  linden.  Wie  Schnee  im  Hoch- 
gebirge (s.  u.  Fig.  1 6)  liegt  der  auf  diese  Weise  gebildete  gelbe  Sand 
bis  hoch  hinauf  an  den  Bergen  und  erschwert  die  geologische  Unter- 
suchung der  krystallinischen  Gesteine  ungemein. 

Auf  die  kristallinische  Aüsscnkettc  folgt  rother  und  gelber  Sand- 


Kig.  15.  Profil  durch  den  G.  II  am  in  am 
M  usa. 

1.  Nubischer  Sandstein,    i.  Esogyramcrgcl. 
3.  Weisse  Hintkalke.  4.  Numtnulitcnkalk.  5.  RifT- 
knlk.  6.  Snnd  der  Gadwüsle.  7.  Meer. 
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stein,  welcher  in  verschiedenen  Lappen  weit  an  den  Granitwanden 
hinanreicht  (s.  u.  Fig.  17),  darauf  grüngelbe  gypsreiche  Mergel  mit 
Kxogyra,  Radiolites,  üslrea,  Nerinea,  Actaeonella.  Dann  blendend 
weisse  Kalkwälnde  mit   Fouersteinconcrelionen,  endlich  eine  Kette 


Fig.  16.   Nord  ende  des  Gebel  Abu  BÖS  Will. 


von  Nummulitenkalken,  welche  die  westliche  Begrenzung  der  Gaa- 
wüste  bilden.  (Nach  der  Huu/schen  Karte  soll  die  gesammte  Araba 
nur  Kocän  sein.)  Ungestört  und  glcichmiissig  ziehen  sich  diese 
fünf  Ketten  nebeneinander  hin  bis  zum  Göbel  Abu  Höswah,  dessen 
Nordende  Fig.  16  wicdergiebt.    Kr  besteht  aus  Granit,  an  seinem 


Fig.  17.   Die  A  rab ■  g  ra  n  i l k e t te  von  Osten. 
I.Granit.  1.  Nubischcr  Sandstein.  3.  Flugsand. 


Fuss  sehen  einige  Bänke  des  nubischen  Sandsleins  aus  dem  Sand- 
meere heraus.  Dort  ist  eine  horizontale  Verschiebung  der  Schichten 
in  der  Weise  erfolgt,  dass  die  Granitkette  mit  dem  G.  Abü  Dürbiih 
gegen  Westen  hinausrllckt  und  dadurch  der  nubische  Sandstein  in 
die  Verengerung  der  ersten  Granilkelte  gelangt;  die  weissen  Kalke 
treten  in  doppeller  Breite  auf.  An  der  Stelle  dieser  Verschiebung 
ist  ein  10  m  breiter  Eruplivgang  mit  einigen  Apophyscn  im  Sandstein 
(s.  u.  Fig.  1 8)  emporgedrungen  und  hat  den  sonst  weichen  Sandslein 
in  I  m  Breite  gefrittet  und  verhllrtet.  Das  dunkle  Hruptivgestein  ist 
völlig  zersetzt. 

Beim  Ras  Djehün  erreichte  ich  die  Ebene  von  Burdess,  in  welche 
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das  Uadi  Firan  mündet  (s.  o.  Fig.  5).  Meine  Absicht  war,  soweit  in 
dasselbe  hineinzureiten,  dass  ich  die  Stelle  erreichte,  an  der  ich  es 
von  Osten  her  verlassen  hatte.  Allein  der  Wasservorrath  in  den 
Ziegenschläuchen  ging  auf  die  Neige,  und  ich  hatte  noch  eine  volle 
Tagereise  bis  zu  Ayin  MarchS.  So  sah  ich  mich  gezwungen,  mei- 
nen Plan  aufzugeben  und  konnte  nur  zu  Fuss  während  der  Mittags- 
rast in  das  Thal  so  weit  hineindringen,  bis  ich  die  ersten  Nummuliten- 
gerülle  traf.  Deshalb  ist  die  mittlere  Partie  des  U.  FirAn  auf  meiner 
Karte  nur  unvollkommen  kartirt.  Hull  hat  auch  hier  das  ganze 
Gebiet  als  Eocän  ausgeschieden,  doch  schien  mir  der  weisse  Flint- 
kalk zu  dominiren.    Die  kleine  Kette  von  Chadtdidtd  (Fig.  5)  ist 


Fi«.  18.    Eruptivgang  am  Kusse  des  U.  Abu  Durhiih  im  nubischen 

Sandstein. 

Nummulitenkalk,  die  Wand  dahinter  Kreide.  Wie  die  Farbenerklä- 
rung  auf  meiner  geologischen  Karte  besagt,  ist  mit  blau  einerseits 
der  weisse  (Alveolinen?-)Kalk  mit  Feuersteinconcretionen  bezeichnet, 
andererseits:  »nicht  näher  untersuchte  Schichten«.  In  diesem  letzteren 
Fall  handelt  es  sich  um  solche  Sedimente,  deren  Zugehörigkeit  zu 
den  hangenden  Nummulitenkalkcn  oder  zu  den  liegenden  Kreide- 
mergeln nicht  naher  festgestellt  wurde.  Ich  habe  sie  mit  blau  be- 
zeichnet, weil  ich  auch  in  dem  weissen  Kalk  mit  Feuerstein  keine 
Fossilien  gefunden  habe  und  seine  Zugehörigkeit  zur  Kreide  oder 
zum  Eocän  nicht  festzustellen  im  Stande  war. 

Von  Ayin  Marcha  dachte  ich  auf  einem  dahin  vorausgeschickten 
Boote  nach  der  afrikanischen  Küste  überzusetzen,  wo  mich  Professor 
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Schwrikfi-hth  erwartete.  Allein  starke  Nordwinde  schlugen  mein  Boot 
vier  Tage  lang  immer  wieder  an  die  arabische  Küste  zurück,  und 
ich  konnte  dabei  nur  an  den  Stellen  geologische  Excursionen  machen, 
wo  wir  angetrieben  wurden.  Es  gelang  mir  hierbei,  südlich  vom 
G.  Hammam  Pharailn  ein  fossiles  Korallenriff  zu  entdecken  und  fest- 
zustellen, dass  auch  hier  die  Hauptstreichungslinien  der  Küsten- 
gebirge NW — SO  verlaufen. 

Fassen  wir  jetzt  kurz  zusammen,  was  ich  an  der  Hand  meines 
Heiseweges  über  den  geologischen  Bau  der  westlichen  Sinaihalbinsel 
feststellen  konnte :  Das  liegende  Gestein  ist  dunkler  Massengranit 
oder  Stockgranit,  darauf  folgt  nach  Westen  eine  Serie  grauer  Lager- 
granite und  geschichteter  krystallinischcr  Schiefer,  im  Süden  über- 
lagert von  Porphyrtuffen  und  bunten  Eruptivgesteinen.  Transgredi- 
rend  lagerl  mit  scharfer  Trennungslinic  der  nubische  Sandstein  auf 
dem  Granit,  an  anderen  Orten  ist  er  durch  Dislocation  oder  Denu- 
dation entfernt.  Die  Conglomerate,  welche  nach  Hull,  zwischen 
Granit  und  Sandslein  vermittelnd',  im  Osten  der  Sinaihalbinsel  auf- 
treten, habe  ich  auf  meinem  Reiseweg  nicht  beobachten  können. 
Auf  den  Sandstein  folgen  gelbe  und  grüne  Mergel  mit  Exogyra  und 
anderen  Kreidefossilien ;  in  manchen  Prolilen  tritt  eine  Radioliten- 
bank  darin  auf;  dann  kommen  weisse  fossilarme  Kalke  mit  schwarzen 
Feuersleinconcretionen,  endlich  tritt  das  Eocön  mit  Nummulitenkalken 
hinzu.  Bei  Grüm  stehen  Mergel  mit  Amphiopc  an,  welche  dem 
Mioeau  angehören.  Daraus  erhellt,  dass  nach  Ablagerung  der  Nuru- 
mulitenformalion  (vielleicht  vor  Ablagerung  des  Miocün,  entsprechend 
gleichzeitigen  Dislocationsvorgöngen  an  den  afrikanischen  und  euro- 
paischen Miltelmecrkü.sten)  das  Sinaigebirge  dislocirt  worden  ist.  Die 
Hauptbruchlinicn  erfolgten  NW — SO,  und  diese  Slrcichungsrichtung 
beherrscht  den  gesammten  Bau  der  westlichen  Sinaihalbinsel,  sogar 
einige  Rulschllüehen  (wie  am  G.  Naküs)  halten  dieselbe  Richtung 
ein.  Im  Zusammenhang  mit  diesen  Dislocationen  erfolgte  am  G.  Diir- 
bäh  eine  Gangeruplion  in  den  nubischen  Sandstein.  Der  centrale 
Sinaigranit  wurde  durch  diese  teclonischen  Bewegungen  von  seiner 
Sedimentbedeckung  cntblösl.  Die  Sedimentgesteine  bilden  im  Süden 
der  Sinaihalbinsel  eine  langgestreckte  Synklinale  Mulde,  welche  sich 
dem  archaischen  Centralslock  im  Westen  anlagert  und  die  sandbe- 
deckle  Gaawüsle   unterteil fl.     Die  unerschöpflichen  Wassergruben, 
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welche  man  neuerdings  an  verschiedenen  Stellen  östlich  von  Tör  an- 
gelegt hat  und  aus  denen  zur  Quarantänezeit  4000  und  mehr  Mekka- 
pilger taglich  getrankt  werden,  ohne  dass  sich  der  Wasserstand  ver- 
änderte, sprechen  selbst  in  dem  Gebiet,  wo  keine  Schichten  mehr 
aus  der  Ebene  hervortauchen  für  den  ungestörten  Synklinalen  Bau. 
In  der  Arabaketle  treten  die  Schichtenköpfe  der  Synklinalen  Mulde 
westlich,  und  im  Süden  des  Uüdi  Hebron  an  einer  localen  Stelle 
auch  östlich  zu  Tage.  Der  G.  Süfl'r  ist  ein  localer  Aufbruch  in  der 
Ebene  oder  der  letzte  Rest  einer  durch  aolische  Denudation  abge- 
tragenen grösseren  Gebirgskette.  Am  Ras  Muhämmcd  treten  endlich 
noch  einige  isolirte  Sandsteinschollen  auf.  Die  Araba  beginnt  steil- 
ansteigend im  Norden  an  der  Ebene  von  Burdess,  nach  Süden  ver- 
flacht sie  sich  allmählich  und  ihre  einzelnen  Ketten  versinken  nach 
einander  unter  dem  Meeresspiegel  und  unter  dem  Sande  der  Gaa- 
wüste.   (Vergl.  zu  der  vorstehenden  Übersicht  die  Profiltafel  Taf.  VII.) 

Es  erübrigt  noch  zum  Schluss  eine  kurze  Besprechung  der  geo- 
logischen Verhaltnisse  in  dem  Theil  der  Galala wüste,  welcher  auf 
meiner  geologischen  Karte  mit  dargestellt  ist. 

Das  Uadi  Arabah,  ein  30  km  breites  und  80  km  langes  Thal, 
wird  nach  Norden  und  Süden  begrenzt  von  den  1000  m  hohen 
Steilwanden  der  nördlichen  und  südlichen  Galäla.  Dem  Nordrand 
etwas  genähert,  lauft  von  W  nach  O  das  flache  eigentliche  Uädi  mit 
seinen  Nebenthalern  und  durchschneidet  jene  Schichten  des  nubischen 
Sandsteins,  in  denen  G.  Schwkinurtii  im  Jahre  1 885  paläozoische  Brachio- 
poden  entdeckte,  welche  durch  E.  Brvrit.ii  als  Spirigera  concentrica  be- 
stimmt wurden.  Eine  fünftägige  Untersuchung  der  betreffenden  Loealiiat 
und  mehrtägige  Exemtionen  nach  den  Abstürzen  des  Galalaplaleaus  er- 
gab folgende  Resultate:  Die  tiefsten  Schichten,  welche  südlich  dos 
eigentlichen  Liadi  hervortreten,  bestehen  aus  etwa  50  m  Sandsleinen 
mit  einzelnen  Mergelschichtcn,  darauf  folgen  20  m  fossilreiche  Mer- 
gel mit  Kalkbanken.  Die  darin  gefundenen  Fossilien  (Spirigera,  Tere- 
bratula,  Bellerophon,  Edmondia,  Fenestella  etc.)  sind  carbonische  Formen, 
welche  manche  Anklänge  an  die  Fauna  des  Saltrange  erkennen 
lassen.  Eine  Reihe  von  Slaflelbrüchcn  und  anderen  Dislocationen 
lassen  die  leitende  Oinoidcnbank  in  mehrfacher  Wiederholung  hervor- 
treten und  sieben  kleine  basaltische  Kuppen  stehen  auf  diesen  Brüchen. 
300  in  Sandsteine,  in  denen  nur  einige  versteinerte  Hölzer  gefunden 
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wurden,  mit  ausgezeichneter  discordanter  Parallelstructur  folgen  in 
völlig  concordanter  Lage  und  werden  ebenso  concordant  Uberlagert 
von  den  Exogyrareichen  Schichten  der  cenomanen  Kreide.  Der 
darauf  folgende  Stcilabfall  ist  an  der  nördlichen  Galäla  unersteiglich, 
an  der  südlichen  Galäla  aber,  3  km  (istlich  vom  Kloster  St.  Anton, 
konnte  ich  ein  fortlaufendes  Profil  bis  zu  den  Nummulitenkalkcn  auf- 
nehmen, welche  das  Plateau  bedecken.  Ein  langer  Staffelbruch  ver- 
doppelt die  Schichtenserie,  wie  aus  der  Karle  leicht  ersichtlich  ist, 
und  die  Yerwerfungskluft  desselben  scheint  den  Sammelapparat  für 
die  starke  Quelle  im  Klostergarlen  zu  bilden. 

Ich  habe  auf  der  geologischen  Karte  meinen  Reiseweg  durch 
eine  rothe  Linie  eingetragen,  um  den  Beschauer  in  den  Stand  zu 
setzen,  an  jedem  einzelnen  Punkt  selbst  zu  beurlheilen,  ob  die  be- 
treffende Gegend  näher  untersucht  wurde  oder  aus  einiger  Entfernung 
studirt  worden  ist;  aber  ich  rouss  hinzufügen,  dass  die  Klarheit  und 
Reinheit  der  Wustenlufl  auf  40  und  mehr  Kilometer  den  dunklen 
Granit  von  bellen  Sedimentgesteinen  zu  unterscheiden  erlaubt,  so  dass 
in  einzelnen  Fallen  (»nicht  naher  untersuchte  Schichten«)  wohl  die 
Zugehörigkeit  einer  Felsmasse  zu  Kreide  oder  Eocän,  nicht  aber  ihr 
sedimentärer  Charakter,  zweifelhaft  bleiben  konnte.  Nur  am  Westfuss 
des  Serbai  sah  ich  eine  dunkle  Felsmasse,  die  ich  als  Granit  (mit 
einem  »?«)  ausgeschieden  habe,  ohne  bestimmte  Anhaltspunkte  dafür 
zu  haben.  Kleinere  Abstecher  und  Excursionen  sind  nicht  mit  ein- 
getragen worden. 

HL  Die  Vertheiluns  der  Korallenriffe  an  der  Sinaihalbinsel. 

Drei  hypsometrisch,  petrographisch  und  zeitlich  verschiedene  Riff- 
gruppen  linden  sich  an  den  Küsten  der  Sinaihalbinsel.  Der  Gegen- 
wart gehört  das  lebende  Riff  an.  Die  lebenden  Riffkorallen  bilden 
einerseits  einen  schmalen,  oft  unterbrochenen  Saum  längs  der  felsigen 
Küste.  Dieses  Saumriff  ist  häufig  nur  wenige  Meter  breit  und  folgt 
genau  der  Küstencontur.  Eine  andere  Riffarl  ist  unabhängig  vom 
Verlauf  der  Küstenlinie;  sie  bildet  jene  gefahrlichen  Klippen  mitten 
im  Meer  und  ich  bezeichne  sie  als  Pelagisches  Riff.  Beide  gehen 
ineinander  über. 

Eine  andere  Riffgruppe  befindet  sich  gegenwärtig  10  m  hoch 


Digitized  by  Google 


27] 


Die  Korallenriffe  »er  Sinaihalbinsel. 


i«3 


ausserhalb  des  Meeres;  ich  bezeichne  sie  als  jüngeres  fossiles  Kiff. 
Dasselbe  findet  sich  südlich  vom  G.  Hamniöm  Pharaün,  dann  längs 
des  G.  Naküs  und  des  G.  HammAm  Müsa,  endlich  an  der  sudlichen 
Küste  des  Ras  Muhämmed  überall  von  gleicher  petrographischer 
Beschaffenheit  und  in  dem  gleichen  Niveau  über  dem  Meeresspiegel. 
Subfossile  Riffgesteine  bilden  mehrfach  einen  Übergang  zum  lebenden  Riff. 

Am  Ras  Muhämmed  findet  sich  bis  zu  90  m  Meereshöhe  ein 
fester  klingender  Kalk,  welcher  durch  die  Fülle  der  darin  enthaltenen 
Korallenspuren  als  Ritfgestein  leicht  erkannt  wird.  Ein  ahnlicher  Kalk 
von  dolomitischer  Beschaffenheit  bildet  den  obengenannten  Mantel 
um  den  G.  Hammam  Müsa  und  reicht  dort  vom  Meeresspiegel  bis 
zu  230  m  Höhe  empor.  Beide  Ablagerungen  sind  durch  ihre  dis- 
cordante  Lagerung  und  die  Fülle  der  enthaltenen  Korallen  als  Riff- 
gesteine charakterisirt,  aber  die  Fossilien  sind  gewöhnlich,  besonders 
am  G.  H.  Müsa,  als  Abdrücke  und  Hohlräume  erhalten.  Am  G.  H. 
Mosa  fand  ich  in  dem  Riffkalk  eine  stark  metamorphosiite,  aber  als 
solche  wohlerkennbare  Tridacna.  Hier  ist  das  Gestein  ein  typischer 
Dolomit  mit  40%  MyCO:i.  Ich  bezeichne  diese  Riffgesteinc  als  alleres 
fossiles  Riff. 

Indem  ich  mich  jetzt  zur  Schilderung  der  speciellen  Eigentüm- 
lichkeiten der  Lage  und  Beschaffenheit  dieser  drei  Riffgruppen  wende, 
will  ich  vorausschicken,  dass  ich  trotz  grösster  Aufmerksamkeit  nur 
an  den  genannten  Stellen  fossile  Riffe  beobachten  konnte,  dass  ausser- 
halb jener  Stellen  keine  fossilen  Riffe  vorzukommen  scheinen  und 
dass  nach  meinen  Beobachtungen  kein  Grund  vorhanden  ist,  der  auf 
eine  einstmalige  grössere  Verbreitung  der  fossilen  Riffe  schliessen 
lüsst.  Denn  das  fossile  Riffgestein  ist  den  wüstenbildendcn  Kräften 
gegenüber  viel  widerstandsfähiger,  als  die  kristallinischen  Gesteine 
des  Sinai. 

IV.  Das  lebende  Riff  und  seine  Sedimente. 
1.  Die  Saumriffe. 

In  der  nördlichen  Hälfte  des  Meerbusen  von  Sües  finden  sich 
Saumriffe  weit  verbreitet,  allein  bei  der  grossen  Entfernung  zwischen 
Küstengebirgen  nnd  Meeresstrand  ist  es  unmöglich,  über  die  Be- 
ziehungen solcher  Korallenansiedelungen  zu  anstehendem  Fels  ein 
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Urtheil  abzugeben.  Ich  muss  nur  hervorheben,  dass  es  wesentlich 
die  Vorsprunge  der  Küste  sind,  welche  Korallenbesatz  zeigen.  Über 
die  Oolithsedimente,  welche  ich  in  der  Nahe  solcher  Saumriffe  am 
Ausgang  des  Ui\di  Deh^se  beobachtete,  werde  ich  unten  Näheres  mil- 
zulheilen  haben. 

Das  Saumriir  des  G.  Hammam  Pharaun  wuchs  wohl  auf  den 
Schichtenköpfen,  welche  den  Fuss  des  Berges  bilden,  und  die  sich 
als  parallele  Klippenreihen  auch  unter  Wasser  verfolgen  lassen.  Süd- 
lich davou  fehlt  das  Saumriir  und  tritt  erst  wieder  an  dem  Felsen- 
cap  von  Abu  Sentme  auf.  Längs  der  Ebene  von  Marchä  ist  das 
SaumrilT  wohl  ausgebildet  und  verknüpft  die  bei  Abu  Senime  meer- 
würts  geneigten  Schichten  mit  den  südlich  der  Ebene  an  das  Meer 


Fig.  19.  SSdspilxo  der  Slntihalbins«!  (Käs  Muhniiuueü). 

herantretenden  Bergen  von  ßurdcss.  Überaus  auffällig  ist  der  Mangel 
von  Saumrilfen  (und  ebenso  von  fossilen  HifTen)  an  der  kristallini- 
schen Aussenkettc  der  Araba,  aber  ich  wies  schon  oben  darauf  hin, 
dass  diese  krystallinischen  Gesteine  sehr  bröckelig  sind  und  durch 
die  wüstcnbildenden  Kräfte  stark  angegriflen  werden.  Thalsache  ist 
jedenfalls,  dass  hier  wie  auf  anderen  Granit-  und  Porphyrwünden  des 
Sinaigebirges  keine  Spuren  gegenwärtiger  oder  einstiger  Riire  beobach- 
tet werden  konnten. 

Von  Tor  ab  südlich  ist  lilngs  der  ganzen  Küste  das  Saumriir  zu 
verfolgen;  nur  dass  bei  dem  Überhandnehmen  der  pelagischen  Rille 
viele  Küstenslrecken  nicht  mehr  vom  frischen  Meerwasser  erreicht 
werden.  Es  bilden  sich  Lagunen  und  Salzlümpel  und  das  Thierleben 
wird  gehindert.  Um  so  schöner  und  reicher  sind  die  Saumrifle  am 
HAs  Muhämmed,  weniger  durch  die  Menge  als  durch  die  Formen- 
pracht  der  Korallen  und  die  korallophilc  Fauna.    Die  100  m  hohe 
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Felsklippe  (s.  Fig.  19)  hat  rings  sleil  abstürzende  Ränder.  In  dem 
schwarzblauen  Wasser  werden  Tiefen  von  280,  480,  485,  592  Fd. 
gelothet,  direct  neben  der  Küste.  An  diesen  senkrechten  Felswänden 
zieht  sich  als  horizontaler  Schirm  ein  5 — 8  m  breites  Korallenriff. 
Von  geeigneten  Stellen  kann  man  beobachten,  dass  es  überhangt  und 
2—3  m  Dicke  besitzt.  Das  Wasser  darauf  ist  1 — 2  m  tief,  so  dass 
man  bequem  darin  arbeiten  kann.  Nirgends  beobachtete  ich  eine 
solche  Farbenpracht  in  der  Ausbildung  der  Korallen;  das  Leben  der 
korallophilen  Thierc  zeigte  eine  ungesehene  Formenfülle,  und  die 


Fi},'.  20.    Profil  durch  diu  Ostküsle  des  lUs  Muli  Am  med. 

1.  Nuhischcr  Snndslein.  2.  Lebendes  Iii  ff.  8.  Abgestorbenes  Saumriff.      JunKcres  fossiles  Riff. 

5.  Alleres  fossiles  Riff. 

Stunden,  welche  ich  auf  diesem  Riff  sludirend  und  sammelnd  ver- 
lebte, haben  mir  den  tiefsten  Eindruck  hinterlassen.  Von  einer  vor- 
springenden Klippe,  entdeckte  ich,  dass  unler  dem  Schirm  des  Saum- 
rilTes  sich  ein  zweiler  Schirm  in  etwa  6  m  Absland  dahinzog  {siehe 
o.  Fig.  20).  Dieses  untere  Saumriir  schien  mir  aber  abgestorben  zu 
sein,  denn  es  hob  sich  durch  seine  weisse  Farbe  lebhaft  ab  von  der 
bunten  Farbenpracht  des  lebenden  oberen  Schirmes.  Und  da  ich 
niemals  beobachtet  habe,  dass  die  Farben  lebender  Korallen  in  grösse- 
rer Wassertiefe  weiss  erscheinen,  da  auf  dem  lebenden  Riff  aber 
alle  abgestorbenen  Partien  weiss  sind,  so  glaube  ich  mich  zu  der 
Annahme  berechtigt,  dass  der  unlere  Schirm  abgestorben  sei,  und 
vermulhe,  dass  die  Gesammlerscheinung  durch  eine  6  m  beiragende 
lorale  Senkung  der  RAs  Muhämmed-Klippe  bedingt  wurde. 
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In  der  Bucht  Ghasuläni,  östlich  vom  Räs  Muhämmed,  waren 
ebenfalls  Korallenansiedelungen,  doch  trugen  sie  einen  jugendlichen 
Charakter.  Es  fehlten  die  grossen  Madreporen,  und  die  meisten 
Korallenstöcke  waren  unausgewachsen.  Diese  Thatsache  harmonirl 
sehr  glücklich  mit  jener  in  der  Einleitung  erwähnten,  dass  gegen 
Osten  zu,  im  Golf  von  Akabäh,  das  Korallenleben  Uberhaupt  zurück- 
tritt und  fehlt. 


Nahe  bei  Sites,  am  Fuss  der  1500  m  hohen  Steilwand  des 
G.  Atakäh,  finden  sich  einige  kleine  Korallenansiedelungen,  welche 
als  Elulebank,  Alakähriff  und  Mensiycriff  bekannt  sind.  Ich  vermuthe, 
dass  sie  auf  Blöcken  aufsitzen,  welche  vom  Atakäh  einmal  abgestürzt 
sind,  denn  das  Meer  ist  sehr  seicht  und  die  Riffe  von  sehr  geringer 
Ausdehnung,  so  dass  sie  im  richtigen  Grössen  verhültniss  auf  meiner 
Karte  nicht  darzustellen  gewesen  wären. 

Das  erste  wirklich  pelagische  Riff  ist  Schab  cl  Chässah  *)  am  Räs 
Djehün,  dem  Nordende  der  \raba.  Es  ist  eine  3  km  lange  Klippe, 
welche  ziemlich  genau  S — N  streicht  und  dadurch  vereinzelt  dasteht 
gegenüber  allen  anderen  pelagischen  Riffen  des  Meerbusen  von  Sües, 
die  in  parallelen  Zügen  durchgängig  SO — NW  sleichen. 

Das  ziemlich  breite  Saumriff,  welches  am  G.  HammAm  Mösa 
beginnt,  löst  sich  bei  Tör  von  der  Küste  ab  und  bildet  durch  den 
Vorsprung  Räs  el  mine  und  dessen  Fortsetzung  Erg  Tör  den  Hafen 
von  Tor.  Erg  Tör  ist  ein  langgestrecktes  Riff  (auf  den  englischen 
Seekarten  fälschlich  Erg  Ryah  genannt),  das  auf  der  kleinen  Karle 
in  der  linken  unteren  Ecke  der  geologischen  Karte  nach  englischen 
und  eigenen  Lolhungen  dargestellt  wurde.  Das  Saumriff  läuft  bei 
Gröm  und  Gebele  vorbei  bis  Schöch  Relah,  wo  es  sich  wiederum 
von  der  Küste  ablost,  um  NW — SO  streichend  bis  SchAb  oder  Erg 
Relah  zu  ziehen.  Auch  hier  wird  durch  den  pclagisch  werdenden 
Ast  des  Saumriffes  ein  guter  Ankerplatz  umschlossen,  der  durch  die 


i)  SchAb  bedeutet  »Koralle«,  »KorallenrilT«.  Die  Abkürzung  orl  (=  Koralle) 
als  Charakter  der  bei  eiuer  I.othung  gewonnenen  Grundprobc,  wird  von  den  See- 
leuten Tür  Muschclreste  ebenso  gebraucht,  wie  für  Korallenfragmente,  ist  daher 
kein  Massstab  für  die  Verbreitung  der  Kifle. 


2.  Die  pelagischen  Riffe. 
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Cisterne  an  dem  Heiligengrab  den  Perlfischern  sehr  vverthvoll 
ist.  Abermals  beginnt  an  der  Kusle  ein  Saumriff,  welches  sich  bei 
Käs  Sibylle  ablöst  und  NW— SO  streichend  Schäb  Sibylle  und  Schab 
Jan-ali  (besser  Gar)  bildet.  Auch  Schab  Ali  bildet  die  directe  Fort- 
setzung dieses  Rill'zuges  und  besieht  aus  mehreren,  verschieden  breiten 
Riffen,  welche  den  31  Fd.  tiefen  » inneren o  von  dem  »äusseren« 
Schifffahrtskanal  trennen. 

SchAb  Itiguig,  im  Schulze  dieses  Riffzuges  gewachsen,  zeigt  den 
linearen  Bau  nicht  so  deutlich,  als  die  bisher  genannten  Riffe. 

Ein  letztes  Mal  zweigt  sich  bei  RAs  Söraböh  das  Saumriff  von 
der  Küste  ab,  wird  pelagisch  und  lässt  sich  NW — SO  als  lang- 
gestreckte Rifflinie  im  SchAb  Mahmud  bis  zu  jenem  Punkte  verfolgen, 
wo  der  Meeresboden  rasch  zu  320  Fd.  abstürzt. 

Werfen  wir  noch  einen  Blick  auf  die  Vertheilung  der  Korallen- 
riffe an  der  afrikanischen  Küste  des  Meerbusen  von  Sües.  Dieselbe 
zeigt  im  Norden  ziemlich  ähnliche  Verhältnisse  wie  die  Sinaiküste. 
Das  Saumriff  am  RAs  SafarAna  ist  nicht  unbedeutend  und  bot  süd- 
arabischen  Pcrlüschern  reiche  Beute.  Nach  Süden  folgt  eine  lange 
ziemlich  rifffreie  Strecke  bis  zum  Sudende  der  Sctie,  dem  petroleum- 
reichen Bergrücken  des  Gebel  Set.  Wo  dieser  Rücken  unter  die 
Meereswogen  taucht,  beginnen  sofort  wieder  die  pelagischcn  Riff- 
züge.  Der  grössere  ist:  SchAb  Ranlm  —  Lebcil  —  Mulheimed  — 
Towilah  —  Abu  Rakow  —  Abu  Melene  —  Gumarch  und  die  kleinen 
Klippen  des  SchAb  Seriäh  und  Carlessriff.  Parallel  mit  diesem  Riff- 
zug lauft  in  der  Verlängerung  einer  westlich  des  Gebel  Set  gelegenen 
Bergkette  ein  zweiter  Riffzug.  Derselbe  beginnt  mit  SchAb  Aschrafi 
und  setzt  sich  durch  SchAb  Djubal  —  Umm  Usch  —  Abu  Nähas  nach 
ScheduÄn  fort.  Die  letztgenannte  Insel  besteht  in  ihrer  Mittelzone 
aus  Granit,  an  den  sich  zwei  seitliche  Kalkschollen  beiderseits  an- 
legen. Südlich  von  ScheduAn  erreicht  das  Korallenriff  mit  dem  Be- 
ginn grosser  Meerestiefe  sein  Ende. 

Bei  Djiniseh  beginnt  ein  letzter  Riffzug,  der  gegeu  Süden  sich 
von  der  Küste  ablöst  und  bei  grosser  Mannichfaltigkeit  der  einzelnen 
Riffe  doch  das  einheitliche  NW — SO  Streichen  erkennen  lässt. 

Nachdem  wir  somit  festgestellt  haben,  dass  die  pelagischcn  Riffe 
des  Meerbusen  von  Sües  durchgehends  in  der  Verlängerung  unter- 
tauchender Bergrücken  auftreten  und  ein  diesen  paralleles  Streichen 
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besitzen,  erübrigt  es  noch,  einer  interessanten  Eigentümlichkeit  der 
beschriebenen  Riffe  zu  gedenken. 

Wenn  jenes  Streichen  NW — SO  bei  oberflächlicher  Betrachtung 
so  auffallig  ist,  so  zeigen  sich  im  Einzelnen  doch  eine  Reihe  von 
Abweichungen.  Bald  verbreitert  sich  der  schmale  Riffzug,  bald  giebt 
er  Äste  ab,  bald  löst  er  sich  in  einzelne  isolirte  Riffe  auf.  Und  eine 
Anzahl  solcher  kleinerer  vereinzelter  Riffe  zeigt  deutlich  die  Form 
von  ringförmigen  Atollen.  Beistehend  gebe  ich  die  Copien  einiger 
solcher  Atolle  (nach  der  grossen  Karle  Strait  of  Jubal,  Fig.  21). 

Betrachten  wir  das  Südcnde 
der  Insel  DjifUUn(3),  von  deren 
Saumriff  sich  zwei  Arme  los- 
gelöst haben  und  halbkreis- 


Kiß.  2 1 -t  Atollbildungen  in  der  Strasse 
von  I)j  i'ibal. 


förmig  gegeneinanderwach- 
send  ein  rundes  Wasserbecken 
umschlossen.  Dann  Schäb 
Umm  Usch  (4),  welches  ein 
ebensolches  halbgeschlossenes 
Atoll  ist,  endlich  SchAb 
Senk  (')  und  die  völlig  geschlossenen  Abu  Serie  (Ä)  und  Abu  Jen- 
slh  (2).  Alle  diese  Figuren  zeigen  uns,  wie  im  linearen  Bau  lang- 
gestreckter Riffe  durch  seitliche  Abzweigung  ringförmige  Kiff- 
alolle  entstehen  können.  Es  ist  interessant,  dass  in  diesem  Fall 
Atolle  entstehen  bei  einer  (s.  u.)  negativen  Strandverschiebung,  wah- 
rend nach  Darwin  positive  Strandverschiebung  eine  wesentliche 
Vorbedingung  der  Atollbildung  sein  soll.  Zugleich  lüsst  sich  hier 
kein  ursachlicher  Zusammenhang  zwischen  tler  runden  Form  des 
Atolls  und  dem  Relief  des  Untergrundes  nachweisen.  Ks  scheint 
daher,  dass  die  Atollbildung  hier  weder  durch  kreisförmige  Unterlage, 
noch  durch  »Senkung«  beeinflusst  wird,  und  vielmehr  von  anderen, 
biologischen  Factoren  abhangig  ist. 

3.  Die  Sedimente  des  Riflfes. 

An  einer  flachen,  Stürmen  ausgesetzten  Meeresküste  kann  man 
längs  des  Ufers  zwei  Anhaufungen  von  ausgeworfenen  Conchilien, 
lang  und  Fremdkörpern  beobachten.  Zuerst  im  Durchsehnittsniveau 
des  Meeresspiegel  den  Strand  wall. 
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Das  stete  Spiel  der  Wellen  bewegt  die  ausgespülten  Muschel- 
schalen, Tang,  Sand,  Steinchen  rhythmisch  auf  und  ab,  rollt  und 
schleift  an  Allem  und  zerstört  leicht  die  Verzierungen  der  Conchilien. 
Daher  lindet  man  im  Niveau  des  Meeres  in  dem  genannten  Strand- 
wall nur  selten  gut  erhaltene  Thierreste;  was  man  findet,  ist  abge- 
rollt und  rund  geschliffen.  Die  Anschauung,  dass  durch  das  rollende 
Spiel  der  Wellen  die  Muschelreste  zerbrochen  und  zerkleinert  wurden, 
ist  unrichtig;  denn  die  Entstehung  jener  geologisch  so  sehr  wich- 
tigen Ablagerungen,  welche  als  Lumachelle,  als  Muschelsand,  als 
Kalkdetritus  bezeichnet  werden,  hat,  wie  ich  weiter  unten  ausfuhren 
will,  gänzlich  andere  Ursachen. 

Längs  des  Strandes  zieht  sich  aber  häutig  noch  ein  zweiter 
Streifen  ausgeworfener  Meeresresle  entlang,  welcher  dem  sogenannten 
»Winterstrand»  an  unseren  norddeutschen  Küsten  entspricht  und  den 
ich  als  Fluthwall  bezeichne.  Dieser  Flulhwall  entsteht  durch  die 
gesteigerte  Thätigkeit  der  sturmbewegten  Wogen.  Bei  Sturm  werden 
viel  mehr  Thiere,  selbst  in  grösserer  Tiefe  erfasst  und  von  den  Wellen 
an  den  Strand  geworfen.  Das  erregte  Meer  wirft  sie  in  ein  viel 
höheres  Niveau  und  wenn  sich  der  Sturm  gelegt  hat,  berührt  die 
Durchschnillswelle  nie  den  Fluthwall  der  ausgeworfenen  Heste  wieder. 
So  kommt  es,  dass  dort  die  bestcrhaltenen  und  mannichfaltigslen 
Thicrresle  gefunden  weiden.  Sie  sind  nicht  zerbrochen  und  wenig 
abgerollt. 

Während  mich  an  der  ritlTreien  Küste  bei  Sües  und  längs  der 
Tyh wüste  der  Fluthwall  mit  seiner  reichen  Fauna  oft  erfreute,  war 
ich  enttäuscht,  als  ich  zum  erslenmale  bei  dem  Beduinendorfe  Grum 
den  Strand  hinter  dem  Korallcnrifl'  besuchte.  Eine  kärgliche  Aus- 
wahl abgerollter  Muschelrcste,  etwas  Tang  und  Seegras  und  ein  fora- 
minifercnrcichcr  Sand  waren  meine  einzige  Ausbeule.  An  manchen 
Stellen  waren  Tridacnaschalen  aufgehäuft,  aber  sie  waren  von  Fischern 
dorthin  gebracht  und  des  Fleisches  wegen  zerschlagen  worden.  Ich 
glaubte,  diese  Armuth  des  Strandes  hinter  dem  Rill*  sei  eine  locale 
Erscheinung,  ritt  drei  Tage  lang  bis  zum  Ras  Muhämmcd  so  nahe 
an  der  Küste,  als  es  der  weiche  Lehmboden  erlaubte,  und  ging  täg- 
lich einige  Stunden  am  Strande  entlang;  aber  überall  war  ich  ent- 
täuscht von  der  geringen  Ausbeute.  Nur  am  Ras  Muhämmcd,  wo 
das  Riff  sein  Ende  erreicht,  wurde  die  Strandfauna  reicher,  ein  Fluth- 
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wall  mit  vielen  Maclraschalen,  einige  kostbare  Aspcrgillumröhren,  Hel- 
lene schöne  Echinodermen  und  zwischen  ihnen  unzählige  Einsiedlcr- 
krehse  (Coenobita  rugosa),  welche  mit  ihrer  Seheerc  das  Gaslrojioden- 
haus  verschliessen,  als  ob  ein  Operculum  darauf  wiire,  Alles  das  trat 
erst  auf,  als  das  Riff  sein  Ende  erreicht  halte. 

Doch  diese  Thatsachc  ist  nicht  so  wunderbar,  als  es  mir  an- 
fangs erschien.  Ein  Blick  auf  das  Meer  lehrt,  dass  die  Brandungs- 
welle sich  bricht  an  der  pclagischen  Kante  des  Riffes.  Ein  weisses 
Schaumband  zieht  sich  längs  der  Küste  und  bezeichnet  die  Stelle, 
wo  das  Riff  beginnt.  Im  Schulze  dieses  Wellenbrechers  kann  man 
noch  bei  ziemlich  bewegter  See  ruhiges  Wasser  linden  und  bis  zum 
Hals  im  Wasser  herumwandeln.  Der  Mangel  eines  Fluthwallcs,  die 
Thierarmuth  des  Strandes  hinter  dem  Riff  sind  eine  einfache  Folge 
jenes  Wellenbrechers  in  der  See. 

In  einein  Wüstenlande  tritt  aber  noch  ein  zweiler  Factor  hinzu, 
der  die  Entwicklung  einer  Strandfauna  verhindert:  es  ist  der  Flug- 
sand und  der  Feldspathstaub.  Die  durch  den  natürlichen  Wellen- 
brecher geschwächte  Woge  kann  den  ins  Meer  getriebenen  Sand 
nicht  wieder  auswerfeu,  das  Wasser  wird  seicht,  es  bilden  sich 
Tümpel,  an  deren  Roden  das  Kochsalz  sich  in  weissen  Krusten  aus- 
scheidet; in  ihnen  können  nur  noch  Cerithicn  ihr  Leben  fristen. 
Rechnen  wir  zu  allen  diesen  Umstunden  noch  jene  Thalsache,  dass 
sich  an  den  Küslen  des  Meerbusen  von  Sües  eine  negalive  Ver- 
schiebung der  Elementengrenze  vollzieht,  so  ist  damit  zur  Genüge 
erkliirt,  warum  der  Strand  hinler  dem  Riff  eine  so  auffallige  Thier- 
armuth zeigt. 

Das  Saumriff  konnte  leicht  zu  Fuss  untersucht  werden,  da  das 
Wasser  I — 2  in  tief  ist  und  nur  an  der  Riffkanle  tiefere  Kücken 
und  Brunnen  auftreten  ;  aber  auch  dort  kann  man  sich  mit  einiger 
Vorsicht  immer  im  mannstiefen  Wasser  bewegen,  und  die  Gefahr,  in 
eine  jener  Lücken  zu  stürzen,  ist  bei  ruhigem  Wasser  nicht  so  gross, 
wenn  man  einen  Begleiter  hat,  und  mit  einem  Stock  die  Festigkeil 
der  Korallenschirme  prüft.  Die  Gefahr  der  Haitische  auf  dem  Riff 
scheint  mir  von  den  Eingeborenen  übertrieben  zu  werden,  denn  ich 
habe  nur  1—2  m  lange  Individuen  beobachtet;  auch  die  grossen 
Rochen  entfliehen  so  wie  man  sich  ihnen  niihert.  Die  Füsse  muss 
man  bis  zum  Knie  dicht  mit  Binden  umwickeln  und  durch  Bastschuhe 
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schützen,  du  dio  Korallen  die  Haut  verletzen.  Will  man  Korallen 
mit  den  Iiiinden  abbrechen,  so  empfehlen  sich  Handschuhe,  da 
man  sonst  leicht  blutende  Hände  bekommt.  Besser  ist  ein  kleiner 
massiver  gutgcsttthllcr  Spaten  /um  Ablösen  der  Korallen.  Zeichnungen 
und  Notizen  wurden  auf  einem  leichten  Heissbrett  direct  auf  dem 
Hilfe  gemacht. 

Die  Riirsedimente  sammelte  ich  in  (deutlich  nummerirte)  Lein- 
wandsUckchen.  Die  Nummer  wird  notirt,  und  die  Sackchen  in 
der  Sonne  getrocknet,  sodann  ihr  Inhalt  in  dicke  I'apiersltekehon 
verschlossen  und  diese  genau  eliketlirt. 

Als  Grundlage  für  meine  Aufnahmen  bei  Grüm  diente  mir  die 
englische  Hafenkarte  von  Tor  (Tor  Harbour  7"),  welche  ich  in  vier- 
mal vergrösserlem  Maassstabe  halte  autographiren  lassen,  so  dass  ich 
täglich  ein  neues  Blatt  für  meine  Eintragungen  benutzen  konnte.  Das 
Sirandriff  bei  Grüm  habe  ich  auf  diese  Weise  acht  Tage  lang  je 
i — 5  Stunden  begangen,  und  der  Aufenthalt  im  mannsliefen  Wasser 
war  oft  angenehmer,  als  der  in  der  kühlen  Lull  am  Strande. 

Etwas  schwieriger  war  die  Untersuchung  des  pelagisehen  Hilms 
Erg  Tor.  Der  neuernannte  deutsche  Konsularagent  Hannen  in  Tor, 
der  die  Empfehlungsschreiben  von  E.  Haeckel,  v.  Ransonnet  und 
anderen  Gelehrten  mit  besonderem  Slolzc  vorzeigt,  half  mir  in  der 
zuvorkommendsten  Weise.  Er  selbst  oder  einer  seiner  Sohne  be- 
gleitete mich  mit  seinem  Segelboot  auf  das  Riff,  und  Basii.i  Hannen 
tauchte  mit  den  gemietheten  Negern  um  die  Welte.  Mein  Interesse 
für  abgestorbene;  Korallenstöcke,  oder  gar  für  Sand  und  Scepllanzen 
fand  freilich  nur  wenig  Verständnis*,  und  mit  mitleidigem  Bedauern 
sah  man  mich  an,  wenn  mir  die  abgestorbenen  Koralleniisle  mehr 
Freude  machten,  als  die  farbenprächtigsten  Schirme.  Doch  allmählich 
gewöhnten  sich  die  Leute  daran  und  lernten  auch  mil  Loth  und 
Dredge  umgehen.  Ich  hatte  eine  Eimerdredge  von  starkem  Zinkblech 
mitgenommen,  deren  Rand  durch  aufgenietete  scharfe  Eisenbünder 
verstärkt  war.  Der  Henkel  konnte  herausgenommen  werden,  wenn 
er  sich  verbogen  halte  und  ebenso  beim  Verpacken. 

Da  die  englische  Seekarte  nach  Faden  durchlothet  ist,  so  halte 
ich  auch  meine  Lolhleine  und  Reserveleine  durch  F"adenknoten  ab- 
getheilt.  Das  Loth  war  2  Kilo  schwer,  durch  einen  Mennigeanslrich 
vor  dem  Rosten  geschützt,  und  an  seiner  Basisflache  war  die  Grube 
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zur  Aufrahme  des  Talges.  Mit  Rücksicht  auf  das  heisscre  Klima 
halle  ich  ein  Talggemenge  mitgenommen,  das  bei  30°  noch  zähe 
blich. 

War  durch  das  Loth  die  Tiefe  des  Wassers  und  die  Beschaffen- 
heit des  Sedimentes  festgestellt,  und  bot  letzteres  besonderes  Inter- 
esse, so  wurde  die  Dredgc  hinuntergelassen,  die  Taucher  sprangen 
nach  und  füllten  sie  am  Meeresgrund.  Nur  am  letzten  Tage  wagte 
ich  es,  die  Dredge  in  solchen  Tiefen  ziehen  zu  lassen,  wo  die  Taucher 
nicht  mehr  arbeiten  konnten.  Dreimal  schien  sie  verloren,  und  es 
erforderte  lange  Arbeit,  sie  aus  den  Klippen  freizumachen. 

In  anschaulicher  Weise  schildert  Kunzinger  ')  und  im  Anschluss 
an  ihn  0.  Fhaas  das  Leben  auf  dem  Riff  in  Kossör,  und  unterscheiden 
fünf  verschiedene  Zonen.  Ich  habe  dieselben  nicht  in  gleicher  Schürfo 
beobachten  können  und  will  daher  nicht  den  Versuch  machen,  das 
Schema  von  Kosser  auf  Grüm  zu  übertragen,  sondern  ich  werde 
versuchen,  die  verschiedenen  Gebiete  auf  und  an  dein  Iliff  als  ver- 
schiedene Stadien  eines  einheitlichen  Processes  darzustellen  und  mit 
meiner  Schilderung  dort  beginnen,  wo  das  lliff  in  seiner  Blüthc 
steht. 

Tausende  kleiner  Korallenthiere  sprossen  auseinander  hervor 
und  bilden  den  Korallenstock;  ein  festes  Concnchym  verbindet  die 
einzelnen  Kelche  und  das  Individuum  vermag  seinen  Standort  nicht 
zu  wechseln.  Wohl  kann  es  mit  Hülfe  seiner  zarten  Tentakeln  ein 
kleines  Nachbargebiet  tastend  durchgreifen,  aber  der  Nahrungserwerb 
kann  durch  solche  active  Bewegungen  nicht  auf  verschiedenem  Ge- 
biete ausgeübt  werden.  So  sind  jene  unzähligen  Thierchen  darauf 
angewiesen,  dass  die  Welle  ihre  Nahrung  herbeitrügt.  Gin  bcwegles, 
stets  mit  frischer  Nahrung  erfülltes  reines  Wasser  ist  daher  die  not- 
wendige Voraussetzung  des  Korallenlebcns.  Indem  sich  die  Individuen 
zum  Stocke  vereinen,  gewahren  sie  sich  gegenseitig  einen  mechani- 
schen Schutz,  und  je  starker  die  Welle  daherbrandet,  desto  enger  und 
gedrängter  müssen  sie  sich  zum  Stocke  verbinden;  dem  horizontalen 
Sloss  des  Wassers  muss  der  Stock  einen  möglichst  geringen  Wider- 
stand bieten  und  zugleich  so  gebaut  sein,  dass  allen  ihn  zusammen- 
setzenden Kinzelthicren  gleichmassig  viel  Nahrung  zugeschwenunl  wird. 
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Mögen  in  den  Tiefen  des  Oceuns  Einzelkorallen  leben  und  gedeihen 
können,  das  Lebenselenient  des  Korallenstockes  ist  die  bewegte  Flach- 
scc.  Und  eine  einfache  Anpassung  an  die  Lebensbedingungen  der 
Brandungszone  ist  die  schirmförmige  Gestalt  der  Korallenslöckc ;  eine 
Gestalt,  welche  viel  Oberfläche  und  wenig  seitlichen  Widerstand 
bietet. 

Allein  noch  eine  weitere  Bedingung  muss  erfüllt  sein,  wenn  ein 
Korallenstock  wachsen  und  gedeihen  soll.  Die  bis  3  in  breiten, 
mehrere  Centner  schweren  Korallenschirme  erheben  sich  auf  einem 
relativ  schmalen  Stiel.  In  ihm  ist  das  Cönenchym  um  mächtigsten 
entwickelt  und  nur  vereinzelte  Kelche  ernähren  ihn;  noch  weniger 
Korallenthicre  aber  enthalt  die  lappige  Cönenchymbasis,  mit  welcher 
der  Stock  aufgewachsen  ist.  Auf  sandigem  oder  leicht  zerbröckeln- 
dem Untergrund  kann  aus  rein  physikalischen  Gründen  ein  2  m  breiter 
Madreporcnschirm  nicht  festwachsen  —  die  erste  hohe  Welle  würde 
ihn  abbrechen.  Wie  fest  manche  Korallen  aufgewachsen  sind,  das 
merkt  man,  wenn  die  Taucher  mit  einem  kleinen  Brecheisen  oder 
mit  Hammer  und  Meisel  unler  Wasser  arbeilen.  Manchen  schönen 
seltenen  Stock  habe  ich  dem  Meere  lassen  müssen,  bloss  weil  ich 
ihn,  selbst  mit  Hammer  und  Meisel,  nicht  abzulösen  im  Stande  war. 
Ein  fester,  nicht  verschiebbarer  Untergrund  ist  daher  eine  wesent- 
liche Vorbedingung  für  das  Gedeihen  von  RifTkorallen.  Mag  er  von 
anstehenden  Felsen  oder  von  Koralleniisten  gebildet  sein,  welche 
durch  Kulkalgen  verkittet  wurden,  nur  auf  ihm  wird  sich  ein  Ko- 
rallenriff ansiedeln. 

Bei  der  so  Uberaus  intensiven  Vermehrung  durch  Theilung  und 
Sprossung  spielt  die  geschlechtliche  Fortpflanzung  der  Korallen  nur 
eine  untergeordnete  Bolle,  obwohl  naturgemikss  nur  auf  diesem  Wege 
die  Bildung  neuer  Stöcke  erfolgen  kann,  sofern  nicht  der  von  Klin- 
ziNGEn  beobachtete  Vorgang  einer  Knospenablösung  bei  Balanophyllia 
genunifera  auch  bei  anderen  Korallen  vorkommt.  Die  befruchteten 
Embryonen  und  Larven  schwimmen  frei  im  Wasser  umher  und  mögen 
vielleicht  einen  Theil  der  Nahrung  benachbarter  Korallen  bilden.  Das 
ist  wohl  auch  einer  der  Gründe,  weshalb  so  selten  eine  Korallen- 
colonie  auf  einer  anderen  lebt.  Sobald  sich  eine  Larve  dem  leben- 
den Stock  nähert,  wird  sie  von  den  Millionen  kleiner  Tentakeln  ge- 
wiss ebenso  ergriffen,  durch  die  Nesselorgane  beUlubt  und  endlich 
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verzehrt,  wie  jedes  andere  im  Seewasser  flollircndc  Infusor.  Ein 
anderer  Grand  ist  der,  dass  das  Cünenchym  in  gleicher  Weise  wie 
der  Kelch  mit  einer  Sarkodehaut  überzogen  ist.  Nur  da,  wo  die 
Sarkode  durch  eine  Verletzung  entfernt  wurde,  kann  sicli  eine  kleine 
Korallengastrula  festsetzen  und,  durch  Knospung  sich  vermehrend, 
einen  Stock  bilden,  der  unter  Umstanden  den  darunter  befindlichen 
Stock  Überwachsen  und  aushungern  kann.  Der  von  Ehremierg ')  auf- 
gestellte Satz,  dass  keine  Koralle  auf  einer  anderen  wachse,  erleidet 
viele  Ausnahmen.  Im  Allgemeinen  wird  allerdings  die  Regel  sein, 
dass  der  Tod  des  einen  Stockes  vorausgehen  muss,  ehe  sich  ein 
/.weiter  darauf  ansiedeln  kann. 


Kip.  it.    Wa  <•  Ii  s  Um  m  «inil  A  I)  s  l  erben  eines  S(  y  In  pli  o  ra  s  I  or  ke  >  . 
I.  Lebende  Asle.    2.  Abgestorbene  Aste.    3.  kalksnnd. 

Die  centralen  Aste  eines  Stockes  sind  zuerst  entstanden,  sie 
sterben  auch  zuerst  wieder  ab.  SlMMtH*)  erklärt  die  centrale  abge- 
storbene vertiefte  Partie  von  l'ori lesstücken  dadurch,  dass  sie  bei 
Ebbe  vom  Wasser  enlblöst  und  endlieh  durch  Regenwasser  ausge- 
waschen würde.  Diese  Voraussetzung  trifft  für  den  Meerbusen  von 
Sües  nicht  zu,  in  dem  ich  niemals  einen  vom  Wasser  ganz  oder  thcil- 
weise  entblöslen  lebenden  Korallensloek  beobachtete,  trotzdem  ich 

t)  RllMMMnn,  Uber  die  Natur  und  llilduni>  der  Knralleuhänle  des  rollien 
Meeres.     Aldi.  d.  Herl.  ALad.  d.  Wissenseli.  1834.  S.  50. 

Ii  Sbhpbh,  Die  n»lürllcli«n  Existenzbedingungen  der  Tliiere.  II.  S.  33. 
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zu  allen  Zeiten,  bei  Ebbe  wie  bei  Floth,  stundenlang  auf  dem  Riffe 
war.  Der  SemperscIic  Erklärungsversuch  lüsst  sich  daher  auf  die 
von  mir  untersuchten  Gebiete  nicht  übertragen.  Da  aber  hier  die 
halbabgeslorbenen  Kuralienstücke  häufig  sind,  und  da  es  die  mittle- 
ren Ullcslen  Aste  des  Stockes  sind,  welche  zuerst  absterben,  so 
scheint  mir  die  Anschauung  naturgemass,  dass  es  sich  hier  um  einen 
Tod  aus  Altersschwache  handelt  und  dass  die  Lebensdauer  eines 
Korallenstockes  begrenzt  sei.  Am  schönsten  lüsst  sich  dieser  Ab- 
sterbeprocess  an  Stylophora  verfolgen  und  die  obenstehenden  Milder 
veranschaulichen,  w  ie  ein  solcher  Stock  wftcfast  und  stirbt  (Fig.  22). 
Aber  auch  andere  Gattungen  zeigen  ähnliche  Bilder  und  lassen1  er- 
kennen, wie  die  mittleren  (schwarz  bezeichneten)  ältesten  Theile  ab- 
sterben, wahrend  der  Band  des  Stockes  noch  kräftig  weiter  wachst 
und  gedeiht  (Fig.  23,  24). 


In  dem  Muasse  als  die  centralen  Theile  eines  Stockes  sterben, 
siedeln  sich  Algen,  Florideen,  Bryozocn,  Scrtularicn  und  andere  Po- 
lypen, Gorgonidcn  und  viele  kleine  Organismen  auf  ihnen  an.  Die 
Krebschen,  welche  in  grosser  Zahl  und  aus  allen  Familien  zwischen 
den  Ästen  der  Koralle  leben,  linden  darauf  eine  willkommene  Nah- 
rung, grosse  Krebse  oder  Fische  mit  kräftigen  Schneidezähnen  weiden 
daran  und  unterstützen  den  Zerstörungsprocess.  Wohl  sendet  der 
Stock  immer  aufs  Neue  seitliche  Aste  aus,  aber  sein  Mark  wird  zer- 
stört. Lilhodomus,  welche  schon  in  lebenden  Asten  häufig  einge- 
senkt ist  und  nur  durch  ein  kleines  Loch  mit  der  Aussenwelt  com- 
municirt,  bohren  sich  in  ganzen  Schaaren  in  die  abgestorbenen  Äste, 
so  dass  man  beim  Durchschlagen  derselben  alles  von  2  cm  langen 
Löchern  durchwühlt  findet;  Anneliden,  oft  GO  cm  lang,  nagen  lauge 
vielgewundene  Glinge  durch  das  Guienchym  und  grössere  Krebse  und 


Fig.  13.  Halbabgeslor- 
bener  Poritessl  oc  k. 


Fig.  *4.  Halbabgealorbener  Coeloria 
stock. 
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Fische  stellen  wieder  diesen  weiehhüuligen  Würmern  nach.  Was  sich 
lockert  oder  von  den  grösseren  Thieren  abgebrochen  wird,  das  zer- 
kleinert das  Tieer  kleinerer  Raubthiere,  und  allmählich  wird  aus  dem 
farbenprächtigen  Korallenstock  ein  unscheinbares  algcnbewachsenes 
tropfsteinartiges  Gebilde,  das  nur  noch  auf  dem  Querbnich  die 
Korallenstructur  erkennen  lässt,  denn  die  Kelche  wurden  zuerst 
zerstört. 

Auf  den  todten  Ästen  siedeln  sich  rothe  und  grüne  Algen,  Ac- 
tinien,  Synascidien  an,  kleinere  Astenden,  Ophiuriden,  Gasleropoden  etc. 
leben  darauf,  hUufig  angepassl  an  die  dunkelrothe  Farbe  der  Kalk- 
algen.  Zwischen  den  Algenrasen  kriechen  kleine  Foraminifercn  umher 


Fig.  25.  TreppenfiiriniKer  Aufbau  eines  Matlrcporrnriffcs. 

und  bilden  wohl  die  Nahrung  vieler  Thiere.  Der  Algenlhallus 
corrodirt  die  Oberfläche  der  Koralle;  immer  mehr  und  gerade  die 
zarten  Kelehsepten  gehen  am  raschesten  zu  Grunde.  Wo  zwei  Äste 
übereinander  liegen,  da  werden  sie  verkittet  durch  Bryozoenrinden 
oder  noch  hikuliger  durch  dunkelrothe  Kaikaigen  (Lithophyllum).  Wie 
Lebermoose  an  feuchten  Mauern,  so  kriechen  die  lappigen  Blattchen 
überall  herum  und  verkitten  und  überrinden  alle  Korallenüsle  am 
Hoden.  Dadurch  aber  wird  ein  fester  Rost  geschaffen,  auf  dem  neue 
Korallcncolonicn  sich  anzusiedeln  vermögen. 

Wirblig  für  den  Gesammlbau  der  Riffe  ist  es,  dass  die  zahl- 
reicheren und  charakteristischen  Formen  in  ihrer  vcrlicalen  Höhe  eine 
gewisse  Grenze  nicht  überschreiten.    Besonders  Madrepora  corymbosa 
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und  ahnliche  Arten,  welche  durch  ihre  Zahl  dominiren,  weiden  seilen 
höher  als  ein  Drittel  des  Schirmdurchmessers.  Auch  Slylophora  über- 
schreitet nicht  eine  gewisse  entsprechende  Höhe.  Dadurch  wird  die 
Oberfläche  des  Riffes  treppen  förmig  gestaltet.  Eine  Schirmplatte  setzt 
sich  auf  die  andere  auf  und  das  Riff  ersteigt  man  auf  cin/.elnen  Stufen. 
Andere  Formen,  wie  Coeloria,  Pocillopora  u.  s.  w.  bringen  eine  gePällige 
Abwechslung  in  den  Bau  des  Riffes,  doch  geben  ihm  die  schirm- 
förmigen Stöcke  seinen  typischen  Charakter  (s.  obenstehende  Fig.  25 
und  Taf.  IV).  Aber  ich  will  schon  an  dieser  Stelle  darauf  hinweisen, 
dass  dadurch  keine  horizontal  gefügte  Masse  entsteht,  denn  die  fos- 
silen Riffe  sind  vertical  zerklüftet. 

Die  allgemeine  Anordnung  der  Korallen  auf  dem  Riff  möchte 
ich  am  liebsten  mit  einem  Parke  vergleichen.  Zwischen  blühenden 
Buschgruppen  und  buntfarbigen  Blumenbeeten  verschlingen  sich 
sandbedeckte  Wege;  bald  verschinülern  sie  sich  zwischen  hohen 
Büschen,  münden  wohl  auch  in  eine  schaltige  Grotte,  bald  ver- 
breitern sie  sich  zu  kiesbedecklen  Platzen.  Genau  so  verhalten  sich 
die  bunlen  Korallencolonien  zu  den  weissen  Detritusgebieten.  In  den 
inneren  Rifftheilen  wandelt  man  zwischen  flachen  Korallenbeelen  auf 
den  sandbedeckten  Wogen  umher.  Nach  der  Rillkanle  zu  weiden 
die  Korallenbecle  zu  2 — 3  m  hohen  Gruppen  und  der  Delrilussand 
nimmt  geringere  Räume  ein. 

Wie  ich  schon  einleitend  erwähnte,  das  Riff  wüchst  und  gedeiht 
am  besten  an  der  Riffknnte,  und  der  gegen  das  Ufer  zunehmende 
Delrilussand  zwischen  den  Korallen  lehrt  uns  ein  wichtiges  Capitcl 
aus  der  Lebens-  oder  besser  Sterbensgeschichte  des  Riffes. 

Von  Zweischalern  ist  C.hnma  hUulig,  aber  so  mit  Algen  bewach- 
sen, dass  sie  schwer  zu  erkennen  ist;  nächst  ihr  aber  isl  Tridacna 
das  auffälligste  Weichthicr  auf  dem  Rill*.  Bei  Grüm  freilich  ist  sie 
seilen,  aber  hier  wird  sie  als  Nahrungsmittel  viel  abgesucht.  Am 
RAs  Muhammcd  jedoch  waren  manche  Stellen  mit  Tridacna  übersäet, 
ein  Thier  lag  xh  Meter  vom  anderen.  Der  grünblaue  Manlelsaum 
derselben  trug  nicht  unwesentlich  bei  zur  Farbenpracht  der  dor- 
tigen Riffe.  (Die  Korallen  sind  meist  grün,  olivenbraun  und  violett, 
nur  Slylophora  ist  gewöhnlich  hellroth.) 

Meine  Bemühungen,  grössere  Kalkalgenlager  auf  dem  Rille  zu 
linden,  waren  vergeblich.    Am  Landungsplätze  der  Fischerboote  bei 
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Grüm  lagen  eine  ganze  Anzahl  20  cm  grosser,  linsen  Förmiger  Litho- 
thainniumknollen ;  einige  derselben  hatten  Korallen  mit  einer  5  cm 
dicken  Kruste  überwachsen,  aber  die  Fischer  konnten  mir  nicht  an- 
geben, wo  die  Stücke  herstammten,  und  es  war  mir  nicht  möglich, 
das  Algenlager  aufzufinden.  An  einer  Bucht  von  Ghasuläni,  östlich 
vom  W&s  Muhammed,  fand  ich  den  Strand  ganz  übersäet  mit  grünen 
Lithothamnien  und  mit  Corallinaknollen.  Ich  hoffte,  auf  dem  Rück- 
weg die  Stelle  niiher  untersuchen  zu  können,  allein  Wassermangel 
zwang  mich,  einen  kürzeren  Weg  einzuschlagen. 

Somit  bin  ich  ausser  Stand  festzustellen,  uoter  welchen  Bedin- 
gungen die  gefundenen  Algen  lebten,  und  welchen  Antheil  sie  nehmen 
an  dem  Bau  gewisser  Rilfslrecken.  Nur  die  schon  erwähnten  Litho- 
phyllumrinden  findet  man  überall  auf  allen  abgestorbenen  Korallen- 
itslen  als  dünnen  Überzug.  Leider  brechen  diese  dünnen  Rinden  beim 
Dünnschleifen  gewöhnlich  ab  und  trotz  aller  Sorgfalt  konnte  ich  keine 
zusammenhangenden  Bilder  gewinnen.  Um  also  nicht  ein  Combina- 
lionsbild  geben  zu  müssen,  habe  ich  auf  Taf.  VI,  Fig.  I  einen  Schliff 
dargestellt  durch  eine  Limaschale,  welche  von  Kalkalgen  überrindcl 
wurde,  aus  dem  Golf  von  Neapel. 

Die  scheerent  ragenden  grösseren  Krebse,  (Macruren  und  Bra- 
dryuren),  entwickeln  eine  staunenswerte  Geschicklichkeit  im  Zer- 
brechen und  Zerkleinern  von  Muschelschalen,  Kchinodermenskelclten 
und  Fischleichen.  Indem  sie  zwischen  den  Korallenslöcken  jagen, 
brechen  sie  die  todten  Äste  ab,  welche  ihnen  das  leckere  Wild  ver- 
birgt und  der  Hunger  eines  50  cm  langen  Krebses,  wie  ich  ihn  auf 
dem  Riff  des  Ras  Muhammed  ling,  ist  gewiss  nicht  rasch  gestillt. 
Schon  vor  mehreren  Jahren  habe  ich  in  der  zoologischen  Station  zu 
Neapel  Beobachlungsreihen  begonnen  Uber  die  Lebensweise  der  Krebse, 
und  ihre  geologische  Bedeutung.  Keine  Thierleiche  sinkt  am  Meeres- 
gründe nieder,  die  nicht  sofort  von  allen  Seiten  Krebse  anlockt.  Mit 
bewunderungswürdiger  Schnelligkeit  zerzupfen  sie  das  Fleisch,  zer- 
reissen  und  zerbrechen  die  Skelette  und  holen  aus  dem  kleinsten 
Stückchen  noch  Fleischreste  mit  ihren  Kaufüssen  heraus.  Mögen 
hohrende  Naticazungen,  oder  Vioa  den  Process  eingeleitet  haben,  die 
scheerent  ragenden  Krebse  vollenden  ihn,  und  jene  machtigen  Ab- 
lagerungen von  Dctrituskulkcn,  welche  sowohl  in  der  Gegenwart, 
wie  in  vergangenen  Eidepochen  eine  so  grosse  Rolle  bei  der  Sedi- 
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mentalion  gespielt  haben,  sind  in  erster  Linie  ein  Werk  der  Krebse. 
Die  Zahl  der  Krebse  auf  der  Secca  di  Benda  Paluramo  im  Golfe  von 
Neapel  ist  erstaunlich,  und  ebenso  unzählbar  sind  die  Schaaren  der 
kleinen  und  grossen  Krebse,  welche  die  Rille  des  Rothen  Meeres  be- 
völkern. Sie  sind  die  Strassenpolizei  des  Meeres  und  sorgen  dafür, 
dass  nirgends  faulende  verwesende  Massen  am  Meeresgründe  sich 
ansammeln  (ebenso  wie  die  Einsiedlerkrebse  den  Strand  des  Rothen 
Meeres  von  allem  Verwesenden  reinigen).  Hierbei  zerkleinern  und 
zerbrechen  sie  alle  Skelettlheilc. 

Die  Brandung  vermag  nur  zu  rollen  und  zu  schleifen,  die  Krebse 
aber  erzeugen  scharfkantige  Lumacheilen,  Muschelbreccien  und  De- 
trituskalke,  und  spielen  somit  eine  wichtige,  geologische  Rolle  am 
Meeresgrund. 

Es  ist  von  einiger  Bedeutung,  darauf  hinzuweisen,  dass  auf  dem 
lebenden  RilT  terrigene  Sedimente  so  seilen  sind  und  so  isolirl  auf- 
treten, dass  man  anzunehmen  geneigt  ist,  sie  seien  durch  Zerstörung 
submariner  Klippen  entstanden,  nicht  aber  durch  das  Meer  trans- 
portirt  worden.  Ich  glaube,  dass  hütilig  die  Transporlkrafl  des  Meeres 
für  terrigene  Sedimente  überschätzt  wird.  Die  Thatsachc,  dass  im 
Seewasser  jede  Husstrübe  15  mal  so  rasch  niedersinkt  als  im  Süss- 
wasser,  die  Betrachtung  des  submarinen  Küslenabfalls  an  Dellagebieten, 
die  geringe  Verbreitung  der  Deltasedimente  in  das  Meer  hinaus,  dürfen 
bei  Beurtheilung  jener  Trage  nicht  ubersehen  werden.  Die  Chloride 
des  Seewassers  zersetzen  die  Felsen  am  Meeresgrunde  ebenso,  wie 
es  P.  Sciiiri.it/  '}  für  die  Küstengesleinc  nachgewiesen  hat,  und  die 
Sanidinsande  finden  sich  auf  der  Secca  di  Benda  Palummo  im  Golf 
von  Neapel  ebenso,  wie  an  den  Küsten  von  Sorrent  und  Ischia  — 
obwohl  diese  drei  Stellen  durch  weile  schlammbedeckte  Gründe  voll- 
ständig geschieden  sind. 

Auf  dem  Korallenriff  werden  fast  alle  Lücken  durch  daselbst 
gebildeten  aulhigenen  Kalksand  ausgefüllt.  C.  Keller2)  hat  sehr  klar 
ausgeführt,  wie  das  Lichlbedürfniss  der  Korallenarlen  verschieden  ist, 
und  leitet  davon  die  Höhlenbildung  auf  dem  Rille  ab.  Wenn  es  sich 
nachweisen  Hesse,  dass  die  Rill'korallen  mit  Algenzellen  in  der  gleichen 

I)  J.  Waltiier  und  P.  SaiinnTZ,  Studien  zur  Geologie  des  Golfes  von  Neapel. 
Zeitschrift  d.  d.  gool.  Ges.  1886. 

2}  I'..  Kf.li.kr.  Mad.igascar.  itiHl. 
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Symbiose  lebten,  wie  viele  Aktinien'),  so  wäre  jene  Anschauung 
leicht  verstandlich  und  es  würde  auch  erklärlich  sein,  wovon  die 
Korallenthiere  leben,  wenn  das  pelagische  Thierleben  ihnen  einmal 
wenig  Nahrung  bietet. 

Ob  alle  Lücken  auf  dem  RilT  wirklich  ausgefüllt  werden,  oder 
ob  ein  Theil  der  viel  verschlungenen  Hohlen,  welche  das  Rifl*  durch- 
ziehen, nicht  Höhle  bleibt,  darüber  habe  ich  keine  abschliessenden 
Beobachtungen  machen  können ;  ich  halte  es  nach  meinen  Erfahrungen 
auf  dem  Riff. nicht  für  ausgeschlossen,  und  will  auf  die  theoretische 
Bedeutung  dieser  Erscheinung  für  die  Entstehung  von  Hohlen  in» 
Kalkgebirge  nur  beiläufig  hinweisen. 

In  dem  Maasse  als  man  sich  von  der  RilTkantc  aus  dem  Ufer 
nähert,  nehmen  die  Korallen  ab  und  die  Delrittissaude  zu,  bis  end- 
lich am  Strande  auch  terrigene  Elemente  sich  am  Sediment  bethei- 
ligen. Wahrend  an  der  bewegten  Brandungszone  der  RilTkante  die 
Madreporen  herrschen,  werden  sie  nach  der  Küste  zu  immer  seltener 
und  Stylophora  bildet  die  charakteristische  Form  dieser  inneren  Zone. 
Die  von  Kli  nzingkr  vorgeschlagenen  Namen  Madreporenzone  und  Stylo- 
phorazone  sind  glücklich  gewählt  und  bestimmen  den  Typus.  Die 
Madreporen  wachsen  meist  als  flache  Schirme;  Stylophora  hat  keine 
brandenden  Wogen  zu  brechen,  sie  strebt  mehr  verlical  in  die  Höbe 
(s.  Fig.  22).  Gegen  die  Küste  zu  werden  auch  sie  immer  kümmer- 
licher; halbabgestorbene  Stöcke  sind  häufig,  schwarze  Echinomelra 
lucunter  liegen  zu  Tausenden  im  Sande,  und  ihre  zerbrochenen  Stacheln 
färben  ihn  häufig  grau. 

So  stirbt  das  Riff  schrittweise  nach  der  Küste  zu  ab.  Algen 
und  Phancrogamen  bilden  im  seichteren  Wasser  wenig  erhöhte 
Rasen,  Thalassia  Hemprichii,  Cymodocea  serrulata,  C.  eiliala,  Halo- 
philc  stipulata  machen  sich  breit.  Dazwischen  ist  der  Grund  ge- 
pflastert mit  kleinen  schwarzen  Mytilus,  so  dass  der  Fuss  knirschend 
darüber  hinweg  schreitet.  Dirccl  am  Strande  scheint  das  Korallen- 
leben aufs  Neue  zu  beginnen,  flache  Korallenfelsen  bilden  ihn ;  jedoch 
es  ist  nur  ein  subfossiles  Riff,  das  die  Wellen  vom  bedeckenden  Sande 
entblösl  haben.  Eine  Grenze  zu  ziehen  zwischen  dem  lebenden  Riff 
und  diesen  subfossilen  Felsen  ist  schlechterdings  unmöglich  und  so 

I)  Hhanut,  Über  Symbiose  von  Algen  und  Tliieren.   Arcb.  f.  AnaC.  und 
Pbysiol.  ISS2. 
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mischen  sich  auch  am  Strande  die  Reste  lebender  Thiere  mit  den 
gebleichten,  oder  durch  Thonschlamm  gelb  gefärbten  Fossilien  einer 
jüngstvergangenen  geologischen  Periode. 

Das  Aquarell  der  Tafel  IV  giebt  in  seiner  oberen  Hälfte  ein  Bild 
von  der  Oberfläche  eines  Hilles  in  jener  Smaragdfarbe,  wie  ich  sie  bei 
Grüm  Öfters  beobachtete.  Links,  dem  Ufer  nahe,  sind  grUne  Pflanzcn- 
rasen,  polsterarlig  erhöht,  dazwischen  die  schwarzen  Mytiluspflasler. 
Nach  rechts  schliesst  sich  die  Zone  der  rothgelben  Stylophora,  zwischen 
deren  Stöcken  die  schwarzen  Echinometren  liegen.  Darauf  folgt  die  Zone 
der  olivgrünen  Madreporen  mit  ihrem  treppenartigen  GefUge  und  tiefen 
Lücken,  weiter  rechts  wird  das  Wasser  rasch  mehrere  Meter  tief  und 
das  Riff  erreicht  sein  Ende.  Die  untere  Hälfte  des  Bildes  ist  als 
Durchschnitt  durch  dasselbe  Riff  gedacht,  und  wurde  aus  einer  An- 
zahl natürlicher  Durchschnitte  componirt,  um  das  allgemeine  vertieale 
Gefügc  des  abgestorbenen  Riffes  und  das  Verhältnis*  der  (dunkel  schraflir- 
ten)  Korallenstöcke  zu  dem  (hellen)  Füllsand  zur  Darstellung  zu  bringen. 

Nach  Fraas  I.  c.  S.  192  ist  das  Vorkommen  von  Schwefel  am 
G.  Djimseh  und  von  Petroleum  am  G.  Set  eine  Erscheinung,  welche 
im  Zusammenhang  steht  mit  dem  Absterben  des  Riffes.  Nach  dem 
Bericht  des  Herrn  Ingenieur  Michel  aber,  welcher  die  Bohrungen  am 
G.  Set  leitet,  und  nach  den  Gesteinsproben  von  dort  im  Museum  von 
Cairo  nimmt  das  Petroleum  nach  der  Tiefe  an  Menge  zu  und  es  befindet 
sich  das  eigentliche  Pelroleumlager  in  der  Kreide,  vielleicht  sogar 
im  nubischen  Sandstein. 

Iber  das  Schwefellager  au  den  Korallenriffen  von  Djimseh  be- 
richtet Herr  Michel,  dass  es  in  Verbindung  stehe  mit  einer  Schwefel- 
quelle. Dieselbe  Verknüpfung  von  Schwefelquellen  am  G.  HammAm 
Pharaün  und  G.  Hammdm  Müsa  der  Sinaihalbinsel  mit  vergypsten 
Kalkschichten  und  Gypslagern  wurde  von  mir  schou  oben  erwähnt. 

4.  Marine  Oolithe. 

In  der  Nahe  von  unbedeutenden  Korallencolonicn  treten  bei  Sües 
und  in  höherem  Maassc  am  Rand  der  Tyhwüstc  recente  Oolilhsaude 
auf,  welche  ein  gewisses  Interesse  beanspruchen  dürften.  Es  ist  aber 
mehr  die  räumliche,  als  die  genetische  Beziehung,  welche  mich  ver- 
anlasst, im  Anschluss  an  die  Korallensedimente  auch  die  Oolithsande 
zu  schildern. 
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Schon  auf  dem  ebbeenlblöslen  Strande  hei  Sües  waren  mir 
kleine  weisse  Körnchen  von  porzellanarligcm  Glanz  und  0,3  mm  Durch- 
messer aufgefallen,  welche  Oolilhe  zu  sein  schienen.  Allein  sie  waren 
so  vereinzelt,  dass  diese  Erscheinung  auch  anders  hülle  erklärt  werden 
können.  Am  zweiten  Tag  meiner  Reise  durch  die  TyhwUstc  lagerte 
ich  Mittags  im  Uikli  Dehese,  einem  geröllreichen  Rinnsal  mit  verein- 
zelten Salsulaslrfiuehern.  Zwischen  den  vom  Flugsand  polirten  und 
ahgeschlitlcnen  Kalkgeröllen  fielen  mir  abermals  die  kleinen  porzellan- 
artigen  Körnchen  auf,  welche  Milioliden  ahnlich  sahen,  aber  doch 
keine  Koraminifcrenstructur  zeigten.  Ich  vermuthete,  dass  sie  aus 
dem  Gebirge  herausgeführt  worden  seien,  allein  beim  Graben  kam 
ich  bald  auf  einen  marinen  Lehm,  welcher  dem  Salzlhon  glich,  der 
auf  dem  cbbeentblösten  Strand  das  Sediment  bildet,  und  in  ihm  war 
die  Zahl  der  Körnchen  bedeutend  grösser.  Ich  verfolgte  daher  die 
schwach  geneigte  Kbene  nach  dem  Mecrcsstrande  und  sah,  wie  die 
weissen  Körnchen  immer  zahlreicher  wurden.  Hinter  dem  aus  vielen 
schönen  Conchilien  bestehenden  Flulhwall  war  eine  dünenartige  An- 
häufung von  Oolithkörnchcn  und  der  flache  Meeresboden  war  mit 
einem  gelben  Schlamm  bedeckt,  welcher  ausschliesslich  aus  feinem 
Üolith  bestand.  Der  Schlamm  zeigte  parallele  Rippelmarken  und  viele 
verwesende  Thierreste  lagen  im  10  cm  tiefen  Wasser  /.wischen  sub- 
fossilem Rilfkalk.  Unter  dem  weichen  Schlamm  der  Bodenobei  flache 
waren  die  Körnchen  schon  etwas  verkittet  und  zu  Klümpchen  von 
10 — 30  vereint,  endlich  bei  5  cm  Tiefe  war  das  Sediment  so  fest, 
dass  man  es  schneiden  konnte.  Meine  erste  Vermuthung  war  auch 
hier,  dass  diese  Oolithkörnchen  durch  den  Zerfall  eines  Oolithgesteins 
gebildet  wurden,  aber  nirgends  sah  ich  am  Strande  ein  solches  an- 
stehen oder  auch  nur  Bruchstücke  davon.  Ich  achtele  nun  wahrend 
meiner  ganzen  folgenden  Reise  durch  die  Sinaihalbinsel  und  die  ara- 
bische Wüste  bis  zum  Nil  sorgRilligsl ,  ob  ich  nicht  irgendwo  ein 
Oolithgestein  linden  möchte,  suchte  alle  aufgenommenen  Proüle  be- 
sonders auf  diesen  Gesichtspunkt  hin  durch,  und  ich  kann  mit  Sicher- 
heit aussprechen,  dass  in  den  Gesteinen  der  Sinaihalbinsel  und  der 
von  mir  durchreisten  Gebiete  der  arabischen  Wusle  nirgends  Oolith- 
bUnke  oder  auch  nur  Oolithkörner  auftreten  und  bin  daher  überzeugt, 
dass  das  Oolithlager  am  Ausgang  des  Ladi  Dehese  eine  recente  Bildung 
in  statu  nascendi  ist. 
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Zur  mikroskopischen  Untersuchung  wurden  diu  mit  Terpentin 
befeuchteten  Körnchen  in  Canadabalsam  eingeschmolzen  und  so  ge- 
schliffen. Wie  Taf.  VI,  Fig.  2  erkennen  lassl,  sind  die  cin/.elnen  Oolith- 
körnchen  rundlich,  aber  von  etwas  verzogenen  Umrissen.  Die  äusseren 
Unirisse  entsprechen  durchgängig  den  Ecken  und  Kanten  der  ein- 
geschlossenen Quarzkörner.  Nur  ein  kleinerer  Thcil  zeigte  sich  aus 
mehreren  Schalen  aufgebaut;  in  solchem  Fall  befand  sich  eine  schwärz- 
liche Zone  zwischen  der  inneren  dunkelgelben  und  des  äusseren 
hellen  Kalkrinde.  Wahrend  die  Gesanimtgrösse  der  Oolilhe  ziemlich 
gleiche  Dimensionen  zeigt,  ist  der  Kern  doch  von  ganz  verschiedener 
Grösse,  und  diese  Thatsache  scheint  mir  beachtenswerth  für  die  Ent- 
stehung der  Oolilhe.  Denn  nur  so  lange  können  dieselben  mit  neuen 
Kalkrinden  umgeben  werden,  als  sie  die  Bewegung  des  Wassers 
lloltirend  erhalt.  Je  starker  der  Wellenschlag  ist,  dcslo  grösser  können 
die  Körnchen  werden,  aber  sobald  sie  eine  bestimmte  Schwere 
erreicht  haben,  sinken  sie  zu  Boden. 

Die  durch  Salzsäure  isolirlen  Kerne  bestehen  hauptsächlich  aus 
Quarz,  aber  auch  aus  Feldspalh,  Granal,  Magneleisen,  Kieselnadeln 
u nd  Foraminifcrcnfragnienlcn. 

Herr  Oberbergdircclor  von  Gimbel  verpflichtet  mich  zu  grossem 
Dank,  indem  er  mir  in  seinem  Institute  die  Oolilhe  durch  Herrn 
A.  Schwager  analysiren  Hess.    Die  Analyse  ergab: 

Spec.  Gew.  2,800—2,850  (halb  Aragonit?). 


SiO, 

3,26 

TiO, 

Spuren 

0,34 

TvJ)s 

0,18 

Ca  0 

02,96 

fojO 

0,08 

K20 

0,32 

0,46 

CO, 

41,70 

i\  o. 

0,01 

SO, 

0,06 

et 

0,18 

Org.  Subst. 

0,34 

99,89 
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Die  organische  Substanz  (nach  zwei  Methoden  bestimmt)  war 
hellockerfarbig,  fein  verlheill,  stickstoffhaltig  und  besass  das  spec. 
Gew.  1,494. 

Die  mineralischen  Kerne  stammen  allem  Anschein  nach  aus  der 
nahen  Wüste  und  weiden  vom  Landwind  in  das  flache  Meer  ge- 
tragen. Bei  der  Bildung  der  Kalkrinden  spielen  gewiss  die  vielen 
verwesenden  Thiere,  welche  in  dem  Wasser  und  am  Ufer  lagen, 
und  welche,  wie  es  schien,  hier  von  keinem  Krebs  weggeräumt 
werden,  eine  Holle.  In  direcler  Nachbarschaft  des  Oolithlagcrs  fand 
ich  eine  auffallende  Menge  Thierrestc;  Scutella,  Clypcaster;  Vulsella, 
Avicula  und  viele  andere  Lamcllibranchiaten ;  Murex;  Spongien  etc. 
lagen  in  dem  seichten  Wasser  in  grosser  Anzahl  herum. 

V.  Das  jüngere  fossile  Riff. 

An  der  300  Kilometer  langen  Westküste  der  Sinaihalbinscl  sind 
1 30  km  mit  lebenden  Saumriffcn  besetzt.  Die  jüngeren  fossilen  Hilfe 
aber  sind  nur  in  der  Lange  von  30  km  zu  beobachten. 

Auf  drei  raumlich  weit  getrennte  Strecken  ist  das  jüngere  fossile 
Hilf  beschrankt  und  es  ist  unter  solchen  Umstünden  um  so  auffülliger, 
dass  die  fossile  Rifflerrasse  Überall  ein  gleichmHssiges  Niveau  von 
1 0  m  Uber  dem  Meeresspiegel  beibehält.  Durch  Uberrollung  an  den 
BcrggehJingcn  oder  durch  locale  Denudation  erleidet  jene  Höhe  kleine 
Abweichungen,  allein  das  normale  Niveau  bleibt  dasselbe.  Ich  er- 
wähne, dass  die  Schichten  des  Kreidekalkes  sudlich  vom  G.  Ham- 
mam  Pharaun,  auf  denen  das  Riff  aufsitzt,  S  fallen ;  dass  die  O  fal- 
lenden Sandsteinschichten  des  G.  Naküs  und  G.  Hammäm  Musa, 
welche  das  zweite  Riff  tragen,  einem  gänzlich  verschiedenen,  tectonisch 
mit  jenem  nicht  zusammenhangenden  Gebirgsglicde  angehören;  dass 
endlich  die  W  fallenden  Sandslcinschichlen  unter  dem  fossilen  Riff 
am  Ras  Muhämmcd  ohne  jede  tectonische  Beziehung  sind  zu  den 
oben  genannten  Gebirgen. 

In  allen  drei  Fallen  sitzt  das  Riff  als  wohlabgegrenzte  Terrasse 
auf  fester  Felsenunterlage,  und  benachbarte  Küstenberge  von  gerin- 
gerer Festigkeit,  besonders  die  krystallinischen  Gebirge,  haben  keiuen 
Riffbesatz.    Am  eingehendsten  sludirle  ich  den  7  km  langen  Riffzug 
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an»  G.  rlammAm  Müsa  nördlich  von  Tör,  zwei  Tage  lagerte  ich  am 
RAs  Muhammed  und  einen  Tag  am  G.  ilammam  Pharaün.  J)cr  pelro- 
graphische  Habitus  der  drei  Riffstrecken  zeigt  keine  Unterschiede, 
i  berall  hal  die  Brandung  des  nahen  Meeres  steile  Rander  an  den 
Riffen  geschaffen  und  den  Untergrund  wie  das  innere  Gefüge  pracht- 
voll aufgeschlossen  (s.  Fig.  26). 


Fij;.  26.   Has  jüngere  fossile  Kiff  am  Westrusse  de>  <J.  II.  Müsa. 


Beistehend  bringe  ich  das  Profil  durch  das  jüngere  fossile  Riff 
am  G.  llammam  Müsa  (Fig.  27  .  Dort  findet  man  in  1  in  Wasser- 
tiefe am  Strand  die  letzten  leben- 
den Korallen.  Dann  folgt  eine  san- 
dige Flache,  welche,  etwa  iO  Schrille 
breit,  vom  Meeresspiegel  3,20  m  bis 
zum  Fusse  des  Riffes  ansteigt.  Grosse 
Blöcke  sind  vom  Riff  herabgestürzt ; 
verlicale  Sprünge  durchziehen  den 
Riffkalk  und  lösen  neue  Pfeiler  ab, 
welche  bald  herabstürzen  mögen.  An 
der  Basis  tritt  der  nubische  Sandslein 
in  20"  östlich  fallenden  Banken  unter 
dem  Kalk  mehrfach  hervor. 

Zu  unterst  bemerkt  man  I  m  grobe  scharfkantige  Blöcke,  zu 
einer  lockeren  Breccie  \erkitlet.  Gelbe  Kalkblöcke,  von  Pholaden- 
löchern  zerfressen,  gehören  dem  weiter  oben  am  Berge  anstehenden 
alteren  Riffkalk  an,  mit  ihnen  vereint  finden  sich  Blöcke  eines  aus 
Granilgrus  besiehenden  Sandsteins,  welcher  auch  an  anderer  Stelle 
als  Zwischenbildung  zwischen  jüngeren  und  alteren  fossilen  Riffen 
erkannt  wurde,  der  aber,  infolge  seines  localen  Auftretens,  auf  meiner 
Karle  nicht  ausgeschieden  werden  konnte.    Die  grobe  Breccie  wird 


Kiü.iT.  Profil  durch  das  jüngere 
fossile  Hilf  am  G.  II.  Müsa. 


At.h-.ndl.  d  K.  S.  Ue»ellM-h.  d.  Wi  -*ti  rb  \XiV. 
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uberlagert  von  l'/j  m  einer  feineren  Breccie.  Die  einzelnen  Bruch- 
stücke sind  höchstens  faustgross,  viele  mit  Baianus  besetzt;  Porphyr- 
und  Granifstilcke  sind  darin  eingestreut.  Dazwischen  lindet  man 
schon  Seeigelstacheln,  Auslern,  Korallenfragmente  und  man  sieht, 
dass  die  am  uberhangenden  Sandsteinfelsen  wachsenden  RifTkorallen 
durch  ihre  abfallenden  Äste,  vermischt  mit  Meeressand,  allmülich 
den  Boden  so  weit  erhöhten,  dass  endlich  auch  das  Riff  vom  Felsen 
auf  nichtfelsigcn  Boden  hinüberwachsen  konnte.  Nach  oben  schalten 
sich  immer  mehr  Korallen  und  andere  Thierreste  ein,  Kalkalgen  sind 
häufig,  und  bald  ist  der  Übergang  in  das  reine  Riffgestein  vollendet. 
Dasselbe  besitzt  eine  Mächtigkeit  von  3,50  m  und  wird  nach  oben 


Fig.  28.  Wcstabbang  des  6.  Naküs  bei  Abu  Sutlre. 

I.  Granit,  t .  Nubiseher  Sandstein.  3.  Alleres  fossiles  Riff.  *.  Jüngeres  fossiles  Riff. 

5.  Klingender  Sand  des  6.  Nakus. 

fast  geradlinig  abgeschnitten  durch  eine  10  cm  dicke  Sandschicht. 
Aber  auch  hier  ist  ein  allmählicher  Übergang  zu  verfolgen,  der  durch 
dickschalige  Lucina  eingeleitet  wird. 

Drcissig  Schritte  breit  und  2  m  hoch  steigt  jetzt  abermals  eine 
schuttbedecktc  Terrasse  an,  dann  folgt  ein  kleines  1  m  mächtiges 
Riff  band,  aber  von  sehr  localer  Verbreitung.  Der  darauf  folgende 
Abhang  des  G.  II.  Müsa  ist  stark  überrollt  mit  Blöcken  des  vorhin  ge- 
nannten Grussandstein.  In  einem  Block  desselben  fand  ich  einge- 
kittete Bruchstücke  des  weiter  oben  anstehenden  Riffdolomites. 

Bei  Abü  Suere  am  Fuss  des  G.  Naküs  endet  das  Riff  allmäh- 
lich (Fig.  28).  Gleich  neben  den  Palmen  von  Abü  Suere  sind  manche 
Stellen  des  Riffkalkes  oberflächlich  vergypsl. 

Sehr  ausgedehnt  sind  die  jüugeren  fossilen  Riff  kalke  am  Süd- 
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ende  des  G.  Haminam  Pharaun  und  hier  ist  abermals  die  Auflage- 
rung auf  Sehichlenköpfen  fester  Felsblinke  eine  überaus  deutlich 
erkennbare,  da  das  Meer  vortreffliche  Aufschlüsse  geschaffen  hat 
(s.  u.  Fig.  29).  Auf  Cirund  einer  Anzahl  von  Einzelaufnahmen  solcher 
Hiffproüle  wurde  auch  der  Durchschnitt  durch  das  Hill  auf  Tafel  IV 
componirt,  welche  bestimmt  ist,  das  Verhältnis  der  Korallen  zu  der 
detritogenen  Füllmasse  zur  Anschauung  zu  bringen.  Im  Allgemeinen 
muss  hervorgehoben  werden,  dass  die  Korallenstöcke  kaum  die  Haltte 
(etwa  VÄ)  des  Hillkalkes  betragen.  Die  .Madieporen,  welche  auf  dem 
lebenden  Kiff  dominiren,  treten  in  dem  fossilen  zurück.  Es  darf 
daraus  wohl  kaum  der  Schluss  gezogen  werden,  dass  diese  Gattung 


Kig.  SU.    Jüngeres  fossiles  Hiff  auf  »I  islocirleu  kalkbankcn  am  Süd- 
fasse  des  U.  II.  Pharaun  discurdunt  au  fge  \v  ac:  Ii  sen. 

früher  sellener  war,  denn  Fragmente  sind  überall  zu  erkennen.  Ks 
scheint  vielmehr,  dass  sie  als  die  bruchigste  aller  Korallen  haupt- 
sächlich den  Kalksand  liefert,  welcher  mehr  als  die  Hüllte  der  Hiff- 
masse  bildet. 

In  diesem  Kalksand  ist  die  Fülle  der  Gastropoden  geradezu  er- 
staunlich. Grosse  Tridacna  liegen  eingeklemmt  zwischen  Korallcn- 
stöeken  und  das  Heer  der  kleineren  Zweischaler  ist  nesterweise  darin 
verbreitet.  Häufig  sind  auch  im  jüngeren  fossilen  Hilfe  kleinere 
Nester  vvohlei  haltener  Kalkalgen  (ütliolhamnium)  ,  welche  ihre 
Structur  vortrefflich  erhalten  haben  ^s.  den  Schliff  auf  Taf.  VI, 
Fig.  4). 
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VI.  Das  ältere  fossile  Riff. 

Der  Cclicl  Hammam  Müsa  bei  Tör,  von  dem  schon  mehrfach 
die  Rede  war,  ist,  wie  das  Titelbild  dieser  Arbeil  Tal*.  1  zur  An- 
schauung bringt,  ein  langer  nach  Süden  sich  verflachender  Rücken. 
Sein  höchster  Gipfel  wurde  von  mir  durch  das  Aneroid  zu  230  m 
bestimmt.  Beifolgende  Kartenskizze  Fig.  30  mag  die  Lage  erläutern. 
Abgesehen  von  dem  schmalen  jüngeren  fossilen  Korallensauni 

seines  westlichen  Kusses  und  von 
gasreichen  Mergeln  an  seinein 
Oslfuss  nahe  dem  Dörfchen  el  Uädi, 
scheint  er  bei  flüchtiger  Betrach- 
tung eine  homogene  ungeschichlete 
Masse  von  hartem  körnigen  ge- 
hraunten Kalk  zu  sein,  der  sehr 
an  gewisse  Dolomite  der  Zechstein- 
lörmation  erinnert. 

Eine  Analyse  des  Gesteins, 
welche  ich  ebenfalls  der  grossen 


V'Hi.  30.    I' muri)  u  DK  von  Tür. 


I.  Granit.  i.  Nub.  Sandslein.  i.  E»««™-   Liberalität  des  Herrn  Oberberg- 

mcrgel.    4.  Hintknlke.   5.  Niiminulilrnknlk.  J 

6.  Utocio.  7.  Riffkalke.  director  v.  Gimrei.  und  der  Freund- 

lichkeil des  Herrn  A.  Schwager  in 
München  verdanke,  ergab  folgende  Zusammensetzung: 


.SV  0t 

0.88 

AI.O, 

0,43 

Pe,03 

1,45 

Ca  0 

86,83 

My  0 

1 5,35 

h,() 

0,32 

Na20 

0,48 

37,89 

11,0 

4,33 

99,00 

Spec.  (low.  2.773.  Das  Riflgeslein  enthalt  80,07  Theile  Car- 
bonat  mit  60%  CsCO»  und  l0\MyCO3,  darf  also  Dolomit  genannt 
werden. 
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An  den  Sudfuss  des  Berges  lagert  sich  ein  niedriger  Vorberg 
(s.  Fig.  31),  welcher  die  abgeschnittene  Spitze  des  HauptrUckcns  ist. 
Im  Thal  entspringen  die  Schwefelquellen  und  Uberall  sind  Gyps- 
gesteine  anstehend.  Der  Kalk,  welcher  Uber  dem  Gyps  lagert,  ist 
rothgelb  gefleckt,  sehr  hart,  und  enthüll  eine  grosse  Menge  Steinkerne 
bez.  Hohlräume  von  Korallen  und  Conchilien.  Am  Fuss  des  Haupt- 
rUckens nahe  bei  el  Uadi  tritt  ein  horizontal  geschichteter  gelber 
Kalk  auf,  erfüllt  mit  den  Hohlräumen  kleiner  Conchilien ;  er  hat  ganz 
den  petrographischen  Charakter,  wie  gewisse  SchauiukalkbUnke  des 
mitteldeutschen  Muschelkalkes.  Nach  oben  zu  wird  die  Schichtung 
undeutlich  und  beim  Erklettern  der  braunen  Dolomitfelsen  kann  man 
keinerlei  .stratographische  Structur  erkennen.  An  manchen  Stellen 
hat  der  Wüstensand  tiefe  Furchen  in  den  Kalk  geschliffen,  und  mit 


Fig.  31.    Südlicher  Vorher^  des  (1.  II.  Miisa  (jenseits  des  Meeres  ist 

der  <;.  Sei  sirhlbar. 

Mühe  erkennt  man  einzelne  Fossilienumrisse.  Dagegen  tragen  die 
ursprunglichen  Flachen  der  meislen  Blocke  Abdrucke  von  Korallen- 
kelchen. Diese  Negative  sind  oft  mit  scharfen  deutlichen  Kippen 
versehen,  dann  ist  die  Korallenstructur  leicht  zu  erkennen,  bisweilen 
aber  fehlen  diese  Rippen  und  dann  ist  der  Felsen  mit  kleinen  rund- 
lichen Zapfen  bedeckt.  Alle  möglichen  übergünge  Ichren,  dass  sie 
die  letzten  Spuren  der  Kelchabgilsse  darstellen. 

Die  genannten  Korallennegative  sind  so  überaus  zahlreich,  dass 
man  sie  beinahe  auf  jeder  GesteinsflUche  erkennt,  sobald  man  erst 
einmal  das  Auge  daraufhin  geschult  hat. 

Auf  der  Tafel  V  sind  eine  Anzahl  der  hUufigeren  Korallen- 
negative  vom  G.  llnminAm  Mrisa  und  Rfts  Muhämmcd  in  natürlicher 
Grösse  durch  Lichtdruck  dargestellt.  Leider  ist  der  Krhaltungszusland 
ein  so  stark  veränderter,  dass  ich  von  einer  genauen  Bestimmung 
der  Gattungen  absehen  musste.  Ich  darf  nur  behaupten,  dass  die 
Korallen  zu  keiner  der  bei  Tor  jetzt  häufigeren  Formen  gehören. 
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Fig.  9  ist  eine  Aslraeide,  wahrscheinlich  der  Gattung  Symphyllia 
angehörig.  Fig.  3  und  4  scheint  zu  Heliastraea  /u  gehören.  Fig.  5 
ist  mit  einiger  Sicherheit  auf  Fungia  tenuifolia  zu  beziehen.  Die 
haidigste  Art  der  Erhaltung  zeigt  Fig.  2.  Indem  durch  den  Sand- 
wind allmählich  die  Septen  abgeschliffen  werden,  entstehen  erbsen- 
grossc  Zapfen,  welche  die  meisten  FelsstUcke  bedecken  und  nach 
den  vorhandenen  1  bergäingen  als  die  letzten  Spuren  der  Korallen- 
kelche leicht  erkannt  werden.  Fig.  6  ist  der  Ausguss  eines  Seeigels, 
wahrscheinlich  zu  einem  Clypeasler  gehörig,  von  der  Unterseite  dar- 
gestellt. Auf  der  Oberseite  sind  drei  Ambulacralia  deutlich  erhalten, 
die  anderen  corrodirt.  Fig.  10  ist  der  Steinkern  einer  Bivalve; 
von  dem  Schloss  desselben  ist  ein  kleiner  Zapfen  erhalten,  welcher 
für  Zugehörigkeit  zu  Spondylus  spricht.  Fig.  8  ist  der  Steinkern 
einer  Lithodomus  (daelylus?).  Fig.  \  ist  eine  Gruppe  von  solchen, 
zu  einer  anderen  Art  gehörig,  wie  sie  im  Inneren  von  Korallenttstcn 
sehr  häufig  angetroffen  werden.  Das  gruppenartige  Auftreten  macht 
es  mir  wahrscheinlich,  dass  es  sich  um  den  Ausguss  eines  Korallen- 
stockes handelt,  dessen  Äste  mehrfach  von  Lithodomus  angebohrt 
waren.  Fig.  7  ist  das  Fragment  eines  Steinkerns  von  der  Wohnung 
einer  Pholas  welches  um  10  cm  nach  unten  ergänzt  werden  müssle). 
Nach  dem  Absterben  der  Pholas  war  eine  Astraeide  in  die  Höhle  hin- 
eingewachsen und  bildete  eine  rindenarlige  Verkleidung  derselben. 
In  Anpassung  an  den  stark  gebogenen  Untergrund  ist  ein  Theil  der 
Sepien  verlängert  worden.  Bei  der  nun  folgenden  Bildung  eines 
Abgusses  erschienen  die  Septen  der  Koralleukelche  als  sternförmig 
gerippte  Warzen  auf  dem  wurslförmigen  Steinkern.  (Ganz  ähnliche 
Stücke  fand  G.  Schweinfi rth  im  Miociin  des  G.  Genefle.) 

Neben  jenen  zahlreichen  negativen  Korallenreslen  sind  andere 
Thierreste  weniger  hiiulig,  und  infolge  des  seltsamen  Erhaltungs- 
zustandes schwer  zu  deuten.  Sleinkerne  von  Lucina,  Mactra  und 
Oslrea  sind  noch  am  leichtesten  zu  verstehen. 

Von  hohem  Interesse  war  mir  der  Fund  einer  grossen  Tridacna 
mitten  in  diesem  melaniorphosirlen  Dolomit  des  Vorberges  vom  G. 
llammAm  Mrtsa.  Allerdings  war  auch  sie  stark  verändert.  Die  beiden 
50  cm  grossen,  8  cm  dicken  Schalen  waren  fest  in  das  Gestein 
eingeschmolzen,  die  äussere  Form  auf  dem  Durchschnitt  deutlich 
zu  erkennen  und  die  einzelnen  Lamellen  der  Porzellanschicht  wohl 
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erhalten.  Aber  der  QuerschlilT  Taf.  VI,  Fig.  3  zeigt,  wie  stark  das 
Gefüge  der  Schale  verändert  worden  ist. 

Da  diese  Schale  gleich  dem  Übrigen  Kalk  einen  doloruitischen 
Charakter  zeigt,  schien  mir  eine  Analyse  ihrer  Substanz  besonders 
lehrreich.    Herr  A.  Schwaukr  fand  folgende  Zusammensetzung: 

Spee.  Gewicht  2,775. 


Si02 

0,56 

ÄUh 

1,50 

Fe,  0 , 

0,33 

Ca  0 

30,44 

MyO 

10,92 

K2() 

0,18 

Na  2  0 

0,32 

<;  o. 

45,84 

1,35 

100,44 

Diese  Schale  enthalt  also  96,18%  Carbonat  mit  50,6%  CuC03 
und  43,4%  MyCOs,  nähert  sich  somit  noch  mehr  als  der  umschlies- 
sende  Kalk  dem  normalen  Dolomit. 

Da  recente  Muschelschalen  nur  seltene  Spuren  von  My  enthalten, 
so  ist  der  Magnesiareichthum  dieser  Tridacna,  welche  einer  letzlver- 
gangenen  geologischen  Periode  angehört,  eine  für  das  Verständnis* 
der  Dolomitisation  wichtige  Thatsache. 

Diese  seltsame  Kalkmasse  überkleidet  den  G.  II.  Musa  nach 
allen  Seiten  und  ich  war  am  ersten  Tag  meines  Besuches  der  sicheren 
Meinung,  einen  230  m  dicken,  compacten  Korallenberg  vor  mir  zu 
haben,  von  vielleicht  mesozoischem  Alter.  Da  entdeckte  ich  bei 
einem  zweiten  Besuche  westlich  unter  dem  höchsten  Gipfel  einen 
prachtvollen  Aufschluss,  an  den  ich  heranklettern  konnte.  S.  u.  Fig.  32. 
Auf  östlich  15°  einfallenden  gelben  Sandsteinbänken,  welche  sich  bis 
zum  Fuss  des  Berges  verfolgen  Hessen,  folgen  4  m  gelbe  und  2  m 
graue  Sandsleine.  Dann  3  m  Mergel  mit  Kalkconcrctionen  in  dis- 
cordanter  Lagerung.  Nach  oben  wird  der  Kalk  immer  reicher,  es  bildet 
sich  eine  weisse  Kalkbank,  und  darüber  erhebt  sich  eine  15  m 
milcht  ige  Steilwand  des  verlical  zerklüfteten  Dolomites.  Nahe  bei 
diesem  Profil  nahm  ich  eine  etwas  veränderte  Schichtenfolgc  wahr, 
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doch  sprang  auch  hier  die  discordante  Überlagerung  scharf  und  deut- 
lich in  die  Augen. 

Bei  dem  unbestimmbaren  Alter  der  machtigen  fossillecren  Sand- 
steinablagerung im  Liegenden  war  aber  mit  diesem  Profil  das  Alter 
des  Korallendolomitcs  noch  keineswegs  festgestellt,  und  der  Habitus 
des  Gesteines  sprach  ein  gewichtiges  Wort  zu  Gunsten  eines  meso- 
zoischen Alters.  Ich  beschloss  daher  den  Ostrand  des  Bergrückens 
gegen  die  Gaawüste  hin  genauer  zu  untersuchen.  War  die  Entstehung 
des  G.  Hammäm  Mnsa  gleichzeitig  mit  den  übrigen  Dislocationen  am 
Sinai  erfolgt,  so  mussle  ich  am  Ostfuss  des  Berges  nach  Norden 


FiR.  M.  Discordanle  Auflagerung  «los  alleren  H i f f <Jo lom i t es  auf 
uubischetu  Sandstein  lies  0.  HarnmAin  Mnsa. 

gehend  unter  dem  Korallendolomit  immer  jüngere  Schichten  antreffen, 
welche  concordant  auf  dem  vorher  beobachteten  Sandstein  auflagerten 
(vergl.  Fig.  30).  Ich  fand  überall  kleinere  und  grossere  Lücken  in 
dem  hangenden  Himnanlel,  und  beobachtete  darin  bei  constantem 
Streichen  und  Fallen  übereinander  gelben  Sandstein,  Mergel  mit  Exo- 
gyra,  weisse  Kalke  mit  Feuersleinlinsen  und  endlich  die  erwarteten 
Nummulilenkalke.  Das  nacheoeüne  Aller  des  Hiffmantel  am  G.  H.  Mnsa 
war  dadurch  zweifellos  festgestellt. 

Die  genauere  Einreihung  in  die  Schichten  der  Terliürperiode  ist 
bei  dem  Mangel  bestimmbarer  Fossilien  ein  direct  nicht  zu  lösondes 
Problem.  Ich  habe  schon  oben  erwähnt,  dass  die  miocanen  Scutella- 
schichten  Östlich  von  Grnm  weder  riiumlich,  noch  hypsometrisch,  noch 
petrographisch  irgend  welchen  Zusammenhang  mit  dem  Dolomit  haben, 
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so  dass  ein  miocünes  Alter  desselben  auf  diesem  Wege  nicht  be- 
wiesen werden  kann. 

Über  das  /eilliche  Verhältniss  zu  den  jüngeren  fossilen  Riffen 
am  Strande  giebt  aber  wenigstens  der  schon  genannte  Grussundstein 
Aufschluss. 

Die  feinkörnige  graue  Breccie,  welche  ich  als  Grussandstein  be- 
zeichnete, lagert  an  den  Abhängen  des  G.  Hammäin  Müsa,  und  ich 
fand  sie  wieder  am  Ras  Muhämmcd,  beide  Male  eingeschaltet  zwischen 
die  jungfossilen  Rilfe  am  Strand  und  den  dichten  Riffkalk  auf  der 
Höhe.  Am  G.  Hamruftm  Müsa  enthielt  der  Grussandstein  Bruchstücke 
der  letzteren  mit  wohlerkennbaren  Korallenabgüssen;  er  imiss  also 
gebildet  sein,  nachdem  der  RilTdolomit  entstanden  und  metaruorpho- 
sirt  war.  Andererseits  erwähnte  ich  schon  oben,  dass  Blöcke  des 
Grussandstein  als  Liegendes  in  der  Breccie  unter  dem  jungfossilen 
RilTband  gefunden  wurden;  es  muss  also  vor  der  Bildung  des  letzteren 
schon  bestanden  haben,  und  macht  es  wahrscheinlich,  dass  ein  ziem- 
lich langer  Zeitraum  zwischen  der  Bildung  beider  Riffgesteine  verstrich. 

So  beweist  die  technische  Lagerung  das,  was  aus  dem  petro- 
graphischen  Habitus  beider  Riffe  schon  hervorging,  dass  beide  Ab- 
lagerungen zeillich  getrennt  sind  und  verschiedenen  geologischen 
Zeiträumen  angehören.  Und  wenn  ich  den  jungen  Riffkalk  am  Fuss 
des  Berges  als  pleistocHn  bezeichnen  wollte,  so  milsste  der  eben  ge- 
schilderte Dolomit  pliocan  genannt  werden,  nachdem  seine  Beziehung 
zum  Mioean  zweifelhafter  Natur  ist. 

Ich  wüsste  nur  eine  einzige  Thalsache  anzugeben,  welche  das 
mioeiine  Alter  des  oberen  Theiles  vom  Dolomilriff  des  G.  Hammam 
Mosa  wahrscheinlich  machte.  Herr  Professor  Schwkinfurtii  hat  nämlich 
in  dem  Miocan  des  G.  Gcnefle  bei  Sües  Ausfüllungen  von  Pholaden- 
löchern  gesammelt  und  in  der  Sammlung  der  Kcole  de  Medecine  in 
Kairo  niedergelegt,  welche  genau  wie  die  Stücke  Taf.  V,  Fig.  7 
vom  G.  HammAm  Müsa  eine  sternförmige  Obcrflachcnsculplur  zeigen, 
wie  sie  entsteht,  wenn  eine  Astraeidencolonic  das  Bohrloch  ausge- 
kleidet hatte  und  wie  ich  sie  auf  dem  Rücken  des  Berges  hHulig 
fand.  Sollten  Geologen  wieder  den  G.  H.  Müsa  besuchen,  so  wlire 
es  wünschcnswcrlh,  wenn  sie  auf  diese  Beziehung  achteten. 

Auf  dem  G.  Naküs,  welcher  durch  das  romantische  Thal  von 
Abu  Sucre  vom  G.  H.  Mosa  getrennt  wird,  sah  ich  eine  ilhnliche 
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Decke  dunkelbraunen  Kalkes  Uber  die  Sandsteinschichten  hinüber- 
greifend, aber  ich  fand  keine  Zeit,  nilhere  Beobachtungen  anzustellen. 

Am  Ras  Muhäinmed  tritt  in  00 — 90  in  Höhe  ein  dem  genannten 
Rill'gcstcin  nach  mehreren  Seiten  ähnlicher  Korallenkalk  dort  auf, 
wo  der  (larawanenpfad  von  der  westlichen  Wüstenebene  gegen  Schirm 
hinüberfuhrt.  Dunkelbraune  Sandsteinschollen  liegen  über  dem  Granit 
und  sind  verkleidet  von  einem  hellvioletten,  sehr  festen  Kalk  mit 
muscheligem  Bruch,  welcher  giinzlich  aus  Korallen  zu  bestehen  scheint 
's.  Fig.  33).  Dieser  Kalk  unterscheidet  sich  durch  seinen  glatt- 
muscheligen  Bruch  und  seine  hellrothe  Farbe  von  dem  Dolomit  des 
G.  Hammam  MiYsa.  In  dem  gleichen  barometrisch  gemessenen  Niveau 
tritt  jenseits  der  300  Faden  tiefen  Bucht  GhasulAni  auf  dem  eigent- 
lichen Felsencap  Räs  Muhämmed  das- 
selbe korallcnreiche  Gestein  mit  einem, 
dem  Dolomit  des  G.  Hammam  Mosa 
sehr  ähnlichen  Habitus  und  vielen  Ne- 
gativen wieder  auf.  An  zwei  Stellen 
beobachtete  ich  in  tiefen  Schluchten 
liegende  Sandslcinbänke,  so  dass  ich 
glaube,  das  Profil  Fig.  20  vertreten  zu 
können,  welches  die  beiden  oben 
genannten  schirmförmigen  Saumrifle, 
die  jüngere  fossile  Rillten  asse,  und  auf  der  Höhe  die  ältere  fossile 
Kilfkappe  zeigt.  In  Verbindung  mit  den  Killkalken  tritt  der  Grus- 
sandstein wie  am  G.  Hammam  Müsu  auf  und  veranlasst  mich,  jene  RifT- 
gesteine  mit  diesen  chronologisch  zu  vereinigen.  Kine  noch  genauere 
Altersbestimmung  lassen  auch  hier  die  Fossilreste  vorläufig  nicht  zu. 


Fig.  33.  Riff  kalk  in  dlscordauter 
Lagerung  a  u  f  San  (Ist  e  in  ha'  n  kc  n 
a  n  (I  i"  r  M  ii  n  d  u  n  g  des  V  ;'i  il  i 
Hasch  eh. 


VII.  Bau  und  Bildung  der  Sinaitischen  Korallenriffe. 

Nachdem  ich  in  den  vorhergehenden  Abschnitten  in  systema- 
tischer Folge  meine  Beobachtungen  mitgelhcilt  habe,  soweit  sie  mir 
wichtig  erschienen  für  die  Lösung  der  in  der  Einleitung  aufgestellten 
Fragen  über  die  Natur  der  Korallenriffe  an  der  Sinaihalbinsel,  ist  es 
die  Aufgabe  dieses  Abschnittes,  die  dort  gestellten  Fragen  zu  beanl- 
WOrten.   Einige  bei  meinen  Untersuchungen  gewonnene  allgemeinere 
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Anschauungen  Uber  die  Korallenriffe  der  Sinaihalbinscl  möchten  hier- 
hei  noch  ausgesprochen  werden. 

1.  Welche  Mächtigkeit  besitzen  die  Riffe  ? 

Die  steile  Böschung  des  G.  HamniAm  MAsa  bringt  es  mit  sich, 
dass  lange  Schutthaldeu  seine  Abhänge  überrollen  und  den  Conlacl 
der  discordanlen  Auflagerung  des  Dolomites  mehrfach  verbergen.  Das 
schöne  Profil  unter  dem  Nordgipfel  zeigt  eine  verticale  Kiffwand  von 
15  m.  Allein,  wie  das  Gesammtprolil  auf  Fig.  15  erkennen  lasst, 
steht  die  verticale  Prolillinic  nicht  senkrecht  zur  Bergflaehc,  daher 
betragt  die  wahre  Dicke  des  Rillmantels  weniger  als  15  m.  Am  Ost- 
abhang des  Berges  schwankt  die  Dicke  des  Kiffmanleis  zwischen  2 
und  6  m  (s.  u.  Fig.  34). 

Die  Mächtigkeit  der  alleren  Riffkalke  und  Dolomite  am  RAs 
Muhämmed  betragt  in  dem  Profil  Fig.  33  gegen  7  m ;  auf  der  Klippe 
des  RAs  (Fig.  20)  ist  sie  nicht  sicher  festzustellen,  scheint  aber  die 
genannten  Zahlen  nicht  zu  übersteigen. 

Um  so  besser  ist  die  Mächtigkeit  der  jüngeren  Riffkalke  zu  messen. 
Der  Riffkalk  südlich  des  G.  HammAm  PharaAn  ist  3 — 5  m  dick.  Der 
Korallenkalk  von  AbA  Suöre,  G.  NakAs  und  G.  U.  MAsa  zeigt  3,5  m 
in  der  unteren,  1  m  in  der  oberen  Terrasse.  Machtiger  sind  die 
jüngeren  Riffkalke  am  RAs  Muhämmed,  doch  sind  die  Aufschlüsse 
nicht  lief  genug,  um  die  ganze  Mächtigkeit  zu  übersehen ;  ich  schütze 
sie  auf  9  m. 

Die  Frage  nach  der  Mächtigkeit  der  lebenden  Riffe  ist  direct 
nur  an  den  Sehirmriffen  am  RAs  Muhämmed  zu  beantworten;  sie 
sind  gegen  3  m  dick.  Für  alle  übrigen  lebenden  Riffe  kann  das 
Problem  nur  indirect  gelöst  werden,  und  indem  ich  die  besondere 
Behandlung  desselben  mit  dem  folgenden  Abschnitt  vereinige,  will 
ich  hier  nur  vorausgreifend  mein  Urthcil  dahin  abgeben,  dass  ich 
sage:  die  lebenden  Korallenriffe  des  Meerbusen  von  Sues  sind  dünne 
Krusten  auf  submarinen  Felsenzügen  und  dürften  kaum  die  Mächtig- 
keit der  fossilen  Riffe  überschreiten,  da  eine  negative  Strandver- 
schiebung wohl  die  seitliche  Verbreiterung,  aber  nicht  das  Dicken- 
wachslhum  der  Riffe  begünstigt. 
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2.  Wie  ist  der  Untergrund  beschaffen? 

In  einer  kürzlich  erschienenen  Studie,  in  welcher  ich  die  Frage 
nach  dem  Bau  der  Continenlalgrenzen  auf  speculaüvem  Wege  zu 
lösen  und  nachzuweisen  versuchte,  dass  die  sogenannten  Barrierrifle 
keine  erhebliche  Mächtigkeit  besitzen1),  wies  ich  darauf  hin,  dass 
Korallenriffe  zu  ihrem  Gedeihen  eines  felsigen  Untergrundes  bedürfen. 
Freilich  hatte  ich  meine  Erfahrungen  nur  an  den  (Kolonien  von  Goral- 
lium  rubrum  im  Golfe  von  Neapel  gesammelt ;  über  die  eigentlichen 
Riffkorallen  standen  mir  nur  Literalurangaben  zur  Verfügung.  Ich 
untersuchte  daher  diese  Verhaltnisse  mit  besonderer  Sorgfalt  an  den 
fossilen  RifTen  der  Sinaihalbinsel. 

Das  altere  dolomitische  Riffgestein  des  G.  HammAm  Mnsa  liegt 
(s.  Fig.  32  u.  34)  an  mehreren  ProGlen  auf  weichen  Mergeln,  welche 

sich  einschalten  zwischen  die  Bänke  des 
nubischen  Sandsteins  und  den  Dolomit. 
In  anderen  Profilen  liegt  es  eng  auf 
jenem  auf.  Unter  dem  Dolomitriff  des 
RAs  Muhämmed  tritt  an  zwei  Stellen  der 
Sandstein  ohne  thonige  Zwischenschicht 
auf,  und  die  schönen  Aufschlüsse  an 
der  Mündung  des  L'Adi  Huschen  (Fig. 
33)  zeigen  den  Contact  des  alleren  Ko- 
rallenkalkes mit  dem  Sandstein  in  auf- 
fallender Weise.  In  beiden  genannten 
Fallen  hört  das  RilT  dort  auf,  wo  der 
Sandslein  an  Porphyrluff  und  anderen 
kristallinischen  Gesteinen  von  geringerer  Festigkeit  endet. 

Nördlich  von  Tor  endet  das  Dolomitriff  des  G.  HammAm  Musa 
und  G.  Naküs  dort,  wo  die  krystallinisehe  Ketle  der  Ära  Im  erscheint. 
Wahremi  alle  übrigen  Küslenberge  zu  tief  oder  zu  weit  vom  Meer«' 
abgelegen  sind,  um  ein  alleres  fossiles  RilT  zu  tragen,  ist  der  Mangel 
eines  solchen  am  G.  HammAm  Pharaun  durch  die.  heissen  Schwefel- 
quellen genügend  erklärt. 


i)  Ober  den  Baa  der  Flexuren  an  den  Grenzen  der  kontinente.   Jen.  Zeilschr. 
f.  Nalurw.  Bd.  XX.  1887. 


Fijj;-  3  i .  EM  ffdolom  itain  Ost- 
nbhang  des  G.  H.  Müs», 
dlacord  all  tauf  K  alkhänken, 
niil  incrKcligflr  Zwischen- 
schicht. 
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Das  jüngere  fossile  Biff  beginnt  südlich  dieses  Berges,  und  ist 
vorzüglich  aufgeschlossen.  Überall  wuchs  es  auf  Schichtenköpfen 
eines  weissen  Kalkes.  Am  G.  Naküs  und  G.  HammAm  Müsa  sitzt  es 
auf  Schichlcnköpfen  des  nubischen  Sandsteins.  Am  Ras  Muhammcd 
ist  das  Liegende  nicht  sichtbar. 

Aber  wie  ist  der  Untergrund  der  lebenden  Riffe  beschaffen? 
Kin  Blick  auf  die  geologische  Karte  lehrt,  dass  sich  vom  Central- 
gebirge  der  Sinaihalbinsel  beim  Ras  Djehän  eine  Gebirgskette  ablöst, 
welche  bis  Tör  reicht  und  die  Gaäwüste  cinschlicsst.  Diese  (auf 
englischen  Karten  Gebel  Gebcliyeh  genannte)  Arabakctte  besteht  aus 
fünf  Bergrücken,  welche  parallel  nebeneinander  herziehen  und  deren 
einfache  Lagerung  am  besten  auf  Tafel  VII,  Profil  6,  zu  erkennen 
ist.  Diese  Tafel  giebt  von  Norden  nach  Süden  elf  Profile  wieder, 
welche  zwar  in  wechselnden  Abstanden,  doch  unter  sich  parallel  so 
gelegt  wurden,  dass  sie  die  wichtigeren  technischen  Verhältnisse 
zum  Ausdruck  bringen.  Die  Schichten  entsprechen  denen  auf  der 
geologischen  Karte. 

Profil  1  ist  durch  den  Ausgang  des  CAdi  Firan  gelegt;  die  west- 
liche kryslallinischc  Kette  der  Araba  wird  vertreten  durch  die  sand- 
bedeckte  Kbcnc  von  Burdess.  Die  Schichten  des  Nubischen  Sand- 
steins, Kxogyramergcl,  Flintkalkc,  Nummulitenkalke  liegen  muldenförmig 
übereinander  und  werden  östlich  unlcrlagerl  vom  granitischen  Centrai- 
stock des  Scrbal. 

In  dem  folgenden  Profil  2  ist  die  Synklinale  Mulde  in  ihrer 
Milte  und  östlichen  Hälfte  in  die  Tiefe  gesunken,  am  Granit  treten 
keine  Sedimente  hervor,  und  die  Mulde  wird  bedeckt  vom  Sand  der 
Gaa wüste.  Dagegen  tritt  westlich  der  G.  Durbah  steil  heraus.  Die 
Schichlenserie  der  Sedimente  ist  an  seinem  Fusse  durch  eine  Ver- 
werfung verdoppelt,  in  welcher  ein  Kruptivgang  hervorgedrungen  ist. 
Indem  der  Bruch  nach  Süden  endet,  rückt  im  Profil  3  die  Araba 
seitlich  zusammen  und  der  Granit  des  G.  Abu  Höswah  kommt  öst- 
licher zu  liegen.  Dieses  und  das  folgende  Profil  4  bieten  auf  der 
Westseite  wenig  Bemerkenswertes,  dagegen  ist  die  östliche  Begren- 
zung der  Gaäwüste  von  besonderem  Interesse.  Im  Profil  3  erscheint 
am  Fusse  des  ScrbAl  der  kleine  lectonische  Aufbruch  des  G.  Süffr, 
welcher  Nummulitenkalk  und  Exogyramcrgel  aus  der  GaAwüste  her- 
vortauchen lüsst,  am  Profil  4  dagegen  ist  die  kleine  Kreidescholle 
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bemerken»werth,  welche  bildlich  vom  Ausgang  de»  l  adi  Hebran  in 
stark  dislocirten  Schichten  beobachtet  wurde. 

Aber  schon  hat  die  gesummte  Ärabakette  an  Höhe  verloreu  und 
beginnt  sich  allmählich  zu  verflachen.  Zuerst  verschwindet  am  G.  Naküs 
die  krystallinischc  Aussenkette,  welche  bis  dahin  die  Küste  bildete 
und  der  nuhi>chc  Sandstein  tritt  als  hoher  Steilabfall  zwischen  Protil 
ö  und  7  an  das  Meer  heran.  Sofort  erscheint  ein  fossiler  Riffsaum 
am  Fuss  und  ein  älterer  fossiler  Riffrnantel  auf  der  Höhe  des  G.  Nakus 
und  G.  Hammäm  Musa.  Salzthon  und  Gypse  treten  am  Ostfuss 
des  Gebirges  bei  el  I.Uli  auf.  Jetzt  verschwindet  die  östliche  Kette 
des  Nummulilenkalkes  unter  dem  Sand  der  Gaawüste,  darauf  die 
Klintkalke,  und  in  Profil  8  erscheint  nur  noch  Sandslein  und  Exo- 
gyramergel  als  Kern  des  KitTmantels.  Die  westlich  untertauchenden 
tieferen  Sandsteinbanke  aber  bilden  den  Untergrund  für  das  lebende 
Riff  bei  Tör. 

In  dem  Maassc,  als  die  Kette  der  Äraba  unter  das  Meer  taucht, 
verbreitert  sich  zusehends  das  lebende  Riff  und  immer  neue  RitfzUge 
treten  seillich  hinzu.  Ostlich  von  Grüm  stehen  in  Profil  9  die  Scutella- 
*ehiehten  an.  Wahrend  die  GaAwüsle  südwärts  sich  verschmälert, 
treten  die  östlicheren  Arabakcltcn  an  das  Meer  herau,  zweigen  sich 
von  der  Küste  ab  und  tragen  langgestreckte  Riffzüge  (Protil  10). 
Indem  diese  Riffbünder  nacheinander  auch  ihrerseits  enden,  deuten 
sie  an,  wie  die  liegenden  Felsenklippen  allmählich  immer  tiefer  unter 
den  Meeresspiegel  tauchen  und  dadurch  die  korallenreiche  Brandungs- 
zone verlassen. 

Am  Rfts  Muhämmcd  endet  in  Schab  Mahmud  der  letzte  lineare 
Riffzug.  Die  Klippe  des  Räs  Irägl  verschiedenalterigc  fossile  Korallen- 
riffe, dann  erreicht  die  Flachsce  und  mit  ihr  das  Korallenleben  ein  Ende. 

Auf  Grund  der  eben  geschilderten  Verhältnisse  kann  ich  die  Ein- 
gangs gestellte  Frage  folgendermaassen  beantworten :  Die  fossilen  und 
wahrscheinlich  auch  die  lebenden  Korallenriffe  der  Sinaihalbinsel  sitzen 
auf  Schichtenköplcn  fester  Sedimentgesteine,  sie  fehlen  auf  den 
weicheren  und  bröckeligen  Küstengcsleinen  der  Sinaihalbinsel. 
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3.  Welche  Rolle  spielt  das  detritogene  Füllmaterial  auf  dem 

lebenden  Riff? 

Diejenige  Korallengruppe,  welche  auf  dem  lebenden  Riff  am 
häutigsten  ist,  deren  weilausgebreiteten  olivengrünen  oder  braunen 
Schirme  zuerst  und  am  meisten  in  die  Augen  fallen,  die  Galtung 
Madrepora,  ist  in  den  fossilen  Riffen  am  schlechtesten  erhalten.  Der 
treppenförmige  Aufbau  des  lebenden  Riffes  sollte  doch  auch  dem 
fossilen  ein  gewisses  horizontal  geschichtetes  Gefüge  geben  —  statt 
dessen  ist  dieses  verlical  zerklüftet  und  verticale  Pfeiler  lösen  sich 
durch  die  Verwitterung  aus  ihm  ab. 

Ich  glaube  nicht,  dass  man  hieraus  schlicssen  darf,  früher  habe 
es  dort  weniger  Madreporen  gegeben,  denn  die  Ubergänge  von  leben- 
den zum  fossilen  Riff  sind  so  stetige;,  dass  an  eine  solche  Verschie- 
denheit nicht  gedacht  werden  kann.  Aber  Madrepora  ist  trotz  ihrer 
Häufigkeit  schon  auf  dem  lebenden  Riff  die  vergänglichste  aller  Ko- 
rallen. Die  Schirme  von  M.  corymbosa  sind  immer  morsch  und  un- 
versehens bricht  der  Fuss  beim  Betreten  derselben  hindurch.  Diese 
auffallende  Brüchigkeil  der  spröden  Aste  scheint  mir  die  wesentliche 
Ursache,  weshalb  sie  in  den  fossilen  Riffen  nur  fragmentarisch  auf- 
treten; sie  liefern  einen  grossen  Theil  jener  Kalksande,  welche  als 
Füllmasse  zwischen  den  Korallen  überhand  nehmen. 

Nächst  den  leichtzerstörbaren  Madreporen  sind  es  Kalkalgen, 
welche  eine  wichtige  Rolle  als  Füllmaterial  spielen  und  deren  Thätig- 
keit  die  auseinanderbrechenden  absterbenden  Korallennste  immer  aufs 
Neue  zu  einem  Roste  verkittet.  Selbst  wenn  ich  die  Lithothamnien- 
lager,  welche  ich  nicht  näher  untersuchen  konnte,  gänzlich  ausser 
Acht  lasse,  so  ist  doch  Uilhophyllum  ein  sehr  wichtiger  Factor  im 
Aufbau  des  Riffes.  Ihre  düunen,  Alles  überziehenden  Krusten  ermög- 
lichen es,  dass  auf  saudigem  verschiebbarem  Boden  eine  Unterlage 
geschaffen  wird,  auf  der  ein  Korallenriff  zu  gedeihen  vermag. 

Die  Lücken  aber  zwischen  einem  so  maschigen  Balkenwerk  füllen 
die  Krebse  aus.  Jeder  sterbende  Seeigel,  jede  Muschel,  jede  Gaslro- 
podenschale  wird  von  ihnen  zerbrochen  und  zerkleinert,  ja  sie  schonen 
ihre  eigenen  Verwandten  nicht,  zerbrechen  den  Panzer  ihrer  abge- 
storbeneu Genossen,  um  die  letzten  Spuren  organischer  Substanz  her- 
auszusuchen.   So  schaffen  sie  jenen  scharfkantigen  Kalksand,  welcher 
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♦Ii*-  Lücken  /.wichen  den  Korallenästen  und  die  Lucken  zwischen 
den  Korallenslöcken  ausebnet.  Das  ist  die  geologische  Thaligkeit  der 
»eheerenlragenden  Krebse. 

Der  Kalk»and  nimmt  auf  dem  lebenden  Riff,  besonders  in  der 
südlichen  Hälfte  von  Erg  Tor,  ziemlich  bedeutende  Gebiete  ein.  Allein 
die  Oberfläche  des  lebenden  Riffes  ist  nicht  recht  geeignet,  um  mit 
Sicherheil  zu  bcurtheilen,  wieviel  von  der  Riffmasse  aus  Korallen- 
slöckon,  wieviel  aus  Kalksand  besteht.  Nach  einer  Anzahl  Einzel- 
skizzen von  fossilen  Riffen  ist  der  Durchschnitt  auf  Tafel  IV  ent- 
worfen ;  man  erkennt  daraus,  dass  V-,  der  Riffmasse  aus  erhaltenen 
Korallen,  Vi  aus  Kalkdetrilus  bestehen. 

4.  Welche  Veränderungen  erleiden  die  Riffsedimente,  wenn 
sie  endgültig  vom  Wasser  entblöst  wurden  ? 

Wenn  ein  Zoologe  sich  anschickt  zum  Studium  eines  Korallen- 
riffe«, so  beginnt  er  am  Ufer,  dringt  immer  weiter  meerwarts  ein  in 
die  Fülle  des  Korallenlcbens,  und  auf  der  iiussersten  Riffkante,  wo 
es  am  Üppigsten  entwickelt  ist,  dort  wartet  seiner  das  Endziel  der 
Arbeil.  Der  Weg  des  Geologen  führt  von  der  Gegenwart  zur  Ver- 
gangenheit. Indem  wir  von  dem  bunten  Korallengarten  der  Riffkanle 
allmählich  landeinwärts  beobachten,  verfolgen  wir  das  Absterben  des 
Riffes.  Das  lormenreiche  Thierleben  tritt  immer  mehr  zurück.  Die 
weissen  Delritusflecke  werden  immer  grösser,  die  Korallenbankc  immer 
kleiner.  Mehr  und  mehr  treten  abgestorbene  Stöcke  auf,  und  endlich 
überziehen  Pflanzen  rasen  und  .Mytiluscolonien  den  Boden  des  seich- 
leren Wassers. 

Nur  im  Niveau  der  Brandung  treten  abermals  Korallen  auf,  aber 
es  sind  diu  Reste  eines  subl'ossilen  Riffes,  das  die  Wellenabrasion 
zerfrisst  und  zerstört.  An  manchen  Uferst  recken  bei  Groin  und  süd- 
lich davon  bildet  das  subfossile  Riffgestein  eine  i  m  breite  horizontal 
ahrasirto  Stufe  am  Ufer.  Das  Seewasser  löst  die  detritogene  Füll- 
masse /.wischen  den  Korallenstöcken  leicht  auf  und  enthüllt  das  Gefüge 
des  Riffes.  Dieses  subfossile  Riff  hing  wahrscheinlich  einmal  zusammen 
mit  der  jüngeren  fossilen  Riffmasse  und  nur  die  Brandung  hat  beide 
durch  eine  Art  Strandlinie  gelrennt  und  räumlich  geschieden.  Dafür 
spricht  der  überaus  gleichmltssige  Erhaltungszustand  beider  und  die 
Beschaffenheit  der  Sedimente.    Die  Korallen  sind  farblos,  ihr  speci- 
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lisches  Gewicht  ist  etwas  grösser,  die  Füllmasse  ist  nicht  verkittet. 
Die  eingestreuten  Thierreste  tragen  bisweilen  noch  die  ursprüngliche 
Farbe.  Die  Litholhamniumknollen  sind  compacter,  aber  ihre  mikro- 
skopische Structur  zeigt  keine  Veränderung  (Taf.  VI,  Fig.  4). 

Vor  Ablagerung  der  jüngeren  fossilen  Riffkalke  muss  die  Bildung 
von  Korallenriffen  am  Sinai  einige  Zeit  unterbrochen  oder  wenigstens 
schwächer  gewesen  sein,  denn  die  oft  genannten  Grussandsteine  sind 
eine  bezeichnende  Zwischenbildung. 

Indem  wir  wenige  Meter  an  den  steilen,  schultbedeckten 
Hergabhangen  aufwärts  steigen,  tritt  uns  ein  Riffgestein  entgegen, 
das  einen  grundverschiedenen  Habitus  besitzt.  Selbst  wenn  wir  die 
violetten  Korallenkalke  vom  Ausgang  des  Uädi  Häscheb  als  eine  jüngere 
Bildung  betrachten,  als  die  Dolomite  des  RAs  Muhämmcd  und  des 
HammAm  Müsa,  so  ist  die  Kluft  doch  keineswegs  Uberbrückt.  Trotz- 
dem jeder  Felsblock  die  Spuren  von  Korallenkelchen  erkennen  lässl, 
ist  auch  nicht  die  geringste  Ähnlichkeit  zwischen  diesen  und  den 
jüngeren  fossilen  Riffsedimenten  zu  erkennen,  und  wir  werden  ver- 
anlasst, nach  speeifischen  Ursachen  dieser  Metamorphose  zu  suchen. 
Die  Thalsache  lehrt  uns,  dass  die  Anschauung  einer  gleichmässigcn 
und  allmählichen  Umwandlung  der  Kalkgesteine  nicht  Uberall  als  Er- 
klärungsversuch eingeführt  werden  darf,  und  dass  neben  den  Prozessen 
der  chronischen  Metamorphose  auch  acute  Umwandlungsvorgange  im 
Laufe  der  geologischen  Vergangenheit  vorgekommen  sind. 

5.  Welche  Veränderung  hat  Form  und  Verbreitung  der 
Riffe  im  Laufe  der  geologischen  Geschichte  erlitten? 

Eine  negative  Strandverschiebung  hat  die  Gebirge  und  mit  ihueu 
die  Korallenriffe  der  Sinaihalbinsel  vom  Wasser  theilweise  entblöst, 
und  es  liegt  nahe  zu  fragen:  ob  diese  Veränderung  der  Elemenlen- 
grenze  durch  eine  Hebung  des  Festlandes,  oder  durch  den  activen 
Rückzug  des  Meeres  bedingt  worden  sei? 

Die  Sinaihalbinsel  ist  in  der  Terliärzcit  dislocirl  worden ;  ob  diese 
festländischen  Bewegungen  zu  Ende  des  Eocän  oder  im  Miocän 
erfolgten,  habe  ich  mit  Sicherheit  nicht  entscheiden  können.  Jeden- 
falls haben  diese  Bewegungen  eine  Anzahl  Gebirgsglieder  geschaffen 
und  dieselben  topographisch  wie  leetonisch  isolirt.    Die  Araba  hängt 

Abhandl.  4.  K.  8.  Otw\U,  h.  d.  Wies*»«*.  XXIV.  86 
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hui  dein  centralen  Gebirgsstock  nur  durch  eine  schmale  Brücke  am 
U&di  Pirfto  zusammen.  Der  Höhenzug  des  G.  Pharaun  bis  G.  cl  Nochel 
und  March A  isl  durch  die  Wüstenebenc  von  Marchs  und  Burdess 
von  der  Araba  völlig  getrennt.  Endlich  ist  die  felsige  Südspilze  der 
Halbinsel,  das  Ras  Muhämmcd,  nur  durch  eine  flache  SandbrUcke  mit 
dem  übrigen  Festland  verbunden. 

Die  Verwerfungen,  welche  das  Küstenland  derartig  zerstückelt 
haben,  müssen  theilweise  eine  Sprunghöhe  von  mehr  als  800  m  be- 
sitzen, denn  so  hoch  steigen  die  sedimententblöslen  Granilwltnde  des 
G.  Marcha  und  des  G.  Abü  Dürbüh  aus  der  Sandebene  empor. 

Wenn  ein  so  zerslücktes  und  in  selbständige  Glieder  aufgelöstes 
Gcbirgsland  durch  »Hebung«  cenlrifugal  bewegt  wurde,  so  werden 
sich  meiner  Ansicht  nach  die  einzelnen  Theile  in  verschiedenem 
Maasse  bewegen,  und  Uings  der  grossen  und  kleinen  Verwerfungen 
wird  sich  eine  individualisirle  Bewegung  der  Schollen  geltend  machen. 
Das  Ausmaass  solcher  Bewegungen  wird  in  der  gleichen  Zeit  an  ver- 
schiedenen Punkten  der  Küste  ein  verschiedenes  sein;  die  durch 
gleichmüssigen  Habitus  und  identen  Erhaltungszustand  als  gleich- 
alterig  erkannten  jüngeren  fossilen  RilTtcrrassen  halten  aber  längs  der 
gesammten  Küsten  das  gleiche  Niveau  ein.  Mögen  Verwerfungen, 
ein  Wechsel  des  Küstengesteins  oder  Wüstenebenen  das  Rifl'band 
unterbrechen,  immer  tritt  es  wieder  in  demselben  Niveau  auf  und 
zieht  sich  als  markante  Strandliuie  an  Berg  und  Thal  entlang.  Die 
iiileren  fossilen  Riffkalke  und  Dolomite  am  G.  Naküs,  G.  Hammam 
Musa  und  Ras  Muhämmcd  sind  nicht  als  Terrassen  ausgebildet,  son- 
dern sind  mantelförmige  Hauben,  welche  die  Bergrücken  bedecken ; 
sie  können  daher  weder  für,  noch  gegen  eine  Hebung  angeführt 
werden  und  haben  für  die  Entscheidung  des  besprochenen  Problems 
keine  Beweiskraft. 

Aber  die  Lagerung  der  jüngeren  fossilen  Riffe  und  einige  noch 
zu  erwähnende  weitverbreitete  Erscheinungen  an  der  Sinaihalbinsel 
können  dafür  angeführt  werden,  dass  die  negative  Strandverschiebung 
nicht  durch  eine  festländische  Hebung,  sondern  durch  eine  regre- 
direndc  Bewegung  des  Meeres  bedingt  sei. 

Will  man  festländische  Bewegungen  au  der  Sinaihalbinsel  an- 
nehmen, so  wäre  von  meiuen  Beobachtungen  nur  das  untere  abge- 
storbene Saumrifl'  bei  Ghasuläni  östlich  von  RAs  Muhämmcd  zu  nennen, 
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/  welches  zwar  für  keine  Hebung,  aber  für  eine  jüngere  locale  Sen- 
kung spricht,  die  jene  Felsen  um  6  m  centripctal  bewegte,  da  kein 
anderer  Grund  für  das  Vorhandensein  zweier  Schirmriffc  aufgefunden 
werden  konnte. 

Die  Fig.  1  der  Tafel  VIII  zeigt  mit  Zugrundelegung  des  heutigen 
Festlandreliefs  in  allgemeinen  Umrissen  die  Vertheilung  von  Wasser 
und  Land  zur  Zeil  des  alteren  fossilen  Riffs.  Am  Nordfuss  des  G. 
Atakah  dringt  westlich  eine  weile  Bucht  gegen  Genäffe,  östlich  reicht 

r 

das  Meer  bis  an  den  Fuss  des  Tyhgebirges.  Die  Araba  bildet  sub- 
marine Klippenzüge,  nur  die  Aussenketten  des  G.  Abu  Dürbah  und 
G.  Abü  HöswUh  ragen  als  langgestrecke  Inseln  Uber  das  Meer.  Erst 
dort,  wo  dieser  gewaltige  Wellenbrecher  endet  und  die  Meereswogen 
frei  an  die  Klippen  des  nubischen  Sandsteins  anschlagen,  haben  sich 
auf  ihnen  die  Riffe  des  Naküs  und  Hammdm  Müsa  angesiedelt.  Das 
Thal  von  Abu  Suöre  trennte  wahrscheinlich  schon  damals  die  beiden 
Berge.  Bis  zum  Käs  Muhämmed  ist  der  Granit  riffirei  geblieben. 
Dort  aber  auf  den  Dislocationsschollen  des  Sandsteins  findet  sich 
wiederum  ein  fossiles  Riff. 

Die  Figur  2  links  von  dem  eben  beschriebenen  Bild  stellt  das- 
selbe Gebiet  zur  Zeit  der  jüngeren  fossilen  Riffe  dar.  Der  Strand 
hat  sich  vertical  um  230  ra  verschoben  und  grosse  Küsteustrecken 
sind  vom  Wasser  entblöst.  Eine  Anzahl  Felsenklippen,  welche  sich 
vorher  in  grosser  Wassertiefe  befanden,  sind  jetzt  der  Meeresober- 
fläche nahe  gekommen  und  bieten  den  Korallen  einen  günstigen 
Untergrund.  Das  Riff  südlich  des  Hamraäm  Pharaün  siedelte  sich 
auf  Kalkbanken  an,  das  Riff  des  Hammäm  Müsa  ist  bei  der  nega- 
tiven Strandverschiebung  an  den  Berggehangen  herabgewachsen,  dann 
bildete  sich  der  Grussandstein  und  jetzt  finden  sich  die  jüngsten 
Korallensediraente  an  seinem  Fuss.  Auch  das  Riff  am  Räs  Muhämmed 
ist  von  oben  nach  unten  an  dem  Felsen  herangewachsen  und  hat 
sich  dabei  seitlich  ausgebreitet. 

Aber  immer  weiter  schreitet  die  negative  Verschiebung  der 
Elementengrenze,  und  immer  mehr  submarine  Klippenzüge  rücken 
so  weit  an  den  Meeresspiegel  herauf,  dass  sich  Korallen  auf  ihnen 
ansiedeln  künnen.  Die  Figur  3  der  Tafel  VIII  spricht  deutlicher  als 
Worte,  wieviel  neue  Riffzuge  seitdem  entstanden  sind.  An  mehreren 
Stellen  haben  sich  kleinere  Riffstrecken  zu  ringförmigen  Atollen  ge- 
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schlössen  und  gross  ist  die  Mannichfalligkcit  der  Rifll'ormcn ;  aber  die 
allgemeine  NW — S()-Kichtung  ist  überall  deutlich  zu  erkennen. 

Das  subfossile  Riff  am  Strand  lehrt  uns,  wie  jene  negative  Be- 
wegung des  Strandes  bis  in  die  jüngste  Vergangenheit  hinein  fort- 
dauert. Aber  selbst  wenn  diese  Riffe  nicht  wären,  so  sprechen  doch 
viele  andere  Thatsachen  unwiderleglich  dafür,  dass  die  negative 
Strandverschiebung  an  den  Küsten  der  Sinaihalbinsel  bis  in  die  Gegen- 
wart hineinreicht. 

Alle  jene  Gebiete,  welche  ich  auf  der  geologischen  Karte  als 
» Salzthon •<  ausgeschieden  habe,  sind  nichts  weiter  als  eingedampfte 
Lagunen  und  meerentblöster  Strand.  Ihr  Sediment  stimmt  völlig 
überein  mit  jenem  salzigen  Schlamm,  den  die  tiefe  Ebbe  auf  dem 
Strande  von  Sües  entblöst.  Der  seichte  10  qkm  grosse  Tümpel  am 
Ras  Djehän,  die  Lagune  vom  Räs  Sibylle,  die  Lagunen  nordwestlich 
vom  Räs  Muhammed  zeigen  diesen  Eindampfungsprozess  noch  heute. 
Das  Chlornatrium  bedeckt  in  halbzölligen  weissen  Krusten  den  Boden, 
die  Abraumsalze  entfuhrt  die  Fluth.  Eine  arme  Fauna  fristet  darin 
ihr  Leben,  nur  Cerithium  scheint  sich  darin  wohl  zu  fühlen  und 
kleine  und  grosse  Arten  leben  in  ganzen  Schaaren  am  Boden  des 
seichten  Wassers.  Der  salzgelränkte  lehmige  Schlamm  bildet  breite 
Zonen  längs  des  Meeresstrandes;  die  Dromedare  gleiten  aus  und 
müssen  3  km  landeinwärts  gehen,  wo  sich  Wüstensand  über  den 
Boden  ausgebreitet  hat,  während  man  am  Strand  sich  nur  mühsam 
vorwärts  bewegen  kann. 

Aber  weit  landeinwärts  reichen  die  Spuren  ehemaliger  Lagunen, 
in  den  zahllosen  Cerithien,  welche  an  manchen  Stellen,  besonders 
am  Ras  Sibylle,  den  Boden  bedecken.  Und  selbst  wenn  Kies  und 
Wüstensand  den  Salzthon  verhüllen,  macht  doch  das  Salz  sich  immer 
noch  bemerkbar,  es  efllorescirt  bis  zur  Oberfläche  und  durchtränkt 
den  Sand.  Man  wird  nicht  sehr  irren,  wenn  man  alle  diejenigen 
Lagerplätze  als  Stellen  jüngster  Meeresbedeckung  karlirt,  an  denen 
die  Beduinen  während  der  Nacht  die  Wasserschläuchc  auf  Holz  und 
Stricke  legen,  damit  sie  während  der  Nacht  kein  Salz  aus  dem  Boden 
aufnehmen. 

Kliinzinuer  hat  bei  Kosser  beobachtet,  dass  sich  die  Korallen- 
riffe durch  »Hebung  des  Landes«  vergrössern,  besser  ausgedrückt:  bei 
negativer  Strandverschiebung.     Meine  eigenen   Erfahrungen  haben 
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mich  dasselbe  gelehrt.  Aber  das  Wachsthum  der  Riffe  im  Rothen 
Meer  ist  kein  Dickenwachsthum,  wie  es  nach  Darwin  bei  positiver 
Strandverschiebung  im  pacifischcn  Archipel  stattfindet,  sondern  es  ist 
ein  seitliches  Flächenwachsthum.  Die  Riffe  des  Rothen  Meeres  können 
gar  nicht  in  die  Dicke  wachsen,  weil  sie  bald  genug  vom  Seewasser 
enlblöst  werden.  —  Deshalb  sind  die  lebenden  und  fossilen 
Korallenriffe  der  Sinaihalbinsel  nur  dünne  Krusten  auf 
felsigem  Kern. 

Bei  negativer  Sirandverschiebung  —  mag  dieselbe  durch  He- 
bung des  Landes,  oder  durch  den  Rückzug  des  Meeres  bedingt  sein 
—  wird  ein  Riff  mehr  in  die  Flüche  als  in  die  Dicke  wachsen;  bei 
positiver  Strandverschiebung  allein  können  sich  Riffe  bilden,  deren 
Kalkmasse  eine  erhebliche  Mächtigkeit  erreicht. 

Jena,  im  Juli  1888. 


Die  Zinkographien  im  Text  wurden  nach  Federzeichnungen  des  Verfassers 
durch  E.  Meisenbach  in  München  pholognphirt.  Die  Tafeln  I,  II,  III,  IV,  VI, 
VII,  VIII  sind  nach  Aquarellen  und  Zeichnungen  des  Verfassers  durch  A.  Giltsch 
in  Jena  lilhographirt.  Die  Lichtdrucktafel  V  fertigte  J.  Klinkhardt  in  Leipzig. 
Die  geologische  Karte  wurde  in  dem  kartographischen  Institut  von  Gieseckc 
&  Dcvrient  in  Leipzig  in  Kupfer  gestochen  und  lilhographirt. 
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Mit  der  Erweiterung  unserer  anatomischen  Kenntnisse  geht 
stets  eine  Vertiefung  unseres  Verständnisses  der  Vorgänge  in  den 
betreffenden  Geweben  einher.  So  hat  auch  jedes  eingehendere 
Studium  der  Gefasse,  sei  es  in  ihrem  Bau,  sei  es  in  ihrem  Verhalt- 
niss  zu  einander  und  zu  dem  umgebenden  Gewebe,  neue  Aufschlüsse 
Uber  die  Leistungen  des  Blutstromes  gebracht  und  Uber  die  Hilfs- 
mittel, welche  dem  Körper  für  diese  Zwecke  zu  Gebote  stehen.  Da 
sich  daher  erwarten  liess,  dass  ein  genaueres  Eingehen  auf  die  Ge- 
fassverthcilung  im  Muskel  einigen  Aufschluss  über  bestimmte  physio- 
logische Fragen  geben  würde,  und  da  zugleich  diese  Arbeil  für  eine 
verwickeltcre  ahnlichen  Inhalts  noth wendige  Vorbedingung  war, 
wurde  dieselbe  auf  Anregung  des  Herrn  Prof.  Ludwig  von  mir  in 
Angriff  genommen. 

Bin  ich  mir  auch  bewusst,  dass  die  erhaltenen  Resultate  die 
gestellten  Fragen  noch  lange  nicht  erschöpfend  beantworten,  so  geben 
sie  doch  schon  über  einiges  Wesentliche  interessante  Aufschlüsse. 

Meine  Untersuchungen  erstreckten  sich  auf  Hunde,  Kaninchen 
und  theilweise  auch  menschliche  Neugeborene. 

Ks  galt  erstens,  festzustellen,  wie  sich  die  makroskopisch  sicht- 
baren Gefilsse  im  Muskel  vertheilen.  Für  diese  Darstellung  der  Ar- 
terien wühlte  ich  nach  zahlreichen  Versuchen,  der  Frage  auf  anderem 
Wege  nahe  zu  kommen,  schliesslich  eine  Leimmasse,  welche  durch 
reichlichen  Zusatz  feinsten  Ultramarins  intensiv  blau  gefärbt  war,  und 
welche  so  die  Capillarcn  nicht  passirt.  Die  Venen  erhielt  ich  dadurch 
gesondert,  dass  ich  von  der  Arterie  aus  erst  eine  mit  Carmin  oder 
Berliner  Blau  gefürbte  Masse  bei  ca.  80  mm  i/y-Druck  injicirtc  und 
dann,  wenn  das  Geflisssystem  ziemlich  gefüllt  erschien,  eine  farblose 
Masse  unter  180 — 200  min  //</  folgen  liess,  bis  nichts  mehr  in  die 

37» 


Digitized  by  Google 


510 


VVkkneh  Sfaltkholz, 


GefUsse  hineinging.  Für  die  Arterien  erhalt  man  mit  der  ungewand- 
ten Methode  sicher  schöne  Präparate,  bei  den  Venen  je  nach  dem 
Gelingen  wenigstens  an  grösseren  oder  kleineren  Theilen  der  Muskel. 
Nachdem  die  Leimmasse  erstarrt  war,  wurden  einzelne  Muskeln,  welche 
wegen  ihrer  Plattheit  besonders  geeignet  erschienen,  sorgfältig  vom 
umgebenden  Gewebe  losgelöst,  auf  Korkplatten  ausgebreitet  und  unter 
beständigem  Anspannen  mit  Igelstacheln  befestigt,  dann  in  Alkohol 
entwässert,  in  Nelkenöl  aufgehellt  und  auf  entsprechend  grossen 
Glasplatten  in  Xylol-t'anadabalsam  eingeschlossen. 

So  gelingt  es  unschwer,  die  Gefössvertheilung  eines  ganzen  Sar- 
lorius,  der  Bauchmuskeln,  des  Zwerchfelles,  ja  selbst  dickerer  Muskeln 
eines  miltelgrossen  Hundes  und  menschlicher  Neugeborener  bis  zu  den 
feinsten  Ästchen  hin  klarzulegen  und  auch  für  die  Betrachtung  unter 
der  Loupc  geeignet  vorzubereiten.  Die  Entstehung  von  Luftblasen 
in  den  Präparaten  verhindert  man  am  besten  dadurch,  dass  man  auf 
dem  Wasserbad  erwärmten  und  nur  eben  bis  zur  Leichtflüssigkeit 
mit  Xylol  versetzten  Canadabalsam  benutzt,  eventuell  die  eingeschlos- 
senen Präparate  unter  geringer  Belastung  des  Deckglases  längere  Zeit 
gelinde  erwärmt. 

Für  die  zweite  Aufgabe,  die  in  der  Untersuchung  der  Capillarcn 
bestand,  wühlte  ich  zwei  verschieden  gefärbte  Leimmassen,  und  zwar 
färbte  ich  gewöhnlich  die  eine  mit  Carmin,  die  andere  mit  flüssiger 
chinesischer  Tusche,  resp.  besonders  praparirtem  Lampenruss  ■).  Ich 
injicirte  zuerst  unter  ca.  80  mm  /fy-l)ruck  die  Carminmasse,  bis 
alle  Capillaren  gefüllt  erschienen,  und  schickte  dann  die  zweite  Masse 
unter  ca.  180  mm  //</  nach,  bis  ich  an  der  schwarzlichen  Färbung 
einzelner  zu  Tage  liegender  Muskelstucke  sah,  dass  dio  Masse  bis  in 
die  Capillaren  vorgedrungen  sei.  Dann  wurde  das  Präparat  sofort 
in  Alkohol  gelegt  und  nach  möglichst  kurzer  Zeil,  d.  h.  sobald  die 
Masse  in  den  Hautgefiissen  erstarrt  war,  seines  Hanl  Überzuges  ent- 
kleidet. 

Um  die  Anordnung  der  GePasse  im  conlrahirten  Muskel  zu  slu- 
diren,  injicirte  ich  das  Thier,  gewöhnlich  die  unlere  Hälfte  von  der 


I)  Die  Anfertigung  und  den  Vertrieb  dieser  vorzüglichen  Massen  nach  den 
im  physiologischen  InsliUil  feslgeslelHen  Receplen  hat  Herr  l>r.  Gkorg  Gm  ri.fr. 
Leipzig,  Dufotirslr.  17,  übernommen. 
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Aorla  abdominalis  aus,  so  kurze  Zeit,  als  nur  irgend  möglich,  nach 
dem  Tode  mit  einer  concentrirlen  wässrigen  Berlincr-Blau-Lösung, 
bis  alle  Gefässe  prall  angefüllt  erschienen,  schnitt  dann  vorsichtig  die 
Insertionen  einiger  besonders  geeigneter  Muskeln  (Mm.  gastrocnemius 
und  quadriceps  femoris)  durch  und  machte  sie  wärmestarr,  indem 
ich  sie  ungefähr  zwei  Stunden  lang  in  Wasser  von  50°  C.  brachte. 
Die  Rcduclion  des  Berliner  Blaues  kann  man  durch  Zusatz  von  etwas 
Salpetersäure  verhindern,  oder,  wenn  einmal  eingetreten,  dadurch 
wieder  beseitigen,  dass  mau  die  betreffenden  Muskel  in  Salpetersäure 
hJirtct.  Diese  Behandlung  erleichtert  auch  die  nachfolgende  Prüpa- 
ration. 

Zu  dieser  zweiten  Untersuchungsreihe  benutzte  ich  mit  Vorliebe 
Kaninchen,  da  sich  bei  ihnen  mit  Pincelte  und  Präparirnadel  leicht 
von  den  Muskeln  sehr  dünne  Lamellen  ablösen  lassen,  die  ich  nach 
Aufspannung  und  halber  Antrocknung  auf  dem  Objectträger  voll- 
ständig entwässerte,  aufhellte  und  in  Balsam  einschloss.  Schnitt- 
praparatc  geben  keinen  genügenden  Überblick,  wahrend  er  bei  obigen 
Präparaten,  wenn  sie  nur  dünn  genug  sind,  an  den  meisten  Stellen 
ein  vollständiger  ist. 

Die  Thicre  wurden  stets  möglichst  kurze  Zeil  nach  dem  Tode 
injicirt.  Man  erhall  so  wesentlich  gleichmassigere  Injeclioncn  als 
sonst  und  umgehl  das  lästige  Vorwärmen.  Dem  Umstand,  dass  bei 
dem  menschlichen  Material  ein  Zeitraum  von  mehreren  Stunden 
zwischen  Tod  und  Injection  lag,  gebe  ich  auch  hauptsächlich  die 
Schuld,  dass  die  Präparate,  die  ich  vom  Menschen  besitze,  nicht  so 
schön  sind  als  die  übrigen. 

I.  Arterien. 

Die  folgende  Beschreibung  bezieht  sich,  wo  nicht  besonders 
etwas  Anderes  gesagt  ist,  auf  den  Hund. 

Die  Zahl  der  Arterien,  welche  einen  und  denselben  Muskel  bei 
verschiedenen  Individuen  versorgen,  ist  nur  genügen  Schwankungen 
unterworfen;  namentlich  gleichen  sich  aber  bei  demselben  Thiere 
die  rechte  und  linke  Seite  immer  auffällig. 

Die  Hauptmenge  des  Blutes  wird  dem  einzelneu  Muskel  gewöhn- 
lich durch  mindestens  zwei  je  nach  der  Masse  des  Muskels  mehr 
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oder  weniger  grosso  Gcfässo  zugeführt.  Der  Vorlauf  derselben  ist, 
soweit  sie  parallel  der  Faserrichtung  eindringen,  ein  ziemlich  gerad- 
liniger; soweit  sie  unter  einem  spitzen  oder  rechten  Winkel  auftreflen, 
niihern  sie  sich  im  Bogen  der  Faserrichtung.  Nicht  selten  trifft  man 
aber  auch  Stammchen,  welche  senkrecht  zu  ihr  den  Muskel  durch- 
ziehen und  erst  in  ihren  Endästen  umbiegen. 

Diese  Stämmchen  schicken  nun,  aber  nur  zum  Theil  unter  ent- 
sprechender Ablenkung  derselben,  kleinero  und  grössere  Zweige  ab, 
welche  unter  einander  und  mit  denen  anderer  Arterien  Verbindungen 
eingehen,  so  dass  schon  durch  diese  Astchen  stärkeren  Kalibers  ein 
gröberes  Netzwerk  gebildet  wird,  welches  allseitig  den  Muskel  durch- 
zieht. Bei  grösseren  Muskeln  ist  jede  Masche  noch  von  einem  oder 
mehreren  Zweigen  ähnlichen  Durchmessers  durchzogen,  welche  die 
Zahl  der  gröberen  Anastomosen  vermehren  helfen.  Von  den  Seiten 
dieses  Netzes,  und  zwar  in  gleicher  Weise  von  den  Hauptslämmchcn 
wio  von  den  kleineren  Ästen  gehen  in  ungefähr  gleichen  Abstünden 
von  einander  meist  senkrecht  kleine  Zweige  ab,  deren  Durchmesser 
nur  wenig  unter  einauder  differiren.  Jedes  derselben  ist  durch  bogen- 
förmige Anastomosen  mit  seinen  benachbarten  verbunden.  So  ent- 
steht in  dem  ersten  gröberen  ein  zweites  feineres  Netzwerk,  dessen 
einzelne  Maschen  Räume  ungefähr  gleichen  Inhalts  einschliessen.  Von 
den  Faden  dieses  Netzes  nun  entspringen  meist  rechtwinklig  zur  Faser- 
richtung (Taf.  H,  Fig.  3)  feinste  Arterien,  welche,  theilweise  unter 
erneuter  Anastomoscnbildung,  den  letzten  vorcapillarcn  Reiserchen 
resp.  den  Capillaren  selbst  zum  Ursprung  dienen. 

Diese  Vertheilung  der  Arterien  findet  sich  in  allen  Muskeln, 
ebenso  denen  des  Stammes  wie  denen  der  Extremitäten,  des  Hundes 
und  Kaninchens;  vom  Menschen  kann  ich  dasselbe  vorläufig  nur  von 
den  gröberen  Verzweigungen  und  Anastomosen  behaupten.  Besonders 
schöne  Präparate  liefert  das  Zwerchfell  des  Hundes.  Es  bezieht  be- 
kanntlich sein  Blut  1.  aus  den  schwachen  Aa.  pericardiaco-phrenicae, 
2.  den  Aa.  phrenicac  inferiores,  3.  den  sechs  unteren  Aa.  inter- 
costalcs  und  i.  Ästchen  der  Aa.  mammariac  internae  (Rr.  musculo- 
phrenici).  Während  nun  beim  Kaninchen  Nr.  3  und  i  so  Uber- 
wiegend  entwickelt  sind,  dass  man  die  anderen,  namentlich  Nr.  1, 
leicht  Ubersieht,  und  dass  nur  jene  für  den  Rippentheil  in  Betracht 
kommen,  sind  beim  Hund  und  Menschen  die  Aa.  pericardiaco-phrenicae 
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zwar  schwach,  die  Aa.  phreoicac  inferiores  aber  ebenso  stark  wie 
die  Aa.  inlercostales.  Durch  die  zahlreichen  Verbindungen,  welche 
die  Äste  der  letzteren  sowohl  unter  einander  als  auch  mit  denen 
der  Aa.  phrenicae  eingehen,  entsteht  ein  Netzwerk,  dessen  Zierlich- 
keit namentlich  beim  Hund  Uberraschend  ist.  Taf.  I,  Fig.  1,  welche 
den  linken  hinteren  Abschnitt  desselben  darstellt,  soll  davon  ein  ge- 
treues Bild  geben.  Wie  man  sieht,  sind  im  Zwerchfell  dio  Maschen 
besonders  sorgfaltig  in  der  Faserrichtung  angeordnet.  Fast  genau  so 
ist  das  Bild  beim  menschlichen  Zwerchfell.  Als  Beweis  dafür,  dass 
die  Gefassverlheilung  in  allen  Muskeln  demselben  Gesetze  folgt,  habe 
ich  noch  ein  Stück  aus  einem  rechten  M.  transversus  abdominis  des 
Hundes  (Taf.  I,  Fig.  2)  zeichnen  lassen. 

IL  Capillaren. 

Der  folgende  Abschnitt  schildert  die  Verhältnisse  im  weissen 
Kaninchenmuskel. 

A.  Im  erschlafften  Muskel.  Die  feinsten  arteriellen  Ästchen 
entspringen,  wie  schon  erwähnt,  meist  senkrecht  von  ihrem  Stamm 
(Taf.  II,  Fig.  3).  Ihre  Zweige,  verschieden  an  Zahl  und  Starke, 
gehen  meist  unter  spitzem  Winkel  ab  und  biegen  theils  in  sanftem 
Bogen,  theils  brüsk  in  die  Faserrichtung  ein,  um  dann  direct  in  die 
Capillaren  zu  zerfallen.  Einzelne  Capillaren  nehmen  ihren  Ursprung 
auch  direct  aus  dem  Stammchen  (Taf.  II,  Figg.  3  u.  4,  Taf.  Hl,  Fig.  5). 
Die  Capillaren  verlaufen  gestreckt  in  der  Faserrichtung,  biegen  aber 
häufig,  indem  sie  sich  um  eine  Muskelfaser  hcrumwinden,  in  eine 
andere  Ebene  ein,  sodass  sie  meistens  Theile  mehrerer  Fasern  mit 
Blut  versorgen.  Jede  Capillare  ist  gewöhnlich  mit  den  benachbarten 
durch  ein  oder  zwei  rechtwinklig  zur  Faserrichtung  verlaufende  Äst- 
chen verbunden;  man  findet  jedoch  unschwer  auch  lange  Capillaren, 
welche  nichts  von  einer  solchen  Verbindung  erkennen  lassen.  Über- 
haupt habe  ich  an  meinen  Präparaten  die  Überzeugung  gewonnen, 
dass  Querverbindungen  nicht  so  häufig  sind,  als  man  nach  Längsschnit- 
ten anzunehmen  geneigt  ist,  wo  namentlich  auch  die  Zwischenstücke 
zwischen  zwei  in  verschiedenen  Ebenen  verlaufenden  Abschnitten 
derselben  Capillare  leicht  für  Anastomosen  gehalten  werden  können. 
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An  ihrem  Ende  fliesscn  die  Capillarcn  zu  zweien  oder  mehreren,  in 
letzterem  Falle  unter  eigen  thünilichcr  Rüschelhildung,  zu  weilen  Venen- 
zweigen zusammen,  die  sich  unter  spitzem  Winkel  zu  einem  kleinsten 
Vencnslammchen  verbinden.  Letzlere  verlaufen  meist  senkrecht  oder 
nur  wenig  zur  Faserrichtung  geneigt  und  ergiessen  ihr  Blut  in  einen 
dieser  parallel  laufenden  Stamm.  Mit  der  grüssten  Regel massigkeit 
ist  nun  oin  solches  kleinstes  VenenstUmmchen  zwischen  zwei  klein- 
sten Arterien  angeordnet,  sodass  man  diese  Gelasse  stets  in  der 
Reihenfolge:  Arterie,  Veno,  Arterie,  Vene,  Arterie  u.  s.  w.  antrifft. 
Die  Abstünde  zwischen  ihnen  sind  geringen  Schwankungen  unter- 
worfen (Taf.  II,  Figg.  3  u.  4).  Es  ist  eigentümlich  zu  sehen,  wie 
bisweilen,  wenn  durch  spitzwinkligen  Abgang  grosserer  Äste  dieses 
Gesetz  gestört  zu  werden  droht,  kleinere  Stammchen  unterkriegen, 
um  auch  in  der  sonst  in  dem  Winkel  entstehenden  Lücke  das  Gesetz 
aufrecht  zu  erhalten. 

Das  Gebiet,  welches  jeder  arterielle  Endast  versorgt,  entspricht 
einem  länglichen  Scheibchen,  dessen  Dicko  nur  durch  wenige  Lagen 
von  Muskelfasern  gebildet  wird. 

Jede  kleinste  Arteric  entsendet  ihr  Blut  in  gleicher  Weise  nach 
beiden  Seiten  hin,  und  zwar  sicher  wenigstens  zum  Theil  in  die 
nachstgelegcnen  YcnenslUmmchen.  Bei  einem  Theil  der  Capillaren 
lasst  sich  jedoch  eine  directe  Verbindung  mit  diesen  nicht  nach- 
weisen; sie  gehen  Uber  denselben  oder  darunter  weg,  um  sich  jen- 
seits mit  einer  Capillare  der  nächsten  Arterie  zu  einem  venösen  Äst- 
chen zu  voreinigen  und  von  jener  Seite  in  die  Vene  einzumünden. 
Ein  anderer  Theil  der  Capillaren  stellt  wohl  auch  nur  Verbindungs- 
glieder dar  zwischen  den  Capillargebicten  verschiedener  Arterien. 

In  der  Lange  der  Capillaren  begegnet  man  ziemlichen  Schwan- 
kungen. Nicht  nur,  dass  man  an  verschiedenen  Stellen  des 
Muskels  verschieden  lange  Capillarcn  trifft,  sondern  kürzere  und  län- 
gere liegen  auch  dicht  neben  einander;  ja  man  findet  sogar,  dass 
zwei  von  demselben  arteriellen  Endastchen  nach  entgegengesetzten 
Seiten  abgehende  Capillarcn  merkliche  Längenunlersehiede  zeigen. 
Betragt  beim  Kaninchenmuskel  (ohne  Berücksichtigung  der  Minima 
und  Maxima)  die  mittlere  Lange  einer  Capillare  0,60  mm  uud  schwankt 
sie  dabei  ziemlich  gleichmiissig  zwischen  0,50  mm  und  1,00  mm,  so 
konnte  ich  dabei  auch  bestimmt  solche  von  0,43  mm  und  von  1  mm 
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bis  1,35  niDJ  Länge  messen.  Die  von  derselben  Arterie  nach  ent- 
gegengesetzten Seiten  abgehenden  Capillaren  sind  zum  Theil  gleich 
lang  oder  nur  wenig  verschieden;  ich  traf  jedoch  Arterien,  von  denen 
aus  nach  der  einen  Seite  Capillaren  von  1,08  mm  und  1,1 1  mm  und 
nach  der  anderen  von  0,53  mm  und  0,56  mm  Länge  abgingen.  Über 
den  Durchmesser  und  die  Zahl  der  Capillaren,  die  von  einer  Arterie 
abgegeben  wird,  bin  ich  noch  nicht  in  der  Lage,  genügende  Angaben 
machen  zu  können. 

B.  Im  conlrahirten  Muskel.  An  dem  durch  die  oben  er- 
wähnte Methode  bis  auf  das  Äusserste  verkürzten  Muskel  sind  die 
letzten  arteriellen  und  venösen  Ästchen  noch  schärfer  als  am  er- 
schlafften senkrecht  zur  Faserrichtung  gestellt,  ihre  Zweige  sind  nahe 
an  den  Stamm  herangedrängt  und  laufen  parallel  mit  ihm.  Ist  das 
Gefässsystem  nur  mit  einer  Masse  injicirt,  so  sind  die  Arterien  von 
den  Venen  nur  durch  ihre  Schlankheit  zu  unterscheiden  und  dadurch, 
dass  ihre  Ästchen  sehr  lang  und  schmal  sind,  während  die  venösen 
durch  den  Zusammenfluss  mehrerer  Capillaren  plötzlich  als  relativ 
weite  und  kurze  Gefässe  entstehen.  Die  Capillaren  laufen  alle  in 
Schlangenlinien,  die  sich  theilweisc  über  die  ganze  Breite  einer 
Muskelfaser  hinziehen. 

III.  Venen. 

Mit  Ausnahme  der  oben  erwähnten  venösen  Wurzelästchcn  ver- 
laufen die  Muskelvonen  stets  dicht  neben  den  Arterien,  sind  einfach 
angelegt  und  bis  in  die  feinsten  Ästchen  mit  Klappen  versehen,  die 
namentlich  an  den  Einmündungsslelien  der  kleineren  Zweige  in  einen 
grösseren  sich  vorfinden,  und  die  das  Blut  nur  in  der  Richtung  nach 
dem  Herzen  zu  strömen  lassen. 

Die  Venen  bilden  also  genau  so,  wie  die  Arterien,  ein  dichtes 
Netz  im  Muskel,  das  sich  von  dem  arteriellen  höchstens  dadurch 
unterscheidet,  dass  an  einer  Stelle,  wo  nur  eine  schwache  arterielle 
Anastomose  vorhanden  ist,  sich  eine  stärkere  venöse  findet,  und  um- 
gekehrt. Bisweilen  erweckt  es  den  Anschein,  als  ob  sich  die  Venen 
etwas  strenger  an  die  Faserrichtung,  resp.  eine  darauf  senkrechte 
hielten,  als  es  die  Arterien  thun.  Nur  an  einzelnen  bestimmten 
Muskeln,  an  denen  offenbar  besondere  hydraulische  Verhältnisse  vor- 
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liegen,  sind  die  grössten  Venenstämmc  etwas  anders  angeordnet,  als 
diu  entsprechenden  Arterien.  So  findet  man  namentlich  am  Zwerch- 
fell Hauplabzugswege  für  das  Blut  im  Centrum  lendineum.  Am  meisten 
ist  dies  beim  Kaninchen  ausgesprochen,  wo  geradezu  das  arterielle 
Blut  von  den  Rippen  herkommt  und  in  seiner  Hauptmasse  nach  dem 
Centruin  tendineum  in  die  dessen  Peripherie  begrenzenden  venösen 
Stamme  abfliesst.  Die  grösseren  Arterien  und  Venen  greifen  dabei 
in  einander  wie  die  Zinken  zweier  gegen  einander  gekehrter  Rechen. 
Beim  Hund  und  Menschen  laufen  allerdings  in  der  pars  muscularis 
sämmtlicho  Venen  streng  neben  den  entsprechenden  Arterien,  doch 
fallen  auch  bei  ihnen  in  der  pars  tendinea  grosse  venöse  Abzugs- 
canäle  auf,  die  das  Blut,  das  ja  hauptsachlich  aus  den  Aa.  inter- 
coslales  und  phrenicae  inferiores,  also  von  den  seitlichen  Theilen  her, 
kommt,  nach  der  Mitte  fortführen.  Ein  ahnliches  eigentümliches 
Vorhalten  ist  mir  noch  am  M.  mylohyoideus  des  Hundes  aufgefallen. 
Diesem  wird  sein  Blut  fast  ausschliesslich  von  den  am  seitlichen 
Rand  verlaufenden  Aa.  submentales  geliefert,  findet  seinen  Abfluss 
aber  nur  zum  geringsten  Theile  in  die  entsprechenden  Vv.  submen- 
tales, zum  grössten  dagegen  in  eine  in  der  Medianlinie  an  der 
unteren  Fläche  des  Muskels  verlaufende  starke  V.  mediana.  Die 
Zweige  dieser  Vene  und  ihre  Äste  entsprechen  dagegen  vollständig 
denen  der  Arterien  und  bilden  vorwiegend  in  der  Faserrichtung 
angeordnete  Längsmaschen.  Welche  mechanischen  Verhältnisse  diese 
eigentümlichen  Abweichungen  sowie  namentlich  auch  die  Ver- 
schiedenheiten bei  einzelnen  Säugethieren  verursachen,  ist  vorläufig 
noch  unklar. 

Doppelt  angelegte  Venen  habe  ich  im  Muskel  selbst  nie  gefun- 
den; namenflieh  siud  auch  die  grössten,  soweit  sie  im  Muskel  selbst 
verlaufen,  nie  doppelt.  Letztere  Thatsachc  steht  natürlich  nicht 
mit  der  anderen  im  Widerspruch,  dass  die  Muskelvenen,  sobald 
sie  aus  dem  Muskel  heraustreten,  meist  eine  Begleitvene  erhallen 
und  nun  die  Arterie  in  der  gewöhnlichen  Weise  von  beiden  Seilen 
her  einfassen. 

Die  Zahl  der  Klappen  in  den  Muskelvenen  ist  ausserordentlich 
gross.  Sie  finden  sich  nicht  nur  in  den  grössten  Asten,  sondern  ich 
konnte  sie  auch  bis  in  feine  Zweige  unter  Vi  mm  Durchmesser  nach- 
weisen. Ihre  Anwesenheit  erschwert  eine  gesonderte  Darstellung  der 
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Venen  ganz  bedeutend.  Bei  Injectionen  vom  Stamm  aus  nach  der 
Peripherie  zu  erhalt  man  wohl  bisweilen,  d.  h.  wenn  die  Klappen 
mit  der  Wand  verklebt  oder  sonst  insuflicient  geworden  sind,  um- 
schriebene Bezirke  leidlich  gut  injicirt  und  sieht  dann  an  der  Peri- 
pherie derselben  die  Masse  stets  durch  eine  Klappe  am  weiteren 
Vordringen  verhindert;  in  den  meisten  Fullen  gelingt  aber  auch  nicht 
einmal  eine  solche  stückweise  Darstellung,  da  die  Klappen  sich  ein- 
stellen und  selbst  noch  einem  Drucke  von  ca.  einer  Atmosphäre 
Widerstand  leisten.  Eine  vollständige  Injection  der  Venen  ist  daher 
nur  von  den  Arterien  aus  in  der  oben  angegebenen  Weise  möglich. 

Da  die  Vertheilung  der  Yencn  mit  den  erwähnten  Ausnahmen 
derjenigen  der  Arterien  vollständig  entspricht,  habe  ich  es  nicht  für 
nöthig  gehalten,  besondere  Abbildungen  von  ihnen  beizufügen. 

Der  Durchmesser  der  Venen  ist,  wie  überall,  so  auch  im  Muskel 
bedeutend  grosser  als  der  der  Arterien ;  auch  beginneu  sie  gleich  als 
im  Verhaltniss  zu  den  einmündenden  Capillaren  übermässig  grosse 
Schlauche,  welche  dann  anfangs  viel  weniger  an  Durchmesser  zu- 
nehmen, als  die  entsprechenden  arteriellen  Endastchcn  auf  dem 
gleichen  Wege  abnehmen.  Die  Venen  erscheinen  an  Injectionsprü- 
paralen  stets  als  platte,  bandartige  Gefasse,  deren  spaltfürmigcs  Lumen 
der  Fascrrichtung  entspricht,  wenn  sie  selbst  senkrecht  zu  derselben 
verlaufen. 


Im  Folgenden  sollen  die  Schlussfolgerungen  zusammengestellt 
und  discutirl  werden,  die  sich  aus  den  oben  angeführten  Thatsachcn 
ergeben.  Es  wird  dabei  Gelegenheit  sein,*  noch  einiges  anatomisch 
Neue  zu  erwähnen,  welches  zum  besseren  VersUlndniss  dienen  kann. 

1 .  Jeder  Muskel  bildet  für  den  Blutstrom  ein  in  sich  abgeschlos- 
senes Ganzes;  die  Gefasse,  die  in  einen  Muskel  eindringen,  versorgen 
mit  wenig  Ausnahmen  auch  nur  diesen  allein.  Selbst  für  die  Capil- 
larbezirke  scheint  dieses  Gesetz  in  einem  gewissen  Grade  Giltigkeit 
zu  haben,  da  man  die  Capillaren  an  den  Randern  des  Muskels  mit 
grosser  Kegelmassigkeil  schlingcnfürmig  sich  umbiegen  sieht.  Dieser 
Befund  stimmt  auch  sehr  gut  mit  der  experimentell  gefundenen  Thal- 
sache, dass  bei  der  Contraclion  eines  Muskels  die  eiulrelende  Be- 
schleunigung des  Kreislaufes  nicht  auf  andere  Muskel  übergreift. 
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Allerdings  cxistiren  ja  Gefassverbindungen  namentlich  mit  dem 
umgebenden  Bindegewebe,  doch  habe  ich  sie  nie  grösser  gefunden, 
als  dass  sie  mit  dem  unbewaffneten  Auge  eben  noch  sichtbar  sind. 
Und  selbst  wenn  man  an  platten  Muskeln,  z.  B.  Mm.  latissimus  dorsi, 
sarlorius,  aus  den  zarten  Gerassbögen,  welche  den  äussersten  Rand- 
theil  versorgen,  eine  ganze  Anzahl  solcher  feiner  Ästchen  in  das  be- 
nachbarte Fascienblatl  eindringen  sieht,  ja  bisweilen  bis  zum  nächsten 
Muskel  verfolgen  kann,  so  kann  dies  meiner  Meinung  nach  an  dem 
aufgestellten  Satze  nichts  andern,  da  diese  Gefasse  bei  ihrem  absolut 
und  relativ  geringen  Querschnitt  in  keiner  Weise  für  die  Be-  oder 
Entlastung  des  betreffenden  Stromgebietes  in  Betracht  kommen  können. 
Diese  Ästchen  scheinen  nur  für  die  Ernährung  des  umgebenden  Binde- 
gewebes bestimmt  zu  sein. 

Nicht  unerwähnt  will  ich  lassen,  dass  ich  in  einigen  Fallen 
auch  grössere  Gefasse  einen  Muskel  habe  verlassen  sehen,  um  ent- 
weder in  die  Haut  oder  den  benachbarten  Muskel  überzugehen.  Das 
erslero  Verhällniss  findet  sich  regelmässig  am  M.  bieeps  femoris  des 
Hundes;  ich  behalte  es  mir  für  später  vor,  bei  einer  anderen  Ge- 
legenheit ausfuhrlich  darauf  einzugehen.  Den  zweiten  Fall  habe  ich 
namentlich  an  den  Bauchmuskeln  gefunden,  wo  die.  Äste  der  A.  epi- 
gastrica  nicht  nur  den  M.  reclus  abdominis  versorgen,  sondern  auch 
auf  die  queren  und  schrägen  Bauchmuskeln  Ubergreifen  (Tu f.  I,  Fig.  2), 
und  wo  die  Äste  der  Aa.  intercostales  resp.  lumbales  sich  in  allen 
drei  queren  Bauchmuskeln  gleichmassig  verbreiten.  Ob  dieses  Ver- 
hallen, welches  von  dem  der  übrigen  Muskeln  wesentlich  abweicht, 
damit  zusammenhangt,  dass  sich  die  Bauchmuskeln,  wenigstens  die 
derselben  Seile,  wohl  stets  gemeinsam  contrahiren,  wage  ich  noch 
nicht  zu  entscheiden. 

2.  Die  Anastomosen,  welche  zwischen  verschiedenen  Arlerien 
und  zwischen  verschiedenen  Asten  einer  und  derselben  bestehen, 
zeichnen  sich  alle,  selbst  im  M.  reclus  abdominis,  wo  sie  sich  bei 
Verengerung  oder  Verschluss  der  Aorta  abdominalis  so  enorm  er- 
weitern können,  durch  eine  Feinheit  aus,  die  namentlich  bei  grosseren 
Muskeln  im  Missverhaltniss  steht  zu  der  Grösse  der  zuführenden  Ge- 
fasse. In  kleineren  Muskeln,  in  denen  die  Hauptarlci  ien  selbst  kleiner 
sind,  fallt  dieser  Unterschied  nicht  so  in  die  Augen.  Es  fehlen  also 
in  den  grossen  Muskeln  VerbindungsUste,  welche  durch  ihren  Quer- 
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schnitt  geeignet  sind,  den  plötzlichen  Ausfall  eines  Gefltssgebietes 
durch  Zufuhr  von  einer  anderen  Seite  her  wieder  zu  ersetzen.  Ks 
ist  vielmehr  der  Muskel  von  einem  dichten  Netz  von  allseitig  mit 
einander  verbundenen  Geftissen  durchzogen,  deren  Durchmesser  in 
nur  geringen  Grenzen  schwankt.  An  dieses  Netz  treten  von  ver- 
schiedenen Seilen  her  die  Hauptäste  der  zuführenden  Geftisse  heran, 
um  es  mit  Blut  anzufüllen.  Die  grosse  Anzahl  der  Anastomosen, 
wie  auch  die  geringen  Unterschiede  in  dem  Durchmesser  der  das 
Netz  bildenden  Gefasse  bewirken,  dass  der  Dlutdruck  innerhalb  des- 
selben ein  möglichst  gleichmäßiger  ist  und  namentlich  nicht  davon 
abhängt,  ob  ein  Gebiet  dem  Hauptstamm  naher  oder  ferner  liegt. 

Nach  dem  eben  Gesagten  muss  auch  Vorschliessung  eines  Astes 
eine  durchaus  verschiedene  Wirkung  haben  je  nach  der  Grösse  des- 
selben. Weiss  man  auch,  dass  sich  einzelne  Blutgefässe  bei  Ver- 
schluss anderer  in  kurzer  Zeit  bedeutend  erweitern  können1),  so 
muss  man  für  die  Beurtheilung  der  Frage  doch  von  der  folgenden 
Grundbclrachlung  ausgehen: 

Gehen  zu  einem  bestimmten  Muskelslück  die  Äste  «,  6,  c  und 
d,  so  kommt  es  bei  Verschluss  des  Astes  «  auf  die  Grösse  des  Quer- 
schnittes je  von  b,  c  und  </,  sowie  auf  die  Summe  aller  drei  an; 
von  dem  ersteren  hangt  der  Druck  und  die  Geschwindigkeit,  von 
der  letzteren  die  Gesammlmenge  des  Blutes  ab,  welche  das  betref- 
fende Stück  erhalt.  Ist  jeder  der  Querschnitte  von  6,  c  und  d 
wesentlich  kleiner  als  der  von  a  (das  ist  also  der  Fall,  dass  a  ein 
llauplslammchcn,  b,  c  und  d  Theile  des  Anastomosennelzcs  sind), 
so  ist  auch  der  Druck  und  die  Geschwindigkeit  in  6,  c  und  d,  also 
auch  im  ganzen  Gebiete  geringer*);  und  das  betreffende  Muskel- 
slück erhalt,  wenn  die  Summe  der  Querschnitte  von  b,  c  und  (/ 
nur  wenig  grösser  oder  gar  kleiner  ist,  als  der  von  «,  eine  geringere 
Blulmenge  als  sonst,  zumal  die  betreffenden  Gefasse  nicht  nur  die 
Blutmenge,  die  sie  vorher  beförderten,  sondern  auch  noch  die, 
welche  vordem  durch  «  ging,  ersetzen  sollen.  Sind  alle  vier  ange- 
nommenen Gefasse  aber  fast  gleich  stark,  so  dass  man  sie  dem  oben 

I)  Staiikl,  Zur  Analomic  und  Chirurgie  der  Arl.  subclavia.  Arch.  f.  Anat. 
Ii.  Physiol.  1886.    Anal.  Ablli.  p.  UM— 235. 

t)  Es  handelt  sich  hier  meistens  um  die  reinen  Gefasse,  in  denen  vor  den 
kapillären  wohl  der  Blutdruck  den  raschesten  Ahfall  erleidet. 
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erwähnten  Netzwerk  und  keines  den  grossen  zuführenden  Haupt- 
stämmchen  zuzählen  kann,  so  sind  die  Unterschiede  im  Durchmesser, 
also  auch  die  im  Blutdruck,  gering,  die  Summe  der  Querschnitte, 
also  auch  die  Gesa  mm  (menge  des  Blutes,  viel  grösser  als  im  ver- 
schlossenen Gefässe.  In  diesem  Falle  kann  also  sehr  viel  leichter 
das  Gebiet  des  einen  Astes  durch  die  anderen  mit  versorgt  werden. 

Die  Ursache  dafür,  dass  nach  Verschluss  eines  grossen  Astes 
gewöhnlich  ein  grosses  Gebiet  ausfällt,  wahrend  die  Verlegung  eines 
kleineren  ganz  unbemerkt  vorübergehen  kann,  liegt  also  nicht  in  der 
verschiedenen  Grösse  der  von  den  betreffenden  Asten  versorgten 
Gebiete,  sondern  darin,  dass  in  dem  ersteren  Falle  der  Querschnitt 
der  Anastomosen  relativ  gering,  im  letzteren  relativ  gross  ist. 

Dass  diese  Betrachtungsweise  mehr  als  theoretischen  Werth  be- 
sitzt, ist  wenigstens  zum  Theil  bereits  durch  Experimente  bewiesen. 
Ludwig  und  Alex.  Schmidt1)  fanden  bei  ihren  künstlichen  Blutdurch- 
leitungen am  M.  bieeps  femoris  des  Hundes:  »Wird  nun  eine  der 
Muskelarterien  eingebunden,  so  dass  nur  ihr  Bezirk  einen  Strom 
empfängt,  während  die  der  übrigen  Arterien  leer  bleiben,  so  tritt 
unfehlbar  und  spätestens  nach  2  bis  3  Stunden  in  den  nicht  vom 
Blut  benetzten  Muskelmassen  die  Starre  ein,  während  die  unmittelbar 
anliegenden,  vom  Blut  umflossenen  Fasern  einen  hohen  Grad  von 
Reizbarkeit  behauptet  haben.«  Und  dies  geschieht,  trotzdem,  wie 
ich  an  meinen  Präparaten  zeigen  kann,  zahlreiche  wenn  auch  nur 
feine  Anastomosen  zwischen  den  beiden  Hauptgefässen  dieses  Muskels 
(aus  einem  Ast  der  A.  hypogastrica  und  einem  der  A.  femoralis)  und 
deren  Zweigen  vorhanden  sind. 

Rasch  eintretende  schwächere  oder  stärkere  Verengerungen  eines 
Gefässcs  werden  natürlich  je  nach  ihrer  Grösse  verschiedene  Ver- 
änderungen verursachen,  deren  Ausdehnung  sich  unter  Berücksich- 
tigung der  oben  gemachten  Bemerkungen  leicht  ergicbl. 

Allmählich  eintretende  Verengerungen  beziehentlich  Verschlies- 
sungen  eines  Gefässes  werden  in  der  Regel  gar  keinen  Einfluss  auf 
die  Ernährung  eines  Muskelstuckes  haben,  da  sich  die  Collaleralen 


t)  Cl.  Ludwig  und  Ai.kx.  Schmidt,  Uns  Verhallen  der  Gase,  welche  mit  dem 
Blul  durch  den  reizbaren  Saugethiermuskel  strömen.  Berichte  d.  malh.  phys. 
Classc  d.  K.  S.  Ges.  d.  Wiss.  1869.    XX.  Bd.    p.  19. 
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auch  ganz  allmählich  den  von  ihnen  geforderten  erhöhten  hydrau- 
lischen Leistungen  anpassen  können. 

3.  Eine  besondere  Eigentümlichkeit  der  Muskelgeßisse  liegt 
noch  in  der  Art  der  Maschenbildung.  Wenn  man  einen  Muskel  zu- 
gleich mit  dem  benachbarten  Fascienblalte  einbettet,  sieht  man,  dass 
die  Gefassinaschen  in  der  Fascie  ziemlich  unrogclmHssig  polygonal 
gestaltet  sind,  während  sie  im  Muskel  alle  mehr  oder  weniger  als 
in  der  Faserrichtung  angeordnete  Rechlecke  mit  abgerundeten  Ecken 
erscheinen.  Wahrend  die  grösseren  Gefdsse  sich  weniger  streng  an 
die  Richtung  der  Muskelfasern  halten,  laufen  jedenfalls  die  feineren 
mit  Vorliebe  in  bez.  rechtwinklig  zu  derselben. 

Da  man  nicht  anders  annehmen  kann,  als  dass  die  GefUsse  bei 
ihrer  Entwicklung  die  Wege  des  relativ  geringsten  Widerstandes 
bevorzugen,  müssen  die  letzteren  im  Muskel  in  der  Faserrichtung 
resp.  senkrecht  zu  derselben  gelegen  sein.  Die  feineren  Äste,  in 
denen  der  geringere  Blutdruck  herrscht,  bevorzugen  ja  diese  Rich- 
tungen, wahrend  die  grösseren  mit  ihrem  höheren  Druck  nicht  so 
streng  daran  gebunden  sind. 

Einen  Beweis  für  besondere  in  der  Bauart  des  Muskels  begrün- 
dete Eigentümlichkeiten  bietet  auch  noch  die  Thatsache,  dass  sich 
die  Gofltssvcrtheilung  in  demselben  Muskel  verschiedener  und  in  den 
Muskeln  beider  Körperhaften  desselben  Individuums  auffällig  gleicht. 

Die  genauere  mechanische  Analyse  der  einschlagenden  Verhält- 
nisse muss  spateren  Untersuchungen  vorbehalten  bleiben. 

4.  Die  Anlage  des  Venensystems  entspricht  in  allen  ihren  Einzel- 
heiten ganz  besonders  der  Anforderung,  dass  das  venöse  Blut  so 
leicht  und  so  schnell  als  möglich  aus  dem  Muskel  entfernt  wird. 

Es  ist  eine  bekannte  Thatsache,  dass  der  Muskel  bei  Durch- 
leitung von  O-armcm  und  Erslickungsblut  nach  kurzer  Zeil  abstirbt, 
und  zwar  genau  so,  als  wenn  überhaupt  kein  Blut  durchgeleitet 
wird1);  die  Stoflvvcchselproducte  des  Muskels  wirken  also  gewisser* 
massen  als  Muskelgifte. 

Für  die  beschleunigte  Entfernung  derselben  sorgt  einmal  das 
weit  verzweigte  Netz  von  Venen,  das  einen  leichten  Ahfluss  nach 
verschiedenen  Seiten   hin  ermöglicht,  und  zweitens  die  zahlreich 

Ii  C.  Ludwig  und  Alex.  Suimhit  ;i.  a.  O.  p.  39. 
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angebrachten  Klappen,  die  den  Strom  in  die  Richtung  nach  dem 
Herzen  zu  zwingen.  Bedenkt  man  dabei  noch,  dass  die  Klappen 
eine  ganz  erstaunliche  Widerstandskraft  besitzen,  so  muss  man  in 
diesen  Einrichtungen  schon  genügende  Garantien  dafür  sehen,  dass 
die  schädlichen  Einflüsse  des  venösen  Blutes  nicht  in  Wirksamkeit 
treten  können. 

Dass  die  Venen  sich  stets  an  die  Wege  halten,  welche  von  den 
Arterien  eingeschlagen  werden,  ist  nach  dem,  was  bei  diesen  gesagt 
wurde,  leicht  verständlich,  zumal  die  Venen  für  Unterschiede  in  den 
Widerstunden  noch  viel  empfindlicher  sind  als  jene.  Hierher  gehört 
jedenfalls  auch  die  oben  erwähnte  Beobachtung,  dass  das  spaltförmige 
Lumen  der  Venen  dann,  wenn  sie  senkrecht  zur  Faserrichtung  laufen, 
in  der  Axe  derselben  angetrolTen  wird. 

5.  Der  Vollständigkeit  wegen  muss  ich  hier  noch  eine  schon 
früher  gemachte  Beobachtung  erwähnen,  welche  jetzt  ihre  Er- 
klärung findet.  Ludwig  und  Schmidt  sagen1):  »Ebenso  fliesst  das 
Blut  oder  jede  andere  der  eingespritzten  Massen  nur  durch  die  der 
injicirlen  Arterie  entsprechende  Vene  ab,  vorausgesetzt,  dass  dem 
Flicsscn  aus  der  Vene  kein  Hinderniss  entgegengestellt  wird.  Unter- 
bindet man  dagegen  die  Vene,  welche  bis  dahin  den  einzigen  Ab- 
flussweg darstellte,  so  entwickelt  sich  nun  auch  ein  Strom  in  den 
anderen  Venen  desselben  Muskels.«  Jede  grössere  Vene  entspricht, 
wie  schon  aus  der  gegebenen  Darstellung  hervorgeht,  in  allen  ihren 
Verzweigungen  der  entsprechenden  Arterie;  das  Blut,  das  durch  die 
Arterie  einströmt,  fliesst  also  vornehmlich  durch  die  entsprechende 
Vene  ab.  Dabei  ermöglicht  es  aber  die  grössere  Weite  der  Anasto- 
mosen mit  den  benachbarten  Venen,  dass  nach  Verschluss  der  be- 
I reifend en  Vene  ein  Abfliessen  nach  anderen  Gebieten  stattfinden  kann, 
wie  es  bei  der  Arterie  in  dem  entsprechenden  Falle  nicht  möglich  ist. 

G.  Das  Gesetz  über  die  Anordnung  der  feinsten  Arterien  und 
Venen,  sowie  über  Ursprung  und  Verlauf  der  Capillaren,  scheint 
dem  ganzen  thierischen  Körper  geineinsam  zu  sein.  Am  einfachsten 
und  klarsten,  nämlich  in  der  oben  mitgelheilten  Form,  habe  ich  es 
beim  Kaninchen,  und  zwar  im  weissen  Muskel,  gefunden.  Beim 
Hund  ist  ebenfalls  jede  Arterie  zwischen  zwei  Venen  gelegen  und 


I)  0.  Ludwig  und  Alex.  Schmidt  a.  a.  O.  |>.  17. 
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schickt  Capillaren  in  jode  der  beiden;  jedoch  scheinen  noch  einige 
Besonderheiten  hinzuzukommen  in  Betreff  der  Abstände  derselben 
von  einander  u.  s.  vv.,  über  die  erst  eine  fortgesetzte  Untersuchung 
das  Genauere  lehren  wird.  Der  rot  he  Kaninchenmuskel  nimmt  eben- 
falls in  gewissen  Punkten,  auf  die  z.  Th.  schon  Ran  vier1)  aufmerksam 
gemacht  hat,  eine  Ausnahmestellung  ein,  Uber  die  ich  mir  ebenfalls 
weitere  Mittheilung  vorbehalten  muss. 

Dass  es  gelingt,  direct  unter  dem  Mikroskop  zu  beweisen,  dass 
jede  Arterie  mit  jeder  benachbarten  Vene  directe  capilliirc  Verbin- 
dungen hat,  ist  jedenfalls  eine  sehr  interessante  Thalsache;  ob  aber 
alle  Capillaren,  die  von  einer  Arterie  aus  gespeist  werden,  nach  den 
nächsten  Venen  Abflüsse  haben,  ist  eine  andere  Frage,  die  ich  noch 
nicht  entscheiden  kann. 

Von  vorn  herein  erwartet  man  nun,  dass  die  Wege  von  den 
feinsten  Arterien  nach  den  feinsten  Venen  alle  möglichst  gleiche 
Lange  haben,  damit  ohne  die  Notwendigkeit  besonderer  complicirter 
nervöser  Einrichtungen  die  Blut  Versorgung  überall  eine  gleichmassige, 
keine  Muskelfaser  vor  der  anderen  durch  erleichterte  Blutzufuhr  be- 
vorzugt ist.  Allerdings  scheinen  nun  meine  Beobachtungen,  dass  die 
Lange  der  Capillaren  in  vorhaltnissmassig  grossen  Grenzen  schwanken 
kann,  dem  zu  widersprechen.  Wenn  ich  die  kleinsten  und  grössten 
gemessenen  Langen  von  0,43  min  und  1,35  mm  mit  einander  ver- 
gleiche, so  ergiebt  dies  ein  Schwanken  um  das  Dreifache.  Auch 
ohne  Berücksichtigung  der  Minima  und  .Maxiina  ergeben  sich  erheb- 
liche Unterschiede;  es  sind  von  den  gemessenen  Capillaren 

36   7.»  0,50—0,59  mm, 

21,5-  0,60—0,69  - 

1 4,2  -  0,70—0,79  - 

1 4,2  -  0,80—0,89  - 

1 4,2  -  0,90—0,99  -  lang. 

Meine  Messungen,  die  alle  am  M.  adduetor  magnus  des  Kaninchens 
angestellt  sind,  sind  aber  sicher  viel  zu  gering  an  Zahl,  um  schon 
endgiltige  Schlüsse  daraus  ziehen  zu  können.     Sollten  die  LUngen- 


I)  IUmvirii,  Technisches  Lehrbuch  der  Histologie.   übersetzt  von  Nicati  und 
Wvss.    p.  .i"9. 

Alilmndl.  .1.  K  S.  C^-ell-rh.  «I.  Wijixmsrli.  XXIV.  3H 
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differenzen,  namentlich  an  den  (kapillaren,  die  von  derselben  Arterie 
nach  entgegengesetzten  Seilen  gehen,  sich  stets  vorfinden,  so  inüsste 
man  allerdings  weiter  fragen,  ob  nicht  vielleicht  noch  andere  Ein- 
richtungen vorhanden  sind,  die  eine  gleichmassige  Blutversorgung 
garantiren,  und  welche.  Oder  sind  etwa  bei  den  enormen  Wider- 
stunden, welche  der  Blutslrom  in  den  (kapillaren,  und  wohl  nament- 
lich im  Anfangstheil  derselben,  oder  besser  gesagt,  beim  Übergang 
aus  der  weiteren  Arterie  in  die  enge  Capillare  findet,  diese  Liingen- 
unlerschiedc  verhüllnissmlissig  ohne  Einfluss? 

Auffällig  ist  besonders  auch  noch,  dass  jede  Capillare  ein  oder 
mehrere  Male  unter  rechtwinkligen  Knickungen  in  andere  Ebenen 
umbiegt.  Auf  diese  Art  wird  jede  Faser,  wie  schon  erwähnt,  von 
mehreren  Capillaren  versorgt.  Auf  Querschnitten  gut  injicirler  Mus- 
keln sieht  man  jede  Ecke  der  mehr  oder  weniger  abgerundeten  po- 
lygonalen Faserdurehschniltc  durch  einen  GefUssdurchschnitt  markirt, 
abgesehen  von  den  GePässen,  welche  längs  oder  schräg  getroffen 
sind  (Taf.  III,  Fig.  7).  An  jeder  Kante,  sit  venia  verbo,  einer 
Muskelfaser  lauft  also  eine  Capillare;  es  ist  jedoch  selbst  auf  kürzere 
Strecken  nicht  immer  dieselbe,  sondern  verschiedene  treten  heran, 
um  nach  kurzem  Verlaufe  wieder  abzubiegen.  Dass  auf  der  Flachen- 
ansicht jede  Capillarmasche  der  Breite  einer  Muskelfaser  entspricht, 
wie  schon  Ranvier1)  bemerkte,  findet  so  seine  Bestätigung.  Aus  dieser 
Anordnung,  dass  die  Muskelfaser  nicht  auf  eine  oder  wenige  Capil- 
laren angewiesen  ist,  sondern  mit  einer  grossen  Zahl  derselben  (wenn 
man  dazu  die  Fascrlange  in  Betracht  zieht)  in  Berührung  kommt, 
folgt,  dass  sie  in  der  sorgfältigsten  und  peinlichsten  Art  von  allen 
Seiten  her  mit  dem  Blulstrom  in  Berührung  gebracht  und  vor  den 
schädlichen  Folgen  vou  Circulationsstörungen  möglichst  gehütet  ist. 

7.  Einen  wesentlichen  Einblick  in  die  verwickelten  Slromver- 
haltnisse  muss  man  von  der  Betrachtung  des  contrahirten  Muskels 
erwarten.  Wenn  wir  auch  vorlaufig  die  Frage  unerörtert  lassen 
müssen,  ob  die  mit  dem  angegebenen  Verfahren  erzielten  Bilder  in 
Bezug  auf  die  Grösse  der  Verandeningen  genau  den  Verhaltnissen 
am  contrahirten  Muskel  entsprechen,  so  sehe  ich  doch  keinen  Grund 
ein,  daran  zu  zweifeln,  dass  die  Form  der  Veränderung  genau  die 


1)    llAWIKH,  ;i.  ji.  0.   |>.  47'.». 
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gleiche  ist.  Sie  lasst  sich  um  einfachsten  dahin  zusammenfassen, 
dass  die  Gcfiisse  in  der  Faserrichlung  unter  Verkleinerung  der  Ab- 
gangswinkel der  Aste  naher  au  einander  gerückt  werden  und,  soweit 
dies,  wie  bei  den  Capillaren,  nicht  möglich  ist,  sich  in  Wellenform 
zu  legen  gezwungen  werden.  Ich  bemerke  dal>ei,  dass  ich  nicht 
elwa  mit  Knickungen  der  Fasern  verbundene,  unvollständige  Conlrac- 
lionen,  sondern  prHcis  uud  deutlich  contrahirte  Muskelstücke  unter- 
sucht habe  mit  starker  ausgesprochener  Querslreifung  als  am  er- 
schlafften Muskel. 

Die  Formvcründerung  der  Capillaren  lasst  eine  eigenartige  Be- 
festigung derselben  an  der  Muskelfaser  vermulhcn,  durch  welche  die 
Kegelmassigkeit  der  Bügen  erzielt  und  Knickungen  vermieden  weiden. 
Dass  eine  solche  vorhanden  ist,  davon  kann  mau  sich  leicht  über- 
zeugen, wenn  man  den  injicirten  Muskel  mit  5— I0%iger  Salpeter- 
säure behandelt,  durch  die  das  gröbere  Bindegewebe  gelockert  und 
die  Zerfaserung  sehr  erleichtert  wird.  Auch  bei  gewaltsamer  Zer- 
zupfung einzelner  Bündel  sieht  man  dann  stets  den  gut  isolirten 
Fasern  kleine  oder  grössere  Stücke  von  Capillaren  anhaften,  welche 
genau  dieselbe  Form  und  Lage  haben  wie  an  vorsichtig  zerlegten 
etwas  dickeren  Scheibchen.  Ohne  eine  eigenartige  Verbindung  der 
Capillaren  mit  dem  Sarcolemm  wäre  diese  Erscheinung  nicht  zu  er- 
klären. Diese  Verbindung  muss  dabei  aber  auch  so  beschaffen  sein, 
dass  sie  die  gestreckten  Capillaren  nicht  hindert,  sich  zu  schlangeln 
und  auf  der  Oberflaehe  der  Faser  zu  verschieben.  Welcher  Art 
diese  Befestigung  ist,  habe  ich  bis  jetzt  noch  nicht  ermitteln  können; 
namentlich  hat  mich  die  Anwendung  einer  neuen  scharfen  Difleren- 
zirungsmethode  für  elastische  Fasern,  an  deren  Belheiligung  ich  an- 
fangs deichte,  nicht  zum  Ziele  geführt. 

Die  starke  Schlängelung  der  Capillaren  macht  auch  den  Unter- 
schied verständlich,  den  auf  dem  Querschnitt  ein  conlrahirter  Muskel 
von  einem  erschlalVten  bietet  (Taf.  III,  Fig.  8).  Dadurch,  dass  ein 
grosser  Theil  der  Windungen  längs  oder  schräg  getroffen  ist,  scheinen 
die  einzelnen  Fasern  geradezu  häufig  von  Gefüssschlingen  umgeben 
zu  sein,  und  es  offenbart  sich  ein  Gefassreichthum,  wie  ihn  z.  B. 
noch  die  Leber  darbietet.  Es  erhellt  sofort,  wie  wesentlich  für  den 
arbeilenden  Muskel  eine  solche  innigere  Berührung  mit  den  Capil- 
laren ist. 

38* 
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Die  Thalsache,  das«  die  Capillaren  sieh  bei  der  Conlraction 
schlängeln,  der  Widerstand  in  ihnen  somit  vermehrt  wird,  scheiut 
im  Gegensatz  zu  stehen  mit  der  experimentell  gefundenen,  dass  der 
Blutstrom  während  derselben  Zeit  eine  Beschleunigung  erfährt.  Meine 
Präparate  legen  mir  nun  die  Vcrmuthung  nahe,  dass  bei  der  Con- 
lraction die  Capillaren  sich  nicht  nur  schlängeln,  sondern  auch  ver- 
kurzen und  dadurch  an  Durchmesser  gewinnen;  auf  diese  Weise 
kann  am  ehesten  der  durch  die  gewellte  Form  eigentlich  bedingte 
erhöhte  Widerstand  wieder  verringert  werden.  Auf  Durchschnitten 
contrahirler  Muskeln  (Taf.  III,  Fig.  8)  sieht  man  auch  häufig,  dass 
die  Querschnitte  der  Capillaren,  namentlich  derjenigen,  die  auf  der 
Fläche  der  Fasern  verlaufeu,  diese  eine  Kleinigkeit  einbuchten,  sich 
also  gewissermassen  in  dem  weichen  Muskelproloplasma  Rinnen  aus- 
gegraben haben. 

Leichter  verständlich  scheint  die  Thatsache,  dass  die  Haupl- 
beschlcunigung  des  Blutstromes,  und  zwar  eine  ziemlich  plötzliche, 
nach  einer  Unterbrechung  der  Muskolconlraction  eintritt,  d.  h.  wenn 
boi  fortbestehender  Erweiterung  der  Muskelarterien  die  Capillaren 
wieder  ihre  gestreckte  Form  angenommen  haben,  und  so  der  Wider- 
sland in  ihnen  verringert  worden  ist. 

Genaueres  Uber  die  letzten  Punkte  mitzulheilen  bin  ich  leider 
noch  nicht  in  der  Lage,  da  meine  lnjectionspräparate,  so  vollständig 
sie  auch  injicirt  sind,  doch  nicht  das  geeignete  Material  scheinen, 
um  an  ihnen  Dickcninessungen  mit  einiger  Genauigkeit  vornehmen 
zu  können.  Hier,  wo  es  sich  darum  handelt,  möglichst  genaue  ab- 
solute Werlhe  zu  erhalten,  sind  ganz  andere  Gesichtspunkte  bei  der 
Herstellung  der  Präparate  massgebend  als  sonst. 


Ich  will  damit  schliesscn,  die  Ergebnisse  meiner  Untersuchungen 
nochmals  kurz  zusammenzufassen: 

1.  Die  Arterien  bilden  im  Muskel  ein  dichtes  Netz  anastomo- 
sirender  Gefässe,  dessen  engste  Maschen  an  Grösse  nur  wenig  von 
einander  difleriren  und  ungefähr  Hechtecken  gleichen,  die  mit  ihren 
längeren  Seiten  vorwiegend  in  der  Fuscrrichtuug  liegen. 

2.  Aus  den  Seiten  dieses  Netzes  gehen  meist  rechtwinklig  zur 
Faserrichtung  kleinste  Arterien  hervor,  die  den  Capillaren  bezichent- 
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lieh  den  letzten  vorcapillareu  Äslchcn  zum  Ursprung  dienen.  Sic 
sind  je  zwischen  zwei  kleinste,  ihnen  parallel  laufende  Venen  an- 
geordnet, so  dass  stets  auf  eine  Arterie  eine  Vene,  auf  diese  wieder 
eine  Arterie,  u.  s.  w.  folgt.  Die  vorcapi Iiiiren  Astchen  der  Arterien 
sind  schlank,  gehen  in  massig  spitzem  Winkel  von  ihrem  Stamm  ah 
und  bogenförmig  in  die  Faserrichtung  über;  die  ersten  Ästchen  der 
entsprechenden  Venen  sind  kurz  und  weit  und  entstehen  zum  Theil 
aus  parallel  dem  Stamm  laufenden  Büscheln  von  Capillareu. 

3.  Jede  solche  kleinste  Arterie  entsendet  gleichmassig  nach 
beiden  Seiten  hin  zu  den  beiden  nächstgelegenen  Venen  eine  Anzahl 
von  Capillaren.  Die  Lange  der  Capillaren  schwankt  zwischen  0,5  mm 
und  1,0  mm;  die  initiiere  Lange  betragt  ungefähr  0,7  mm. 

4.  Im  erschlafften  Muskel  sind  die  Capillaren  langgestreckt, 
laufen  in  der  Richtung  der  Fasern  an  den  Kanten  derselben  und 
biegen  häutig  aus  einer  Ebene  in  eine  andere  um.  Zwischen  den 
einzelnen  Capillaren  existiren  rechtwinklige  Verbindungen.  Jede  Capil- 
lare  geht  an  mehrere  Muskelfasern.  Jede  Kanlc  einer  Muskelfaser 
wird  von  einer  Capillaro  begleitet,  von  einer  und  derselben  aber 
immer  nur  eine  kurze  Strecke  lang. 

5.  Im  contrahirten  Muskel  verlaufen  die  Capillaren  mehr  oder 
weniger  geschlangelt.  Die  Berührungsfläche  zwischeu  Muskelfaser 
und  Blutstrom  ist  wesentlich  vergrössert. 

6.  Die  Venen  verlaufen  (mit  der  unter  2.  erwähnten  Ausnahme) 
stets  dicht  neben  den  Arterien,  sind  einfach  angelegt  und  bis  in  ihre 
feinsten  Ästchen  hinein  mit  Klappen  versehen. 

7.  Jeder  Muskel  bildet  für  den  Blutstrom  ein  in  sich  abge- 
schlossenes Ganzes.  Die  vorhandenen  Anastomosen  mit  den  Gefassen 
des  umgebenden  Gewebes  sind  zu  fein,  als  dass  sie  bei  plötzlichem 
Verschluss  eines  Astes  von  Bedeulung  sein  könnten. 

8.  Die  grosse  Anzahl  von  Anastomosen  und  die  Abwesenheit 
grösserer  Unterschiede  in  der  Weite  derselben  und  überhaupt  des 
gröberen  Artcricnnetzcs  sichern  die  möglichste  Glcichmassigkeit  von 
Blutdruck  und  Geschwindigkeit. 

9.  Die  Anastomosen  in  einem  Muskel  zwischen  Ästen  verschie- 
dener oder  derselben  Arterie  sind  alle  sehr  fein  im  Verhlillniss  zu 
den  Hauplstammen,  sind  also  nicht  gecignot,  bei  plötzlichem  Ver- 
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schluss  eines  derselben  dessen  Gebiet  mit  zu  versorgen.  Der  Ausfall 
eines  kleinen  Ästchens,  dessen  Querschnitt  nicht  wesentlich  grösser 
ist  als  diejenigen  der  zu  dem  betreffenden  Gebiet  ruhrenden  Anasto- 
mosen, kann  dagegen  sehr  wohl  durch  diese  mit  gedeckt  werden. 

10.  Die  rechteckige  Maschenbildung  ist  den  Muskelgefässen  eigen- 
tümlich, muss  also  in  besonderen  durch  die  Formveränderung  bei 
der  Conlraction  bedingten  hydraulischen  Verhältnissen  begründet  sein. 

\  \ .  Die  Anlage  des  Venensystems  entspricht  der  Anforderung, 
dass  die  Sloflwechselproducte  des  Muskels  so  leicht  und  vollständig 
als  möglich  aus  dem  Muskel  entfernt  werden  können. 
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Tafel  I. 


Fig.  \ .    Linker  hinlerer  Abschnitt  des  Zwerchfelles  eines  Hundes,  von  oben  ge- 
sehen.   Vcrgr.  2.    Nach  Photographie  gezeichnet. 

IX,  X,  XI  und  XII  bezeichnet  die  entsprechenden  Hippen  mit  «Ion 

betreffenden  Aa.  intercostalcs. 
Fig.  2.    F.in  Stück  aus  einem  rechtseiligen  II.  transversus  ahdominis  eines  Hundes. 


Vergr.  i. 


t7  Ausiiiufer  der  A.  iliolumhalis. 

10.  ic,  ic  Äste  der  unteren  Aa.  intercoslalps,  resp.  der  Aa.  lumbales. 
cp  Ast  der  A.  epigaslrica  inferior. 


Tafel  II. 


Fig.  3.    Endaste  der  Arterien  und  Venen.     Stück  aus  dem  M.  adductor  magnus 
des  Kaninchens.    Venen  rolh.  Arterien  schwarz. 
I.kitz,  Obj.  III,  Oc.  I. 
Fig.  4.    Arterieller  Kndast  zwischen  zwei  venösen  End.isten.     Die  Arterie  enthält 
im  weiteren  Theil  schwarze,  im  engeren  rolhe  Masse.    Venen  roth.  Au- 
demselhen  Muskel  wie  Fig.  3. 
Leitz.  Obj.  III,  Oc.  I. 
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Fig.  5.    Dasselbe  wie  Fig.  I.    Das  ArtericnsUjmmchcn  ist  abgerissen. 

Vergr.:  Hart.nack,  Obj.  IV,  Oc.  3. 
Fig.  6.    Endast  einer  Arterie  zwischen   zwei  venösen  Endäslen  aus  einem  bei 

50°  C.  wärmestarr  gemachten  M.  gemellus  surae  des  Kaninchens.  Injec- 

tion  mit  Berliner  Blau. 


Vergr.:  Hartnack,  Obj.  IV,  Üc.  3. 
Fig.  7.    Querschnitt  aus  dem  erschlalflen  M.  semitendinosus  des  Hundes.  Injec- 
tion  mit  Berliner  Blau.     Der  Muskel  wurde  in  seiner  natürlichen  Länge 
aufgespannt  und  so  gehärtet. 

Färbung  mit  Eosin.    Dicke  des  Schnittes  2/300  mm. 

Vergr. :  Hartnack,  Obj.  VII,  Oc.  3. 
Fig.  8.    Querschnitt  aus  dem  contrahirten  M.  semitendinosus  des  Hundes.  Injec- 
tion  mit  Berliner  Blau.     Der  Muskel  wurde  durch  Eintauchen  in  Wasser 
von  50°  C.  wärmeslarr  gemacht. 

Färbung  mit  Eosin.    Dicke  des  Schnittes  2/300  mm. 

Vergr.:  Hartnack,  Obj.  VII,  Oc.  3. 


A  Arterie. 
IT  Venen. 
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Die  nachstehende  Abhandlung  behandelt  die  Theorie  der  par- 
tiellen Differentialgleichungen  erster  Ordnung  und  die  Theorie  der 
Berührungsiransformationen.  Ich  versuche  die  Grundbegriffe  und  die 
wichtigsten  Sülze  dieser  verwandten  Theorien  durch  möglichst  durch- 
sichtige Betrachtungen  abzuleiten.  Darnach  gebe  ich  eine  kurzgc- 
fasste  Zusammenstellung  von  einigen  allgemeinen  Resultaten,  zu  denen 
mich  meine  Untersuchungen  über  Gruppen  von  Berührungsiransfor- 
mationen geführt  haben. 

1.  Sind  2 jr,  . . .  x„  Caftesische  Punktcoordinalen  in  einem  («  — |—  1  )- 
fach  ausgedehnten  Räume  /f,J+t,  so  kann  die  Gleichung  einer  durch 
den  Punkt  zxx  ...  x„  gehenden  w-fach  ausgedehnten  ebenen  Mannig- 
faltigkeit E„  die  Form 

(l)  z  -  z  -  pt  (aV  -  x,)  -  ...  -pn  f.rn'  -  r„)  ^  0 

erhallen ;  hier  sind  zx\  . . .  xi,  Coordinalen  eines  laufenden  Punktes 
unserer  ebenen  Mannigfaltigkeit  E„.  Bezeichnen  wir  daher  den  In- 
begriff eines  Punktes  zxt  ...  .r„  und  einer  hindurchgehenden  ebenen 
Mannigfaltigkeil  En  als  ein  Element  des  Raumes  7fM+1,  so  können 
wir  wie  in  früheren  Untersuchungen  *)  die  2m -f- 1  Grössen 

als  Coordinalen  eines  Elemente  des  Raumes  ßn  +  i  betrachten.  Für 
den  Begriff  Element  hat  spüler  Clebsch**)  die  Bezeichnung  Element 
des   identischen  Konnexes  und   Herr  Uindemann "M ' )  die  Bezeichnung 

"j  Gesellschaft  der  Wissenschaften  zu  Christiania,  4  871  und  \.  Mai  1872.  Vgl. 
auch  Gottinger  Nachrichlen  Juni  und  Oclobcr  iSli,  sowie  Math.  Annalen  Bd.  V,  Bd.  IX. 
**)  Ci.erscii,  Göttinger  Nachrichten  18.  Septemher  1872. 

*••)  Ci.eb.scii,  Vorlesungen  über  Geometrie  bearbeitet  und  herausgegeben  von 

F.  LlXUEMAVN. 
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IlauptelemciU  angewandt.  In  der  Theorie  der  Connexe  sind  mög- 
licherweise diese  schwerfälligeren  Bezeichnungen  berechtigt.  Da- 
gegen in  der  Theorie  der  partiellen  Differentialgleichungen  und 
der  ßcrührungslransformalioncn  ist  meine  ursprüngliche  einfachere 
Terminologie  vorzuziehen;  sie  ist  auch  hingst  von  mehreren  Ver- 
fassern, insbesondere  von  den  Herren  Mansion,  Darroux,  Bäckluiso 
und  Jordan  adoplirl  worden.  Jedenfalls  hat  die  Lehre  von  den  Diffe- 
rentialgleichungen durch  explicitc  Einführung  des  Begriffes  Element 
an  Einfachheil  gewonnen. 

Wahlen  wir  eine  ganz  beliebige  Relation  zwischen  zxx  ...  xn 

•v  -  /*  1*1*^   •  •  • 

und  fügen  zu  derselben  die  n  Gleichungen 

Pk  =  ») 

o.i  k 

hinzu,  so  besitzt  das  Glcichungssyslem 

£).  5       '•>'«       o.r,'  *  o.r„ 

die  Eigenschaft  die  PfaffscIic  Gleichung 

(3)  dz  —  /v/r,  -  .    .  —  pndxn  =  0 

zu  befriedigen.  Wir  verstehen  dies  so,  dass  die  Gleichung  </:  — 
pxdxx  —  ;)„rf.r„  —  0  für  jedes  Werthsystem  :,  .r,      «/:,  </r,  r//) 

besieht,  welches  die  Gleichungen  (2)  und  die  aus  ihnen  durch  ein- 
malige Differentiation  entstehenden  Gleichungen  erfüllt. 
Ks  giebt  indess  noch  weitere  Gleichungssysteme') 

<fl,     0  .  . .  Om  =  0 

in  den  Veränderlichen  :r,  />,  welche  in  dein  erklärten  Sinne  die 
IVaff'scIic  Gleichung  dz  — P\dxt  —  ...  —  pndxH  —  0  erfüllen. 
Dies  isl  in  der  Thal  der  Fall  mit  jedem  Gleichungssystcme  von  der 
Form : 

»  {  Mi  ^  bSi 

r  ,T  '"^    >/  7Vl  "^v;    •  7'"":  .vrfl' 

")  Wen»  wir  im  Folgenden  über  Gleichungssyslcme  0t  —  0  . .  .  0,„  —  0  in 
gewissen  Yer.iiidcrliHien  »/,    •    V„  reden,  so  setzen  wir  immer  voraus,  dass  dasselbe 
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welche  unter  den  Zahlen  0,  I ,  ...  n  die  Zahl  </  auch  sein  mag. 
Man  beweist  leicht*),  dass jedes  Gleichungssystem  <l\  —  0...  </*m  —  0, 
welches  die  Pfaff'scIic  Gleichung  (3)  erfüllt,  n  -\-  1  Gleichungen  von 
der  Form  (4)  umfasst;  zu  ihnen  können  aber  weitere  Gleichungen 
hinzutreten,  welche  gar  keiner  Beschränkung  unterworfen  sind. 

Das  Problem,  eine  partielle  Differentialgleichung  erster  Ordnung 


zu  integriren,  kommt  darauf  hinaus,  alle  Gleichungssysteme 

df* 

3  -  F[.rt  .  .  .  xn)      0  ,    Pk  -  — ■  =  0   [k  =  I  .  .  .  >t) 

zu  linden,  welche  mit  der  Gleichung  0=0  vertraglich  sind.  Es 
ist  vorteilhaft,  dieses  Problem  durch  das  allgemeinere  *  *  )  zu  er- 
setzen: alle  mit  der  Gleich un<j  <P  0  verlriujlichen  Gleichungssysleme 
</>t  —  0  . . .  0fl+,  —  0  :u  /in Jen,  welche  die  Pfaff'scüc  Gleichuny 
dz  —  pt  dx{  —  ...  —  p,t  dx„  —  0  erfüllen.  Diese  letzte  Frage- 
stellung giebl,  wie  auch  bei  dieser  Gelegenheit  hervorgehoben 
werden  mag,  der  Theorie  der  partiellen  Differentialgleichungen  erster 
Ordnung  eine  Allgemeinheit  und  Einfachheil,  welche  der  jAconi'schcn 
Theorie  fehlt. 

Sagen  wir,  dass  ein  Gleichungssystem  0,  0  . . .  4>H+l  —  0, 
welches  die  Pfaff'scIic  Gleichung  (3)  erfüllt,  eine  Element-Mannig- 
faltigkeit oder  kurz  eine  Elcinent-3/„  bestimmt,  so  können  wir  das 
Integratiousproblem  einer  partiellen  Differentialgleichung  erster  Ord- 
nung fJ>  —  0  auch  so  aussprechen:  es  sollen  alle  Element- M„  be- 
stimmt werden,  deren  Gleichungen  mit  <I>  =  0  vertraglich  sind, 
kurz  welche  0  =  0  erfüllen. 


in  einer  solchen  Form  vorliegt,  dass  nicht  alle  m-reihigen  Determinanten  der  Matrix 


vermöge  Oi  —  0  . . .  0m  —  0  gleich  Null  werden. 


*)  Gesellschaft  der  Wissenschaften  zu  Christiania,  Novbr.  1871;  Math.  Ann. 
Bd.  IX,  S.  250.  In  Grassmaniss  Ausdehnungslchrc  (1861),  S.  352  lind  et  sich  ein 
Salz,  der  anseheinend  meinen  soeben  besprochenen  Satz  als  spccicllcn  Kall  umfasst. 
Dabei  ist  aber  zu  bemerken,  dass  Grassmaivns  Beweis  unrichtig  und  sein  Satz  nicht 
allgemein  gültig  ist. 

•")  Göll.  Nachrichten  Üctobcr  187*. 
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2.  Ist  das  Gluichungssyslem: 

F 

(5j  3  -  /«•(./•,  .  .  .  Xn)  =  0  ,     ])k  -  — -  -  0  —  1   .  .  .  M; 

mit  der  Gleichung  </>(xt  . . .  x„zpy  . . .  pH)  --  0  vertraglich,  so  gehl 

die  Gleichung  0  =  0  durch  die  Substitution  z  =  F,  pk  =  in 

eine  Identität  Uber.  Wenn  aber  eine  Function  von  . . .  xH  iden- 
tisch verschwindet,  so  verschwinden  auch  die  DilTerentialquotienlen 
derselben  hinsichtlich  a-,  .  .  .  x„  .  Es  ist  also  einleuchtend,  dass  die 
Gleichungen 

vermögo  des  Gleichungssyslems  (;>)  bestehen. 
Bezeichnen  wir  den  Ausdruck 

wie  gewöhnlich  mit  dein  Symbole  so  können  wir  somit 

sagen,  dass  die  »  Gleichungen 


vermöge  des  Gleichungssystems  (5)  bestehen.  Nun  aber  verschwindet 
ebenfalls  der  Ausdruck 


vermöge  des  Gleichungssyslems  (5).  Also  erhalten  wir  den  folgen- 
den Satz,  der  sich  nur  hinsichtlich  der  Form  von  einem  langst  be- 
kannten Satze  unterscheidet: 

Satz  1.  Ist  das  Gleichungssystcm 

z  -  F{xt  .  .  .  xn)  _  0  ,    pk-  ~  ^  0  ik  -   <  . . .  n) 
mit  der  Gleichung  </>{zxx . . .  pH)  _  0  verträglich,  so  bestehen  die  Gleichungen 

[•,,-n-o,  [•./..-£]  =  »  [«>. 

vermöge  des  Gleichungssyslems  z  —  /' =  0,  />t   -  0. 
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Benutzen  wir  den  Begriff  der  infinitesimalen  Transformation  und 
belraelilcn  überdies 


a<»i  <y 

As  /  A/r 


als  Symbol  einer  solchen  Transformation  in  den  Veränderlichen 
zxt  ...  xH  /jt  ...  /)„,  so  können  wir  den  Salz  1  auch  folgendennassen 
formuliren: 

Satz  2.    hl  das  Gleichungssystem 

tw  1«  A  h  A/* 

-  -  />  (  r,  .  .  .  ./  „)  =  0  .    /»,  —  —  ^  0  .../»,  —  0 

w»Y  der  Gleichung  . . .  p„)  =  0  verträglich,  so  gestattet  es  die  in- 
finitesimale Tramformation  [0/]. 

Diese  nur  hinsichtlich  der  Form  neue  Bemerkung,  die  wir 
später  verallgemeinern,  liefert  eine  einfache  und  durchsichtige  Be- 
gründung der  Theorie  der  partiellen  Differentialgleichungen  erster 
Ordnung,  wie  auch  der  Theorie  der  Berührungstransformationen.  Dabei 
setzen  wir  als  bekannt  voraus,  dass  die  Invarianz  eines  Gleichungs- 
Systems  bei  einer  infinitesimalen  Tramformalion  eine  Eigenschaft  des- 
selben ist,  die  sowohl  von  der  Wühl  der  Veränderlichen,  wie  von  der 
Form  des  Gleichttngssysleim  unabhängig  ist. 

Wir  werden  annehmen,  dass  ein  vorgelegtes,  aus  n  -\-  1  Glei- 
chungen bestehendes  Gleichungssystem : 

0k  ij-,  . ..  xnzp{  .  .  pH)  —  0  {k  =  1  . . .  n  \) 
durch  Auflösung  auf  die  Form 

bF 

z  =  Ff.  [xt  .  .  j-J  ,    pk  =  ^-    (k      I  ...  n) 

gebracht  werden  kann.  Alsdann  ist  es  nach  dem  Vorangehenden 
sicher,  dass  unser  Gleichungssystem  jede  infinitesimale  Transforma- 
tion [<fi,f]  gestaltet;  das  heisst  es  verschwinden  sammtliche  Aus- 
drücke [0<  </\]  vermöge  0,  =  0  . . .  =  0.  Es  fragt  sich  nun,  ob 
diese  Eigenschaft  für  Gleichungssysteme,  welche  die  Form  (6)  er- 
hallen können,  charakteristisch  ist.    Um  diese  Frage  beantworten  zu 
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können,  schicken  wir  eine  allgemeine  Bemerkung  voraus,  die  im 
Folgenden  mehrfache  Anwendung  linden  wird. 

Gestattet  ein  Glcichungssystem,  welches  sowohl  die  Form 
</>,  —  0  .  .  .  <I>m  =  0  wie  die  Form  'A,  —  0,  .  .  .  lPm  —  0  annehmen 
kann,  jede  infinitesimale  Transformation  [0,/*],  so  ist  es  leicht  zu 
erkennen,  dass  es  auch  jede  infinitesimale  Transformation  Sc~ 
staltet.  Nach  unserer  Voraussetzung  verschwindet  nümlich  jedes 
j//\0tl  vermöge  -  0  . . .  </>m  —  0  und  gleichzeitig  jedes  f^'/'t] 
vermöge  ^  =  0  .  .  .  Wm  ö.  Dann  aber  verschwindet  jedes 
['/VAl  —  —  vermöge  0,  —  ö  . . .  tf»m  =  0  und  folglich  auch 

jedes  (/A»  «Z',]  vermöge  4P,  =  ö  . . .  )l/M  =  ö  ,  wie  behauptet  wurde. 
Hiermit  haben  wir  nun  zunächst  den  folgenden  von  mir  herrühren- 
den allgemeinen  Satz. 

Satz  3.    Stehen  m  Gleichungen  <Pt      0  . . .  </>m  =  0  in  den  Ver- 
änderlichen a  t  . . .  j  m  z  ;i,  ...  />„  im  solcher  Beziehung,  dass  jedes  [</\  </>k 
vermöge  des  Gleichungssystems  </\  —  0  . . .  4>m     ■  0  verschwindet,  so 
besitzt  jede  andere  Form:  *I\      0,  ...  '/ym  -    0  towere*  Gleichungs- 
systems dieselbe  Eigenschaft:  es  verschwindet  jedes  ['A, 'A]  vermöge 

=  o  ...  </'w  ^  o. 

Stehen  »  -j-  1  unabhängige  Gleichungen  0,  ---  ü  . . .  —  ü 
in  solcher  Beziehung,  dass  jedes  [</>,  0t]  vermöge  4>x  =  0  ...  0M+I  ö 
verschwindet,  so  folgt  daraus  nicht,  dass  unsere  Gleichungen  sich 
hinsichtlich  z,pl...pH  auflösen  lassen.  Ist  aber  eine  solche  Auf- 
lösung 

[6)  z  ~  F(u)  -  0  ,    />,  -  Pt[x)  -  0  .  .     />„  -  f. (oc)  -  0 

möglich,  so  verschwindet  nach  dem  Salze  3  jeder  Ausdruck 

[pt  -Pt,     n  =-  Pk  -•  ^ 

vermöge  der  Gleichungen  (0),  und  es  ist  daher  Fk  —  Also 
haben  wir  den 

Satz  4.  Ein  nach  z  p{  ...  p„  auflösbares  Gleichungssystem 
0,  0  .  ..  </>H  +  i  •  -  ü  im  de»  Veränderlichen  .r,  ...  .r„  z;>,  . .  pH  be- 
stimmt dann  und  nur  dann  eine  Element-MH,  wenn  jedes  [</\<Pk)  vci- 
möge  des  Gleichungssystems  verschwindet. 

Gleichzeitig  können  wir  unler  Anderem  den  folgenden  Satz 
aufstellen: 
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Satz  5.  Ein  nach  zpt  ...  pn  auflösbares Gleichungssyslem  '/>,  ^=  a, . . . 
<Pm  +  ,  =  aH  +  ,  t«i7  tfV«  willkürlichen  Constanten  a,  . . .  <i„  +  ,  */t*//f  (/an« 
mim/  «Mi*  dann  für  jedes  Werthsystem  der  ak  eine  Element-Mn  dar, 
teenn  aüe  /A^V,  identisch  null  sind. 

Dieser  letzte  Satz  bildet  bekanntlich  die  Grundlage  für  Jacobi's 
Integralionstheorie  der  partiellen  Differentialgleichungen  erster  Ordnung. 

3.  Enthalt  die  Gleichung  z  —  /-'(.r,  ...  xnax  ...  an  +  ,)  0  n  -f-  I 
Parameter  o,  .  . .  a„  +  l,  so  stellt  das  Gleichungssystcm 

'G;  z  -  F[.rt  .     a„)  -    0  ,         -  ^  ==  0  .  .  /,„  -         -  0 

für  jedes  VVci  thsyslem  der  Parameter  ak  eine  Element-il/„  dar.  Ist 
die  Determinante 

■••TT1 
(i,    at   ...  «n+l 

nicht  identisch  null,  so  sind  die  Gleichungen  (6)  nach  den  ak  auf- 
lösbar, und  dann  bestimmen  die  hervorgehenden  Gleichungen 

ak  —  <f  h  (  '*«  •  •  •  j'h  s«,  .  .  .  pn)  [k •  ^  1  .  .  .  ;i  4-  1) 
qq»  +  i  verschiedene  Elemenl-3/„,  deren  Elemente  zij)  keine  von 
den  u  freie  Relation  erfüllen.    Es  verschwindet  somit  der  PmTschc 
Ausdruck  dz  —  px  dxx  —  . . .  —  ;i„  dxn  für  jedes  Werlhsj stein  zxp,  und 
für  jedes  Werthsystem  dz  dx  dp,  welches  die  «  -f-  1  Gleichungen 

erfüllt.  Daher  ist  es  möglich  n  -\-  1  Functionen  7r,  . . .  nn  + ,  von 
xx  .  .     z/i,  .../>„  anzugeben,  welche  die  Gleichung 

dz-ptd*t-  Pnd.in  =  ,r,        -f-      •  +  /rB+|  (/y^, 

identisch  erfüllen. 

Sind  auf  der  anderen  Seite  2  y  Functionen  r/,  . . .  y,  w,  . . .  ttv  vor- 
gelegt, welche  die  Gleichung 

dz  —  p,da;  —  •  •    —  pndxn  =  ,rt  t/y,  +  -  •  •  -f  ;r(/  (/</>v 

identisch  erfüllen,  so  können  wir  ohne  Beschränkung  annehmen, 
dass  (pi  ...  (jH  unabhängige  Functionen  sind ;  sonst  liesse  sich  nüm- 
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lieh  offenbar  eine  analoge  Gleichung  aufstellen,  in  welcher  die  Zahl  7 
einen  kleineren  Werth  besasse.  Sind  aber  7,  . . .  yf  unabhängige 
Functionen,  so  bestimmen  die  Gleichungen 


für  jeden  Werth  der  Parameter  «  eine  Elomonl-Mannigfalligkeil ; 
folglich  ist  die  Zahl  7  mindestens  gleich  n  -j-  1  ;  denn  eine  Elcmcul- 
.Mannigfaltigkeit  enthüll  höchstens  OO"  Elemente.  Setzen  wir  ins- 
besondere voraus,  dass  7  11  -\-  1  ist,  so  erhallen  wir  durch  Ver- 
knüpfung der  vorangehenden  Enlwiekelungen  den  Salz: 

Satz  6,    Sind  7,  ...  7,,+,    hinsichtlich  ...  pn  unabhängige 

Functionen  von  r,  .  . .  x„  :/>,  .  .  so  ist  zum  Hcstehcn  einer  iden- 
tischen Gleichung  von  der  Form 

(Ii-         dz  -  pt  ,tj-t  />„  dxu  =  r,  dif  y  -f    ■  •  +  ;rB+i  c/*/^, 

erforderlich  und  hinreichend,  dass  alle  7,7V  identisch  gleich  Xutl 
sind.    Alsdann  sind  die  tt,  eindeutig  bestimmt. 

Dieser  Satz  ist  langst  von  meinen  Vorgängern,  wenn  auch  mög- 
licherweise nichl  eben  in  dieser  Form  aufgestellt  worden.  Es  ist 
aber  wohl  zu  beachten,  dass  es  zum  Bestehen  einer  Identität  von 
der  Form  (6')  keineswegs  nothwendig  ist,  dass  7,  ...  y„  +  l  hinsicht- 
lich s  |*,  .  .  p„  unabhängig  sind. 

4.    Eine  Transformation 

(7)   ='--/>,  ...un  5  />,../>„}.       =  \k        />„) ,  /V  =  />*  (j     =  i>n) 


in  den  Veränderlichen  r,  .  .  r„  2  /),  ...  pn  heisst  nach  mir  eine  lle- 
ruhrungstransformation,  wenn  eine  Identität  von  der  Form 

dZ  -  l\d\x  -  !>ndSn     q  {dz  --  pidxi  ~    ■   -  Pndxn) 

besteht.  Es  ist  dabei  klar,  dass  die  Grösse  o  von  Null  verschiedeu 
sein  muss;  denn  sonst  bestände  zwischen  ZA',...  X„  mindestens 
eine  Relation;  da  aber  die  Gleichungen  (7)  eine  Transformation 
bestimmen  sollen,  so  ist  es  von  vornherein  vorausgesetzt,  dass 
Z  A',  . . .  A'„  /*,  ...  Pn  unabhängige  Functionen  von  2  .r,  sind. 

Das  allgemeinste  Gleichungssystem  in  den  Z,  A\  1\  c,  x,  p, 
welches  die  Gleichung  (7)  oder  die  äquivalente  Gleichung 

V{d7.  —  /»,(/.»•,  —  •  •   —  P„d  Xn  —  o  (dz  —  ptdx,  —  ...  —  pndxH) 


<r,  =■ «« . 


7,,  =  «7 


{k=  \yi 
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erfüllt,  wird  nach  der  Theorie  des  PFAFFSchen  Problems  erhallen  dureh 
Elimination  der  Grössen  ).t  ...  ).m,  P  und  o  zwischen  2w  -f-  w  -f-  25 
Relationen  von  der  Form 


iik(z  .rt  .  .  vH  ZSK  .  .  .  X„)  =^  0   (Ä  —  I  . . .  m  , 


ftr>  ö<> 


in  denen  —  0  . . .  J2m  ü  w  beliebige  unabhängige  Gleichungen 
zwischen  z/,  . . .  .t„  ZA,  ...  X„  bezeichnen  sollen.  Hierbei  ist  aber 
wohl  zu  beachten,  dass  das  hervorgehende  Gleichungssystem  keines- 
wegs immer  eine  Transformation  zwischen  den  beiden  Variabeln- 
syslemen  x,p  und  Z,  X,  P  liefert.  Wählt  man  m  bestimmte  Glei- 
chungen J2,  0  ...  Jlm  0,  so  entscheidet  man  nach  den  ge- 
wöhnlichen Regeln  durch  Determinantenbildung,  ob  sich  aus  den 
Gleichungen  (8)  Relationen  zwischen  den  Grössen  z  x  p  oder  zwischen 
den  Grössen  XX  P  ableiten  lassen.  Hierbei  gilt  der  bemerkens- 
werlhe  Satz,  dass  sich  immer  gleichviclc  Relationen  zwischen  den 
z,x,p  wie  zwischen  den  /,  A\  P  herleilen  lassen').  Sind  ins- 
besondere die  Grössen  des  einen  Systems  von  einander  unabhängig, 
so  ist  dies  auch  mit  den  Grössen  des  zweiten  Svstems  der  Fall. 
Hiermit  erhallen  wir  den  folgenden  aus  der  Theorie  des  PFArVschcn 
Problems  bekannten 

Satz  7.  Sind  %  A',  ...  A'„  P{  .  .  .  P„  geyebene  Functionen  von 
z  .r,  . .  .  ,r„  px  . . .  ;j„,  welche  die  Gleichung 

dZ  -  P{  d\  /'„  ,/.\n  -=  Q  (dz  -  p,  da.;  -  /V/a„)  .  Q  =|-  0 

identisch  erf  üllen ,  so  sind  die  Grössen  Z  X  P  unabhängige  Functionen 
von  :.r,       xHpt     .  pn  . 

Durch  Verknüpfung  dieses  Satzes  mit  den  früheren  Betrach- 
tungen erhalten  wir  ohne  weiteres  den  Satz: 

Satz  8.  Sind  ZX{  .  .  X„  P,  ...  /*,  gegebene  Functionen  von 
zx{  ...  xnp{  ...  p„,  welche  die  Bedingungsgleichung 

dZ  -  PfdX{  -  PndSn  =  q  [dz  -  Pid.rt  -   pH*xH\  ,  o  =|,  0 

identisch  erfüllen,  so  liefern  die  Gleichungen 
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oiti  Sopiius  Lie, 

ir/iifffr  eim-  Itcru/nwujslratisformalinu. 

Doulen  wir  eine  Uerührungslransforniulion  z  ~  Zt  xk'  ~  Xk, 
pk'  l\  in  den  Veränderlichen  2  .r als  eine  Operation,  welche 
jedes  Kleinem  zsp  in  das  Element  z  x  p  überfuhrt,  so  können  wir 
sagen,  dass  eine  BerUhrungstransformation  jede  Element-Mannig- 
faltigkeit allgemeiner  Lage  in  eine  ebensolche  Uberführt.  Diese 
Eigenschaft  der  Berührungstrunsformationen  Hesse  sich  natürlich  als 
Delinilion  derselben  benutzen. 

Eine  besonders  wichtige  BerUhrungstransformation,  die  von 
EtiKR  herrührt,  wird  dargestellt  durch  Gleichungen  von  der  Form 

^    J     3'      3  "  /'1  a'i  -  -  •   ■  —  l'uJ'u  >  Vx  ■  :  —  J\  •••  l\  =  —  Jy  . 
es  besteht  ja  identisch  die  Gleichung 

1  ,+1 

r/3  -  /»,(/. r,  -  pniUH  . 

In  diesem  Kalle  ist  y  gleich  I.  Die  EtLEn'sehe  Transformation 
umfassl  die  Dualität  im  Kaume  :.r,  ...  .r„  als  speeiellen  Fall. 

Eine  andere  einfache  BerUhrungstransformalion  wird  detinirl 
durch  die  Gleichungen 


(10) 


,  ,  +     +  . . .  \j 


es  ist  ja 

Ist  insbesondere  m  i,  so  stellen  ilie  Gleichungen  (10)  eine  soge- 
nannte Dilatation  (l\»rallcllransforination)  des  Raumes  :x,J*,  dar. 

5.  Wünschen  \>ir  die  allgemeinste  infimk^imale  Berührungs- 
Iranst'ormation 
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in  den  Veränderlichen  zxp  zu  finden,  so  bilden  wir  die  Gleichung 

A  (dz  -  />,  rf.r,  -  •  •  •  />„  tUr„)      ff  ff/ 3  -  />,ff>,  -         -  />nr/.r„) 
oder  ausgeführt  die  Gleichung 

c;  (</  =  -  /i,rf.r,  -  ■  •    -  /V/.rJ  , 
die  sich  in  die  folgenden  Relationen  zerlegt: 

^        „    ^  „  a 
 pw._  „, 

 ^    + ^  • 

(/,-,  <       1 ,  2  .  .  .  »)  . 

Schreiben  wir  diese  Relationen  folgendermassen : 

MC  -    £,  -  •  •  -  Pn  £J  _  n 

^  H   *T  ~  r*  • 

*(S   PngJ  _  e 

und  setzen 

t  -  /',£•  -      •  -         —  -  W 

so  erhalten  wir  für  f,  £,  und  7rk  einfache  Ausdrücke,  welche  nur 
die  Grosse  W  und  ihre  Ableitungen  enthalten.  In  dieser  Weise 
finden  wir  den  Satz: 

Satz  9.   Jede  infinitesimale  licriihrungslransformation  in  den  Ver- 
änderlichen zxt  ...  x„pt  . . .  p„  besitzt  die  Form 

o><       air  air 

///<')•  bedeutet  W  eine  ganz  Ueliebitje  Function  von  den  z  x  p. 


s 
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Wir  nennen  W  die  charakteristische  Function  der  infinitesimalen 
Berührungsiransformation  (H).    Das  Symbol  derselben  ist  offenbar 

W)-  w  »T  • 

Fuhren  wir  in  diese  infinitesimale  Transformation  neue  Veränder- 
liche zVj/  ein  und  zwar  vermöge  einer  EuLKs'schcn  Transformation 

(9)      s'  =  3  —  p,*,  —  ■  •  •  —  p,a;v  ,    p,'  —  —  a-,  ,    •   •  p,'  =  —  xq 

so  ist  es  von  vornherein  einleuchtend,  dass  wir  wiederum  eine  in- 
finitesimale Berührungsiransformation  in  z'x'p  erhalten  müssen.  In- 
dem wir  dies  durch  Rechnung  bestätigen,  erhalten  wir  die  Formel 

Ii*)  [»TL-.,-,,  -  w  ^  =  [»7V,V  -  w  ~t  , 

welche  uns  den  Satz  liefert: 

Satz  10.  Führt  man  in  eine  infinitesimale  flcrührunyslransformaliou 
[Wf   —  N  7/T  nvti(i  Veränderliche  z'x'p   vermöge  einer  En.ER'schen 

Substitution  et»,  so  wird  die  charakteristische  Function  der  neuen  in- 
finitesimalen Transformalion  ohne  Weiteres  erhallen  y  wenn  in  die  alle 
charakteristische  Function  die  neuen  Veränderlichen  eingeführt  werden. 
Aus  den  soeben  angestellten  Betrachtungen  lüsst  sich  noch  ein 

Schluss  ziehen.    Es  ist  ja  ~{ und  also  folgt 

Dies  giebt  uns  den  Salz: 

Satz  11.  Hei  der  EiLRit'schcn  Transformation  (0)  bleibt  jeder  Aus- 
druck (  Wf)  absolut  invariant. 

Am  Einfachsten  beweist  man  übrigens  diesen  Satz,  indem  man 
verificirt,  dass  derselbe  richtig  ist,  wenn  )V  und  f  zwei  beliebige 
unter  den  Grössen  z'x'p  sind.  Daraus  folgt  leicht  die  allgemeine 
Gültigkeit  desselben. 

6.  Stellen  nun  n  -\-  \  gegebene  Gleichungen  </>,  =  0  .  .  . 
</»„+,  -  0  in  den  Veränderlichen  :  i,  .  .  .  x„  pt  ...  pn  eine  Klcinenl- 
M„  dar,  so  können  die  aufgelösten  Gleichungen 
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-  Vi  r,  -        -  p,^  -■  F(Pi  ■  •  •  pqxqj)rl  ■  ■  ■  xn\  =  0  , 
(,:))       J  fiF  ÖF  A 

durch  eine  Euler\sc1>c  Transformalion  die  Form 
erhalten.    Nun  aber  ist 

also  (Salz  11)  stehen  die  Gleichungen  (13)  in  derselben  Beziehung 
zu  einander,  kurz  (Salz  3)  es  verschwinden  alle  [<Pf0»1  vermöge 
</\  =:  0  .  .  =  0.  Also: 

Satz  12.  Stellen  «+  I  Gleichungen  0,  —  0  ...  tf»w+1  =  0  mir 
Element- M„  dar,  so  verschwinden  alle  [</>,  04]   vermöge  *I\  --  ü  . . . 

-  o. 

Hieraus  folgl  nun  ohne  weiteres  der  Satz  : 
Satz  13.    Besteht  eine  Gleichung  von  der  fori« 

_  ^,/.r)  _  /v/.,.n  r=  y,/^  +  «F^-Y,  H  f-  f.rf*«  , 

.so  .viW  </ä>  Ausdrucke  [ZA',  ,  LX,-Xt]  sämmtlich  identisch  null. 

Stehen  andererseits  «  -f  1  unabhängige  Gleichungen  <I>X  —  0 . . . 
^n  +  i  -  0  paarweise  in  solchen  gegenseitigen  Beziehungen,  dass 
jedes  [y>,</yl  vermöge  0,  ~.  0  ...  =  0  verschwindet,  so  ist  es 
immer  möglich,  die  Gleichungen  0,  *I>2  =  0  . ..  <PH  +  l  =  0  hin- 

sichtlich z  und  n  Grössen  otler  |jt  mit  lauter  verschiedenen  Indices 
aufzulösen.  Ware  in  der  Thal  keine  derartige  Auflösung  möglich, 
so  würde  der  Satz  3  auf  einen  Widerspruch  führen.  Kann  nun 
unser  Glcichungssyslem  etwa  nach  z  xt  ...  #¥]>?+t  .  .  pn  aufgelöst 
werden,  so  kann  es  offenbar  auch  die  Form 

/>*  -  *k  !/',  •  •  /V'V,-,  •  •   ■''«)  -  0  ,  (A ■  =  7  +  \  ■  ■  n) 
erhalten.    Dabei  sollen  (Satz  3)  die  Ausdrücke 

[-  --  /Vr,  VuxH  -    F  ,    .;•  +  Fi  =  -  |\r,  +  , 

bF 

1=  -  /V,  -     •  •  -  /y'v  -      ■■    Vi  ~  <*>*]      /'*  -  A— 
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vermöge  des  Gleichungssystems  verschwinden;  also  ist 

F,==^'  0k^^k (,  =  1  "'q' A  =  <?+4  ••M)- 

Wir  erhalten  somit  zunächst  den 

Satz  14.  Ein  System  von  n  -\-  1  unabhängigen  Gleichungen 
<I\  =  0  . . .  <J>„  + ,  -  0  in  den  Veränderlichen  z  xt  ...  xn  p,  . . .  pH  stellt 
dann  und  nur  dann  eine  Element-M„  dar,  wenn  alle  [<P,«TV!  vermöge 
des  Glcichungssyslems  verschwinden. 

Hieraus  ergiebt  sich  ferner  der  Satz: 

Satz  15.  Ein  System  von  n  -j-  1  unabhängigen  Gleichungen 
<f>t  a,  ...  <PU  +  X  aH+,  mit  den  n  -f-  \  willkürlichen  Parametern 
(i,  ...  aH+x  stellt  dann  und  nur  dann  für  jedes  Werthsystem  der  a  eine 
Elcment-MH  dar,  wenn  alle  identisch  gleich  null  sind. 

Gleichzeitig  erhalten  wir  den  Salz: 

Satz  16.    Sind  Z,  X,  ...  Xn  unabhängige  Functionen  von  :f,  ... 
Pi  •  •  •  Pnt  so  bestimmen  die  Gleichungen 

z'  =.  Z  ,     r,'  --    A,  •  •  •  .rn'  =  An 

dann  und  nur  dann  eine  Iterührungslransformation,  wenn  alle  [ZA',.1, 
[XiXk\  identisch  gleich  null  sind.  Die  hinzutretenden  Gleichungen 
Pi  ~  I*i  werden  am  der  Iledingungsgleichung 

dZ  —  P,  f/.Y,  —  •  •   —  KdXn  ~  Q{,tz  —  l\        —  •  •  •  —  Pnd^n 
bestimm  tM). 

Wenn  zwei  Functionen  (J>  und  W  von  rx  ...  xHzpl  .../>„  in  der 
Beziehung  [4>V\  =  0  stehen,  so  sagen  wir,  dass  dieselben  in  In- 
volution liegen. 

7.    Bestimmen  die  Gleichungen 

3'=z,  xk'  r=  xk ,  P;  =■  p, 

eine  Bcrührungslransformalion,  ist  also 

(IZ  -  P%dXt  Pnd.\n  =  Q[dz  —  pid:rt  f.rfarj,  ß  ^  0 

•)  Gescllsch.  d.  Wissensch,  zu  Ghrisliania,  1873,  S.  245.  Soll  die  Gleichung 
dz  —  /v/.r,  —  ...  —  /v'f'n  =  0odq>6  +  •  ••  +  ^(^n 

bestehen,  so  können  nicht  die  Grössen  ff0<pt  •  ■  ■  <f„  «He  von  z  frei  sein.  Es  ist  da- 
her erlaubt,  wie  an  der  cilirten  Stelle  geschehen,  unter  tp„  eine  Grösse  zu  verstehen, 
welche  z  wirklich  enthält. 
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so  liefern  auch  die  Gleichungen: 

s '  r=  /  —  /»  A,  l'9  Af/  ,    /j,'  -  —  V,  •  •  •      =  —  A*9  ,  //,/+Jfc  =  , 

./■,'  ■-=  P,  • . .  a>/  —  /',,  ,    ./•,/+ *  =  Af/  +  fc 

eine  derartige  Transformation,  und  also  zeigt  Satz  16,  dass  die 
Functionen  Z  —  Pj  X,  —  . . .  —  Pq  X7 ,  P,  ...  Pv,  Ar,  +  j  . . .  Ar„  paar- 
weise in  Involution  liegen.  In  dieser  Weise  erhalten  wir  die  Rela- 
tionen 

0,    [.V,P,)^0,  {i-rk), 
V  h\  ~  Wk  Pk\  ==  0  =  [Z  -  1^  Afc  ,  />*]  . 
Ks  bestimmen  aber  auch  die  Gleichungen 

3"  =  Z  —      ;        .  -  •    •■    =  /  , 

ki +  /*  +  ••• /y  k^/ 
=  *k  +      '      =  r* 

eine  Beruhrungstransformation;  folglich  ist 

+      *  +  &]-- 

woraus  folgt 

[A'i  Pt)  =  Lvt Pt]  =  ■••  —  ( V„ P„] 
Betrachten  wir  endlich  die  Berührungstransformation 

3  =  Z  ,    a\  —  A,  •  •  •  a*B  =  AB  ,    a„  +  ,  t=  Tn  + ,  , 
/V  —  '**      •  /'»'  =  Pn  •    Pn'  +  i  =  ?  Pn  +  t 

in  den  Veränderlichen  u, ...  xH+ ,  .../)„+ , ,  so  linden  wir  die 
Gleichungen 

Hiermit  haben  wir  den 

Satz  17.    Bilden  die  Gleichungen 

z  =  Z  ,    a>'  =  AÄ  ,        =  Pk 
t'iwc  Berührunystramformation,  so  bestehen  die  Relationen 
[*  *,]  =  ;  A,  A*]  =  [Xt  Pk]  =  [P<  Pk)  =  0  , 


14: 


j  1/  \J  =  -\  a*j  =  La4  r*j  =  l#'<  r*j  =  i 


Es  lüsst  sich  nun  umgekehrt  zeigen,  dass  jedes  Grüssensystem 

Ahh.ndl  -1  K  f».  (Jfi.ell.rh.  d.  Wj...  XXIV.  40 


Digitized  by  Google 


552 


SOI'IIDS  LiK, 


[IK 


ZA,  ...  A*M  P,  ...  P„,  welches  die  Bcdingungsgleichungen  (Ii)  er- 
fülll,  eine  BcrUhrungstrunsformalion  liefert.  Ks  ist  zunächst  leichl 
zu  sehen,  dass  die  Grossen  Z,  A',  P  unabhängig  sein  müssen.  Be- 
stünde in  der  Thal  etwa  die  Gleichung: 

Pl-'F(/.Yt...Yn/V  /'»), 

so  kiUne 

l^AJ -vj  ; 

diese  Gleichung  ist  indess  unmöglich,  indem  <lie  rechle  Seile  gleich 
Null,  die  linke  von  Null  verschieden  ist.  Bestünde  andererseits  eine 
Relation  von  der  Form: 

Z  =  <f  (Y,  ■     .Y„)  , 

so  glibe  die  Gleichung 
die  Relation 

»    .  *'/> 

welche  nach  dem  eben  Gesagten  unmöglich  ist.  In  ganz  analoger 
Weise  ergiebl  sich,  dass  auch  keine  Relaliou  zwischen  A",  . . .  A*. 
allein  bestehen  kanu. 

Da  nun  Z.Y,  ...  A"„  sicher  von  einander  unabhängig  sind  und 
Überdies  paarweise  in  Involution  liegen,  so  giebt  es  immer  (Salz  16) 
/i  Grössen  //,  ...  //„,  welche  eine  Relation 

a[dZ  —  Ht  d\t  —  •  •  ■  —  //„</ .YN  —  ilz  —  pt(t-rt   -    •  •  —  }'n^  ''n 

identisch  erfüllen.    Es  bestehen  daher  u.  a.  die  Gleichungen 

[XkII,  -=0,    [lltZ\  -  //,,//.  \,  -  0  . 

Bilden  wir  nun  die  «  —  I  linearen  partiellen  Differential- 
gleichungen 

[■v,n=ao...[.v,/]  =  ol 

so  erkennen  wir  zunächst,  indem  wir  /'  der  Reihe  nach  die  YVcrthe 
P2P,  ...  P„  ertheilen,  dass  unsere  n  —  1  Gleichungen  unabhängig 
sind  und  somit  höchstens  n  -f-  2  unabhängige  Lösungen  besitzen. 
Wir  kennen  aber  schon  so  viele  unabhängige  Lösungen,  nämlich 

Z ,  A,  ,   A4  •  •  •  An  P ,  . 

Folglich  besitzt  jede  Lösung,  z.  B.  //, ,  die  Form 

n{  =  w(zxt\  •••  xnp{)  . 
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Tragen  wir  diesen  Worth  in  die  Gleichung: 

iznt}~  //,  Y,/ft)  -  o, 

so  kommt 

^rV'\]-  «-  i-v.  /»]}- o 

oder,  dal  H"  wegen  der  Gleichung  a[ll{  A, 1  =  1  nicht  von  /*,  frei 
sein  kann: 

[Z/M  -  H'[.Y,  />,)  -0. 

Andererseits  aber  ist 

also  folgt  >V  r-       und  überhaupt  //t  =  /\ . 
Also: 

Satz  18.    Zum  Itcstehen  einer  identischen  Relation  von  der  Form 
dz  —  />,  r/r,  —  ...  —  /»„(/./•„  —  -  [il/  —  Pt  d\t  —  ...  —  Pnd  Xn) 

ist  erforderlich  und  hinreichend,  dass  die  2  m  -f-  1  Grössen  Z,  A',  und 
l\  die  liedintjuiujsfflcichwujen 

[Z.\(]  =  0.   [Y,.\,]  =  o,    ^v./v-o,  [trpk)=o, 

[Pt  av  =  -  ••  =  !/>,*„]  =  <>,  (/>,/] 

erfüllen. 

Diesen  fundamentalen  Salz  veröffentlichte  ich  in  dieser  Form 
in  den  Verhandlungen  der  Gesellschaft  der  Wissenschafien  zu 
Christiania,  1N72  un<l  1873,  S.  258.  Derselbe  ist  übrigens  nur  eine 
andere  Form  des  folgenden  von  mir  an  der  angegebenen  Stelle  be- 
wiesenen schönen  Salzes: 

Satz  19.    Zum  Itcstehen  einer  identischen  Relation  von  der  Form 

P*d.i\  +  /','/•'-,  -+-•••+  p„d'i'n  =^  l\dXa  -f  /»,i/.Y,  +  •••  +  Pnd  Y„ 

ist  erforderlich  und  hinreichend,  dass  die  2  m  -f-  2  Functionen  X  und 
P  cou  den  r,  p  die  Relationen 

(v,  ya.i  =  fr  pk)  =  (/>,  pk)  =  o ,  ,  />.  \y  -  t 

X.  T  ^  Y,-  _  xrf  ^  Pi 

erfüllen. 


»0« 
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8.  Eine  infinitesimale  BerUhrungstransformation  in  den  Ver- 
änderlichen zxt  ...  xMpt  ...  pH  erlheilt  den  r,  und  pk  Incremente,  die 
nur  von  den  x  und  p  abhängen,  wenn  die  charakteristische  Func- 
tion derselben  die  Form 

A  3  _|_  u  (.r(  . . .  ,rn  P{  ...  />n) 

besitzt  und  dabei  A  eine  Conslanle  bedeutet.  Besonders  wichtig 
ist  der  Fall  A  =  0;  alsdann  ist 

m + (z»  ±  - .) :{ 

das  Symbol  der  infinitesimalen  Transformation.  Zwei  derartige 
Transformalionen  «,  und  m2  sind  vertauschbar,  wenn  (u, =  0  ist; 
sieht  man  von  z  ab,  so  genügt  schon,  dass  (m,  t^)  gleich  einer  Con- 
slanlen  ist. 

Sind  «  und  t'  Functionen  von  den  xp,  so  bleibt  der  Klammer- 
ausclruck  (ut>)  bei  jeder  Berührungstransfornialion  in  den  x  p  in- 
variant. Dies  gilt  im  besonderen  auch,  wenn  die  besprochene 
Transformation  infinitesimal  ist.  Indem  man  dies  analytisch  aus- 
drückt, erhalt  man  die  allgemeine  JACom'sehe  IdentiUU.  Eine  andere 
Deutung')  der  JAConi'schen  Identität  erhalt  man,  indem  man  zwei 
infinitesimale  Beriihrungstransformationen  in  den  xp,  etwa  tf, 
un«l  m2,  betrachtet.  Dieselben  lassen  den  PFAFF'schen  Ausdruck: 
dz  —  Pi(lx{  —  ...  —  p»dxH  invariant.    Setzt  man  daher 

so  ist  einleuchtend,  dass  auch  die  Transformation  #,  {R2(f))  —  ß2(#i(/l) 
jenen  IVAFFSchen  Ausdruck  invariant  tat  und  somit  die  Form 

<-n + &  -  -)  K 

besitzt.  Hierdurch  wird  man  wiederum  auf  die  Jacobi^cIio  Identität 
geführt. 

Die  Maykr'scIic  Identität  gestaltet  eine  ganz  ahnliche  Deutung. 

Sind  Wt  und  W,  die  charakteristischen  Functionen  zweier  in- 
finitesimalen Berührungstransformationen  Xtf  und  X2f  in  den  Ver- 
änderlichen zxp,  so  ist 

Math.  Ann.  Dil.  XVI.  S.  528. 
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die  charakteristische  Function  der  infinitesimalen  Transformation 
X,  (X^))-Xi(X1  (/•)). 

Wird  auf  die  infinitesimale  BerUhrungslransformation  IV  die  end- 
liche Bcrührungslransformation 

ausgeführt,  und  ist  dabei 

dZ  —  /»,  f/.Y,  —  ...  —  PntlXn  =  q  [dz  —  pldxt  —    •  •  —  pndn-H)  , 

so  ist  (jIV  die  charakteristische  Function  der  neuen  infinitesimalen 
Berührungstransformatiou  (Arch.  for  Math.,  Christiania  187ü). 

Sind  m,  ...  ur  Functionen  von  a\  ...  x„  px  ...  p„,  welche  paar- 
weise Relationen  von  der  Form 

K  uk)  =  wiJt  (»«  '  •  •  "r) 

erfüllen,  so  bilden  die  uk  und  alle  Functionen  u  derselben  nach 

meiner  allen  Terminologie  eine  Functionentjruppe  oder  noch  kürzer 

eine  Gruppe.    Ich  wühlte  diese  Bezeichnung,  weil  alle  infinitesimalen 

BcrUhrungslransformationcn  (uf)  eine  unendliche  Gruppe  von  Be- 
rührungstransformationen erzeugen. 

*.).  Eine  Berührungstransformationsgruppc  in  den  Veränderlichen 
.r,  ...  x„zpt  ...  pH  heisst  reducibcl,  wenn  sie  durch  eine  Berührungs- 
transformalion  in  diesen  Veränderlichen  in  eine  Gruppe  von  Punkt- 
transformationen  des  Raumes  zxt  ...  xn  übergeführt  werden  kann. 
Sonst  heisst  sie  irreducibel.  In  den  Veränderlichen  zxp  ist  somit 
eine  reducible  Gruppe  imprimitiv.  Eine  irreducible  Gruppe  kann 
natürlich  auch  imprimitiv  sein.  Eine  Berührungstrausformations- 
gruppe  ist  reducibcl  dann  und  nur  dann,  wenn  sie  ein  «-gliedriges 
vollständiges  System  invariant  lasst,  dessen  Lösungen  paarweise  in 
Involution  liegen. 

Es  ist  mir  gelungen,  alle  endlichen  Berührungslransformalions- 
gruppen  des  dreifach  ausgedehnten  Raumes  zu  bestimmen,  welche 
im  fünffach  ausgedehnten  Räume  z  xt  x2  pt  p2  primitive  Gruppen 
liefern. 

Auch  das  allgemeine,  sehr  schwierige  Problem,  überhaupt  alle 
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endliehen  BiTührungstransformalionsgruppen  des  dreifachen  Raumes 
zu  bestimmen,  habe  ich  im  Princip  gelost;  nur  einige  Delail- 
rechnungen  bleiben  nocli  übrig. 

Aus  meiner  allen  Bestimmung  aller  Berührungslransformations- 
gruppen  einer  Ebene  crgiobl  sieh  ohne  Schwierigkeit  (Archiv  Cor 
Math.  IM.  1),  1884)  die  Bestimmung  aller  Gruppen  von  Punkt  -Trans- 
formalionen des  dreifachen  Raumes,  bei  denen  eine  nicht  lineare 
partielle  Differentialgleichung  erster  Ordnung  invariant  bleibt.  Eine 
derartige  Gruppe  ist  immer  endlich.  Ist  sie  intransitiv,  so  enthalt  sie 
weniger  als  drei  Parameter. 

In  dieser  Weise  erhalt  man  u.  a.  den  Ausgangspunkt  für  die 
Bestimmung  aller  Mannigfaltigkeilen  im  Ii, ,  die  eine  projective 
Gruppe  gestatten  und  zugleich  einen  Ansatz  zur  Bestimmung  aller 
Mannigfaltigkeiten  im  /{, ,  die  eine  Gruppe  von  conformen  Punkt- 
Iransformationen  gestalten. 

Wünscht  man  alle  irreducibeln  Beriihi  ungslransformalionsgruppen 
des  dreifachen  Raumes  zu  bestimmen,  die  eine  Schaar  von  Glei- 
chungen 

F(.i\  .r,  s/;t  pt)  =  C.onst. 

invariant  lassen,  so  kann  man  zunächst  F  —  x2  setzen.  Jede  der- 
artige Gruppe  enthalt  eine  invariante  irrcducible  Untergruppe,  welche 
alle  Ebenen  x2  =  Const.  stehen  hissl.  Diese  Untergruppe  F 
Iransfornürl  die  Linienelemente  jeder  Ebene  x2  —  Const.  durch  eine 
irrcducible  Bcrlihrungstransformationsgruppe  y  dieser  Ebene.  Es 
sind  daher  drei  verschiedene  Falle  zu  untersuchen.  Ist  insbesondere 
die  Parameter  zahl  der  Gruppe  y  gleich  zehn,  so  ist  die  Gruppe  /' 
ebenfalls  zehnglicdrig. 

Bei  einer  irreducibeln  Bcrührungslransformationsgruppe  einer 
Ebene  bleibt  immer  eine;  (Göll.  Nachr.  1871)  und  nur  eine  Diffe- 
rentialgleichung dritter  Ordnung  invariant.  Dieselbe  kann  auf  die  Form 
y"  =  0  oder,  wenn  man  es  vorzieht,  auf  die  Form  y'y"  —  \  y"2  —  0 
gebracht  werden. 

10.    Bestimmen  die  Gleichungen 


Digitized  by  Google 


23] 


ZlH    TüSOftlB    MM  BeKIIIRINGSIRANsFUHMATIOSKN. 


"»57 


eine  BerUhrungstrausformation,  so  sind,  wie  schon  früher  bemerkt, 
die  linearen  partiellen  Differentialgleichungen 

lVj=0...    [A,,/-  =0 

sicher  unabhängig,  Ks  sind  daher  nicht  alle  M-reihigen  Determinanten 
der  Matrix 


iXk       b\k    y^j    h\k     ,VYfc  b\k 


5  a 


identisch  gleich  Null  und  offenbar  auch  nicht  alle  w-reihigen  De- 
terminanten der  einfacheren  Matrix 


<VY* 


dj.n  +  /'*  >. 


Unsere  Transformation  hat,  wie  wir  wissen,  die  Kigcnschnfi,  die 
pFAFFsehe  Gleichung  dz  —  />,  </j\  —  ...  —  p„dxn  =  0  invariant  zu 
lassen.  Ks  ist  nun  möglich,  eine  erweiterte  Transformation  in  den 
Veränderlichen 

von  der  Form: 

='  :=  Z  ,    j-k'  =  Ak  ,        =  /'A- ,    rik'  =  Wrt  (■"/"•„^ 

zu  bilden,  welche  das  System  der  PfaffscIh'U  Gleichungen 

dz  -      r/.r,  -  /V/.i„  =  0  ,     dVk  -  rA-,  ,/.r,   ;>„</.<„   -=  0 

(Jt  =  4  ...  r) 

invariant  IttSSt.    Unsere  Forderung  wird  ja,  wenn  wir  allgemein 

dtJ[.rzV)      dtf         H/  ,    V7  Ä'" 
(/.»-.      -&.r.  +  ^,/*  " 

setzen,  durch  die  Gleichungen 

d\r\  -  r*'  (/.,  ,.  H  h  '*■»  ,737 

ausgedruckt.    Ks  fragt  sich,  ob  die  «-reihige  Determinante 

J  = 


vermöge  rrt  =  r»,  \ei  schwindet.  Nach  der  an  die  Spitze  dieser 
Nummer  gestellten  Bemerkung  ist  dies  offenbar  nicht  der  Fall.  Man 
erhalt  also  eine  Bestimmung  aller  rj  durch  die  Grössen  xzpraf: 

>ki  =  Rki  [*i  •••  3  ••./>„••  •  rnn)  , 
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und  dabei  crgiebt  sich,  dass  jedes  Rki  vermöge  rai  z=  gleich 

ntk  ist. 

Unsere  Beiührungstransformalion  transformirl  daher  nichl  allein 
...xh  und  die  ersten  Differentialquolienten  von  z  nach  den  xt, 
sondern  auch  die  zweiten  Diflercnlialquolientcn  von  z.  Aehnliche 
Uebcrlegungen  zeigen,  dass  auch  die  höheren  Diflcrentialquoticntcn 
unter  sich  transformirl  werden. 

Ist  nun  eine  Gruppe  von  Bcrührungstransformalionen  vorgelegt, 
so  findet  man  durch  Mitberücksichtigung  von  allen  Diflerentialquo- 
tienten  erster,  zweiter  bis  mter  Ordnung  eine  erweiterte  Gruppe. 
Ihre  Invarianten  sind  Di/ferenlialinvarianlen  der  ursprünglichen  Gruppe. 

11.  Wir  werden  annehmen,  dass  einerseits  eine  Element- J/M , 
andererseits  eine  infinitesimale  Berührungstransformation  mit  der 
charakteristischen  Function  W(.r  zjj)  vorgelegt  ist.  Wünschen  wir 
nun  zu  entscheiden,  ob  das  Gleichungssystem  <I\  —  0  ...  "  0 

unserer  Element- lfN  die  infinitesimale  Transformation  IV  gestattet,  so 
bilden  wir,  wenn  unser  Glcichungssystcm  die  Form 

b  F 

z  -  F(.r,  •  •  •  xn)  =  0  ,  pk  -  — -  =  0 
erhallen  kann,  die  Ausdrücke 

r  bjn       b  w  _  b\v        V—  d,f 

l     '  Pk       b*k\~      bxk       bz  Pk     ^  bpi  ba-iba-]' 

b  F 

führen  sodunn  in  ihnen  die  Substitution  z  — .  t\  pk  —  ■  —  aus  und 

brk 

verlangen  schliesslich,  dass  die  hervorgehenden  Ausdrücke  identisch 
verschwinden  sollen.  Hierdurch  erhallen  wir  die  Bcdingungsglei- 
chungen 

welche  sich  auf  die  erste  reduciren.  Das  Gleichungssystem  z  —  F=  0, 

b  F 

pk  —  —  0  gestattet  daher  die  infinitesimale  Berührungstrans- 
lörmation  >V  dann  und  nur  dann,  wenn  es  mit  der  Gleichung 
W  =  0  vertraglich  ist. 
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Kann  das  Gleichungssystem  der  vorgelegten  Element-3/M  nicht 

die  Form  z  —  F{x)  =  0  ,  pk  —  — -  —  0  erhallen,  so  ist  es,  wie 

wir  wissen,  immer  möglich,  dasselbe  durch  eine  Eiiler'scIic  Trans- 
formation auf  diese  Form  zu  bringen.  Gleichzeitig  verwandelt  sich 
die  infinitesimale  Berührungslransfornialion  W  in  eine  Berührungs- 
transformation  in  den  neuen  Veränderlichen,  deren  charakteristische 
Function  wiederum  TV  ist.  Das  früher  abgeleitete  Resultat  gilt  da- 
her immer,  kurz  es  besteht  der  Salz: 

Satz  20.  Das  Gleichungssyslcm*)  einer  Elemenl-M„  gestaltet  eine 
infinitesimale  Berührungslransfornialion  IV  dann  und  nur  dann,  wenn 
es  mit  der  Gleichung  W{xzp)  =  0  verträglich  ist**). 

Dieser  schöne,  wenn  auch  im  Grunde  selbstverständliche  Satz, 
den  ich  im  Jahre  1871  oder  1872  entdeckte,  war  der  Ausgangs- 
punkt für  meine  Untersuchungen  Uber  inlinilesimalc  Berührungstrans- 
formationen. 

W  ir  wollen  jetzt  annehmen,  dass  q  ^>  n  -f-  1  unabhängige 
Gleichungen: 


eine  Element-Mannigfaltigkeit  bestimmen,  welche  natürlich  OOiM  +  ,"? 
Kiemente  enthält.  Man  übersieht  leicht,  dass  diese  Element- Mannig- 
faltigkeil dann  und  nur  dann  die  infinitesimale  Deruhrungslransformation 
W  gestattet,  wenn  sie  von  charakteristischen  Streifen  der  Gleichung 
W  =  0  erzeugt  ist. 

Wir  wollen  nun  annehmen,  dass  eine  Element- vorgelegt 
ist,  welche  die  infinitesimale  Bcrühruugstransformation  W  nicht  ge- 
stattet. Bilden  wir  dann  alle  endlichen  Transformationen  derjenigen 
eingliedrigen  Gruppe,  deren  infinitesimale  Transformation  W  ist,  und 

*)  Der  Satz  20  gilt  ohne  Ausnahme,  also  insbesondere  auch  wenn  ilie  be- 
treffende Klement-.l/n  eine  sinyuliire  Integral-,)/,,  liefert. 

**)  Man  kann  den  Satz  des  Texics  auch  so  aussprechen :  Eine  Klement- 
Mannigfaltigkcil  gestattet  die  infinitesimale  nerührungstransformation  W  dann  und 
nur  dann,  wenn  sie  von  charakteristischen  Streifen  der  Gleichung  H'=0  erzeugt 
ist.  Diese  Formulirung  ist  aber  insofern  specieller  als  diejenige  des  Textes,  als 
sie  singulare  Integral-Mannigfaltigkeiten  nicht  berücksichtigt.  Was  die  Theorie  de- 
singulare!»  Integral-Mannigfaltigkeiten  einer  partiellen  Differentialgleichung  erster  Ord- 
nung betrilfl,  verweise  ich  auf  Dahuoix's  gekrönte  l'reisschrift. 


(/>,  =  0  •  •  •  Q>„  + ,  =  0  •  •  •  09  =  0 
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führen  alle  diese  Transformationen  auf  die  Elemente  unserer  3/„_, 
aus,  so  erhallen  wir  CO"  Elemente,  deren  Inbegriff  eine  Element- 
3/„  bilden,  welche  die  infinitesimale  Transformation  W  gestaltet, 
welche  also  die  Gleichung  W  —  0  erfüllt.  In  dieser  Weise  tiodel 
man  offenbar  alle  Elemenl-Mn,  welche  die  Gleichung  W  =  0  erfüllen. 
Diese  von  mir  herrührende  Methode  umfasst  die  Cauchy'scIic  Integra- 
tionstheorie einer  partiellen  Differentialgleichung  erster  Ordnung  als 
specicllen  Fall. 

Hieran  schlicssen  wir  einige  Betrachtungen  über  partielle  Diffe- 
rentialgleichungen höherer  Ordnung,  die  eine  vorgelegte  infinitesimale 
Berührungsiransformation  W  gestalten.  Ist  0  =  0  eine  derartige 
Gleichung  ro-ter  Ordnung,  so  bestimmt  jedes  Werlhsystem 


ment  der  Gleichung  <J>  —  0  zu  finden,  welches  von  der  infini- 
tesimalen Transformation  in  ein  benachbartes  Element  übergeführt 
wird,  das  mit  dem  vorgelegten  vereinigt  liegt.  Der  Inbegriff  aller 
derartigen  Elemente  gestattet  die  infinitesimale  Transformation,  und  es 
ist  leicht  zu  erkennen,  dass  alle  diese  Elemente  sich  zu  Elcment- 
Manuigfalligkeiten  zusammenordnen  lassen.  In  dieser  Weise  gelingt  es. 
eine  ausgezeichnete  Ciasso  Integrale  *  ;  der  Gleichung  <J>  —  0  zu  finden 
und  zwar  durch  Integration  einer  partiellen  Differcnlialgleichuug 
»i-ler  Ordnung  in  n  Veränderlichen  ££!...£„_,.  Die  betreffenden 
Integral-Mannigfaltigkeiten  genügen  alle  der  Gleichung  VV  =  0 . 

Die  vorangehenden  Betrachtungen  dehnen  sich  ohne  weiteres  auf 
den  Fall  aus,  dass  eine  vorgelegte  Gleichung  wter  Ordnung  </>  =  0 
mehrere  vertausehbarc  infinitesimale  Transformationen  gestattet,  deren 
charakteristische  Functionen  IV,  ...  \\\  keine  Functionalrelaliou  von 
der  Form 


Gestaltet  überhaupt  irgend  ein  integrables  System  partieller 
Differentialgleichungen  irgend  eine  endliche  oder  unendliche  Gruppe 


')  Math.  Annalcn,  Bd.  XI,  S.  i'JO,  Anmerkung. 


d3  hmz 


erfüllen. 
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vou  Berührungstransformationen,  so  lilssl  sich  hieraus  immer  Vortheil 
für  die  Integration  derselben  ziehen.  Freilich  findet  man  im  Allge- 
meinen nur  specielle  Gassen  von  Integralen. 

12.  Kennt  man  die  Delinitionsglcichungcn  einer  endlichen  Trans- 
formationsgruppc ,  so  ist  es  natürlich  immer  möglich,  beliebig  viele 
Glieder  in  den  Reihenentwickelungen  der  betreffenden  infinitesimalen 
Transformalionen  zu  berechnen.  Sodann  findet  man  die  Zusammen- 
setzung der  Gruppe  durch  ausfuhrbare  Hechnungen. 

Enthält  eine  r-gliedrige  Gruppe  X,  . . .  A'r_,  Y  eine  (r — l)-glied- 

rige  Untergruppe  Ä',  X,_, ,  welche  nicht  invariant  ist,  so  giebt  es 

r— 2  infinitesimale  Transformationen 

Zk  =  ekl  X,  +  •  •  •  +  ck>  r  _ ,  \r  _  , , 

welche  Relationen  von  der  Form 

</k  V)  =  dki  .\",  H  h  dk<  r_ ,  Ar_, 

erfüllen.  Diese  r— 2  infinitesimalen  Transformationen  bilden  eine  (r— 2)- 
gliedrige  Gruppe,  die  in  der  (r— 1) -gliedrigen  Gruppe  invariant  ist. 
—  Dieser  Satz  lüsst  sich  nach  mehreren  Richtungen  verallgemeinern. 

EnlhUlt  eine  einfache  r-gliedrige  Gruppe  weniger  als  neun  Para- 
meter, so  ist  sie  dreigliedrig  oder  achlgliedrig.  Im  ersten  Falle  ist 
sie  holoedrisch  isomorph  mit  der  allgemeinen  projectiven  Gruppe  einer 
einfach  ausgedehnten  Mannigfaltigkeit.  Im  zweiten  Falle  ist  sie  ho- 
loedrisch isomorph  mit  der  allgemeinen  projectiven  Gruppe  einer 
Ebene.  Die  zur  Bestimmung  aller  einfachen  Gruppen  mit  neun 
Parametern  erforderlichen  Rechnungen  habe  ich  grosstenlheils  durch- 
geführt; nach  den  Ergebnissen  derselben  ist  es  wahrscheinlich,  dass 
es  keine  einfache  Gruppe  mit  neun  Parametern  giebt. 

Enthalt  eine  einfache  r-gliedrige  Gruppe  Untergruppen  mit  r— q 
Parametern  und  keine  Untergruppe  mit  mehr  Parametern,  so  giebt  es 
gleichzusammengesetzte  Gruppen  r  in  einem  (>-fach  ausgedehnten 
Räume.  Für  kleine  Wcrthe  der  Zahl  q  (jedenfalls  für  q  =  1,  2,  3 
oder  i)  kann  nun  die  Gruppe  r  so  gewühlt  werden,  dass  sie  mit 
einer  projectiven  Gruppe  des  (»-fachen  Raumes  ähnlich  ist.  Dieser 
Satz  gilt  aber  nicht  allgemein  für  jeden  Werth  der  Zahl  y.  Diese 
Bemerkung  ist  von  Wichligkeil  für  die  Integralrechnung. 
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13.  In  früheren  Arbeiten  entwickelte  ich  eine  allgemeine  Inte- 
grationstheorie eines  vollständigen  Systems  mit  bekannten  infinitesi- 
malen Transformationen.  Die  Erledigung  eines  solchen  Problems 
verlangte  jedesmal  die  Integration  gewisser  HUlfsgleichungen ,  die 
aber  unter  Umstünden  in  mehreren  Weisen  gewählt  werden  könnten. 
Ich  werde  jetzt  ausdrucklich  hervorheben ,  dass  die  Ordnungszahlen 
dieser  Ilülfsgleiehttngen  immer  dieselben  bleiben.  Auch  in  diesen»  Punkte 
besteht  eine  vollständige  Analogie  7. wischen  der  GALois'schen  Theorie 
der  algebraischen  Gleichungen  und  meiner  Integral  ionstheorie  (vgl. 
(1.  Jordan  s  Iraite  des  substilulions). 


■ 
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Di,  Methode  des  arithmclischcn  Mittels  giebt  nicht  nur  den 
Exislcnzbeweis  der  betreffenden  Functionen,  sondern  liefert  auch  für 
diese  Functionen  bestimmte  analytische  Ausdrückt;  und  ermögliclil  hier- 
durch eine  tiefer  gehende  Untersuchung  dieser  Functionen.  Derartige 
Untersuchungen  sollen  nun  in  der  vorliegenden  Abhandlung  wirklich 
angestellt  weiden. 

Die  unendliche  Ebene  sei  durch  eine  geschlossene  Curvo  in 
einen  innern  Theil  3>  l,nd  einen  äussern  Theil  91  zerlegt.  Und  zwar 
mag  jene  Curve,  unter  Zugrundelegung  eines  positiven  Axensyslems 
.r,  j/,  gegeben  sein  durch  die  simultanen  Gleichungen: 

(A.)  S-f(0   und  i;=-fl(/). 

Sodann  aber  mag  nachträglich,  statt  der  independcnlen  Variable  /, 
die  Hogenlünge  <i  eingeführt,  und  die  so  entstehende  Gestalt  der 
beiden  Gleichungen  mit: 

(Ii.)  £  -  5(a)    und      =  V>(o) 

bezeichnet  sein.  Dabei  mag  die  Bogenlänge  n,  von  irgend  einem 
festen  Punkte  aus,  gerechnet  sein  in  der  Hichtung  der  positiven 
Tanyenle  t,  d.  i.  in  derjenigen  Hichtung,  welche  zur  innem  Normale  v 
ebenso  liegt,  wie  die  x-Axc  zur  y-Axe. 

Bezeichnet  man  also  für  irgend  einen  Curvcnpunkt  (£,  >/)  die 
Hichtungscosinus  der  positiven  Tangente  t  mit  «,  /?,  ferner  «lio 
Richlungscosinus  der  innern  Normale  v  mit  A,  B.  und  versteht  man 
überdies  unter  (t  das  Azimulh  von  t  gegen  die  .r-Axe,  so  werden  die 
Formeln  stall  finden: 


(C) 


a  -  cos  ß  —-  'j*  ^  . 


A  —  —  sin  0  —  —  . 
B  =  cos  0  =  |'  : 
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woraus  z.  B.  folgt: 

(/>  )  r  4- ^  • 

Hozoichncl  man  ferner  den  Krümmungsradius  der  Ciirv«^  im 
Punkte  (£,»/)  mit  ft,  so  ist : 

{K)  ^       =      =  -ff), 

wo  die  Acccnle,  ebenso  wie  in  (C.),  (D.),  Differentiationen  nach  der 
Bogenlänge  <r  andeuten.  Das  in  (E.)  enthaltene  <  ist  =  +  1  oder 
—  —  J,  je  nachdem  der  betreffende  Krtlmmungskreis  ein  innerer 
oder  äusserer  ist,  d.  i.  je  nachdem  derselbe  die  gegebene  Curve  von 
Innen  oder  van  Aussen  berührt. 

Determinationen. 

Um  für  unsere  Untersuchungen  ein  brauchbares  festes  Fundament 
zu  gewinnen,  wollen  wir  für  die  vorliegende  Abhandlung,  ein  für  alle 
Mal,  Folgendes  festsetzen: 

I.  —  Die  gegebene  geschlossene  Curve  soll  keine  Doppelpunkte 
haben;  so  dass  also  durch  sie  die  unendliche  Ebene  immer  nur  in 
zwei  Theile  3  und  %  zerlegt  wird. 

II.  —  Die  Coordinalen  f,  tj  sollen  stetige  Functionen  der  Bogen- 
länge a  sein.  Ueberdies  soll  0  entweder  ebenfalls  eine  stetige,  oder 
doch  wenigstens  eine  abth  eilungsweisc  stelige  Function  von  a  sein. 

III.  —  Der  Umfang  Z  der  Curve  soll  einen  bestimmten  end- 
lichen Werth  besitzen. 

IV.  —  Die  Curve  soll  von  solcher  Beschaffenheit  sein ,  dass  die 
Anzahl  der  durch  die  Curve  auf  irgend  eine)'  geraden  Linie  markir/ett 
Punkte  stets  <  N  ist,  wo  N  eine  bestimmte  endliche  Zahl  vor- 
stellt. Diese  Zahl  N  kann  alsdann  etwa  als  der  Rang  der  Curve  be- 
zeichnet werden. 

V.  —  Im  Allgemeinen  soll  jede  längs  der  Curve  vorgeschriebene 
Function  f  als  eine  eindeutige  und  periodische  Function  der 
Bogenlänge  a  angesehen  werden  ;  so  dass  also  die  Formel  gilt: 

f  =  f(o) f(o  +  ml) , 

wo  m  jede  beliebige  positive  oder  negative  ganze  Zahl  bezeichnet, 
während  Z  den  Umfang   der  Curve  vorstellt.     Wird  also  von  einer 
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solchen  Function  z.  Ii.  yesuyt,  sie  sei  überall  sie  Inj,  so  ist  dadurch 
schon  mitattsyedrückl,  daas  sie  für  a  — :  0  und  für  o  —  I  ein  und 
denselben  Werth  hat. 

Ausser  solchen  periodischen  Functionen,  zu  denen  z.  Ii.  u, 
{i,  A,  B,  II  yehvren  vgl.  die  Formeln  (//.),  (6V),  (/>.),  (£.)',  iwtüVm 
«fct-r  micA  nich tperiodische  Functionen  in  Itelracht  kommen,  wie 
z.  Ii.  o. 

• 

Erste  Bemerkung  (zu  II.).  —  Ich  ueuue  eine  Function  F(.r)  in  einem 
gegebenen  Intervall  «...  6  tibi  heilungsweise  ntctiy,  sobald  dieses  Inlervall 
in  eine  cntliiche  Anzahl  von  Strecken  zerlegbar  ist,  der  Art,  das*  die  Func- 
tion F{.c)  längs  jeder  einzelnen  Strecke  stetig  bleibt. 

Ist  also,  was  den  hier  vorliegenden  Kall  hctrilTt,  0  eine  abthcilungs- 
weise  stetige  Function  der  Bogenlänge  o,  so  wird  die  gegebene  Curve  eine 
endliche  Anzahl  von  Ecken  besitzen.  Mit  anderen  Worten:  Ks  wird  als- 
dann die  Curve  ein  Polygon  sein;  und  0  wird  unstetig  sein  in  den  Ecken 
dieses  Polygons,  hingegen  stetig  sein  längs  jeder  einzelnen  Seite  des 
Polygons. 

Zweite  Bemerkung  (zu  IV.).  —  Kür  einen  Kreis  oder  für  eine  Ellipse 
ist  die  Zahl  S  2.  Kür  die  Peripherie  eines  Quadrates  ist  sie  aber 
ebenfalls  -2.  Denn  giebt  man  z.  B.  der  geraden  Linie  (welche  selbst- 
verständlich nach  beiden  Seiten  ins  Unendliche  laufen  soll)  eine  solche 
Lage,  dass  zwei  aufeinanderfolgende  Ecken  p,  g  des  Quadrates  in  die 
Linie  hineinfallen,  so  werden  offenbar  auf  dieser  Linie  durch  die  Peri- 
pherie des  Quadrates  im  Ganzen  nur  zwei  bestimmte  Punkte  markirt, 
nämlich  nur  die  Punkte  /»  und  g  selber.  Und  giebt  man  jener  Linie  irgend 
welche  andere  Lage,  so  wird  die  Anzahl  der  auf  ihr  durch  die  Peripherie 
des  Quadrates  markirlen  Punkte  je  nach  Umständen  bald  0,  bald  —  1, 
bald  —  2,  niemals  aber  ^>  2  sein. 

Plan  der  Untersuchung. 

Das  eigentliche  Ziel,  dem  die  vorliegenden  Untersuchungen  zu- 
streben —  von  einer  wirklichen  Erreichung  desselben  kann  selbstver- 
ständlich nicht  die  Hede  sein  —  besteht  in  der  genaueren  Untersuchung 
gewisser  Ableitungen  oder  Diirerenlialquotienten,  nämlich  in  der  Ab- 
solvirung  zweier  Aufgaben,  von  denen  die  eine  folgendermassen  lautet: 

Es  sei  V  =  W  (x,i/)  eine  Function,  welche  in  Frslrcckung  des 
Gebietes  3  eindeutig  und  stetig,  welche  ferner  innerhalb  X  sammt 
ihren  ersten  und  zweiten  Ableitungen,  stetig  und  der  Gleichung 

=  0  entsprechend  ist,  und  welche  endlich  am  Hände  von  3 
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vorgeschriebene  Werl  ho  /"  bosil/.l.  Ks  soll  das  Vorhallen  tler  Ab- 
leitungen  -  ^  und        in    unmittelbarer   Nähe   des    ltandes  genauer 

untersucht  werden. 

Die  zweite  der  in  Hede  stehenden  Aufgaben  bezieht  sich  in 
analoger  Weise  auf  das  Gebiet  $1.  Und  bei  beiden  Aufgaben  mögen 
die  vorgeschriebenen  Randwerlhe  dargestellt  gedacht  sein  durch  ein 
und  dieselbe  Function  der  Bogenlänge:  /'  --  f  (n). 

Bedienen  wir  uns  des  Wortes:  Fundamculalfunclion  in  dem 
früher  (Abb.  I,  pag.  1(>  und  21)  festgesetzten  Sinne*),  so  können 
wir  diese  beiden  einander  parallel  stehenden  Aufgaben  folgender- 
massen  zusammenfassen : 

Ks  sei  |^     V(  '  ^)}  ',,<t  Kundamenlalfunclion  dCH  Gebietes  , 

welche  am  Hände'*)  dieses  Gebietes  vorgeschriebene  Werthe  f  --/'(«*) 
besitzt.     Ks  soll  die  Beschaffenheit  der  Abieilumjen 


(I.) 


Ö<t>  .  d<t> 

-.—  und  . 

f>.r  d// 

—  und  — 


/«  unmittelbarer  Muhe  des  ltandes  einer  genaueren  Untersuchung  unter- 
worfen werden.  Namentlich  sollen,  was  den  Charakter  der  gegebenen 
Itandcurve,  und  den  Charakter  der  vorgeschriebenen  liandwerlhe 
f  -  f  (ei)  betrifft,  möglichst  allgemeine  Fülle  angegeben  werden,  in 
denen  jene  Ableitungen  (1.)  bei  einer  Annäherung  an  den  Itand  gegen 
bestimmte  endliche  Werthe  convergiren. 

Bei  der  Inangriffnahme  dieser  Aufgaben  werde  ich  als  Basis 
meiner  Untersuchung  diejenigen  analytischen  Ausdrücke  benutzen, 
welche  für  die  Functionen  <t>  untl  V  wenigstens  unter  gewissen 
Voraussetzungen  -  durch  die  Methode  des  arithmetischen  Mittels 
sich  ergeben.  Diese  analytischen  Ausdrücke  besitzen  [vergl.  Abh.  I, 
pag.  79  (IC)  und  pag.  28  (2.))  die  Gestalt: 


')  C.  Nkimanx,  lieber  die  Methode  des  arithmetischen  Mittels,  erste  Abhand- 
lung, 1 887 ;  im  XIII.  Hände  der  Abhandlungen  der  math.-phys.  Classe  der  Kgl.  Sachs. 
Ges.  d.  Wiss. 

*)  Der  Hand  von  21  ist  identisch  mit  dem  von  3 :  vgl.  pag.  :}  und  4. 


Digitized  by  Google 


~i\         Ukukr  üik  Methode  des  arithmetischen  Mittels.    Abu.  II.  509 


<t>  -  0(.r  ,  y)  =  (Consl.)  +  ±  f±Tj(ia  , 
Y  =  V(.-r  ,  //)  =  (Consl.)  +  I  ,,da  , 


oder,  was  dasselbe  ist,  folgende  Gestalt: 


die  Integrationen  hinerstreckt  gedacht  über  alle  Elemente  da  der 
gegebenen  Randcurve.    Dabei  soll  v  die  innere  Normale  des  Ele- 

ments  da,  und  T  —  log  x.  sein,  wo  £  den  Abstand  des  Elements 

</o  vom  Punkte  (x,  i/)  vorstellt.  Ferner  bezeichnen  £  und  q  (nicht 
zu  verwechseln  mit  den  (Koordinaten)  gewisse  längs  des  Randes  sich 
hinerstreckende  Functionen  der  Bogenlänge  o,  und  zwar  Functionen, 
deren  Beschaffenheit  in  bestimmter  Weise  von  den  jedesmal  vorge- 
schriebenen Handuerthen  f  abhängt '  ).  Was  endlich  dio  Formeln 
(2a.)  bclriin,  so  bezeichnet  {da)  U  lf)  die  mit  dem  Factor  -f-  1 
mulliplicirle  scheinbare  Grösse  des  Elementes  da  für  einen  in  (x,  g) 
belindlicheu  Beobachter;  und  zwar  ist  jener  Factor  --  -j-  1  oder 
=  —  1 ,  je  nachdem  dieser  Beobachter  die  innere  oder  die  äussere 
Seile  des  Elementes  da  vor  Augen  hat. 

Die  Beschaffenheit  der  Functionen  <t>,  *  {  ,  ™- ,  *  f  t ,  etc.  hangt, 

zufolge  (2.),  in  erster  Linie  von  £  ab,  wahrend  |  seinerseits,  wie 
soeben  betont  wurde,  von  f  abhängt.    Analoges  ist  über  die  Func- 

tionen  V,  b~,         etc.  zu  bemerken.    Dieselben  hangen  in  erster 

Linie  von  n  ab,  wahrend  ij  seinerseits  von  /'  abhangt.  Und  dem- 
geinass  werden  wir  also  diese  Abhangigkeilsketlen 


genauer  zu  untersuchen  haben. 


*)  Die  Buchstabon  $,  r;  werden  in  der  ganzen  Abhandlung  in  zweierlei  Bedeu- 
tungen benutzt  werden.  Bald  nämlich  werden  sie  dienen  zur  Bezeichnung  der  so- 
eben genannten  von  f  abhängenden  Functionen,  bald  aber  auch  {w  ie  z.  B.  auf  pag.  3) 
zur  Bezeichnung  der  Coordinatcu  der  einzelnen  Curvenpunkte. 
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Dabei  wollen  wir,  um  die  Schwierigkeilen  einzeln  zu  Über- 
winden, zuvörderst  (im  ersten  Capitel)  nur  die  vorderen  Glieder 
dieser  Ketten,  d.  i.  die  Beziehung  zwischen  <J>  und  £,  respeclive 
zwischen  V  und  y  in  Betracht  ziehen,  um  sodauu  erst  später  (im 
zweiten  Capitel)  die  ganzen  Ketten  ins  Auge  zu  fassen. 

Erstes  Oapitel  (§§  1—10).  —  Benutzen  wir  Z ,  >V,  X  als  Col- 
leclivbezeichnungen  für  31,  <t>  —  (Consl.),  £  und  3»  ^  —  (Const.),  i\,  so 
wird  unsere  Aufgabe  in  diesem  ersten  Capitcl,  zufolge  der  soeben  ge- 
troffenen Disposition,  in  der  genaueren  Untersuchung  derjenigen  Be- 
ziehung bestehen,  welche  durch  die  Formel 


zwischen  W  und  A  hervorgebracht  wird.  Hierbei  erscheint  es  zweck- 
mässig, neben  dieser  Formel  (i.)  zugleich  auch  folgende  einfachere 
Formel  in  Betracht  zu  ziehen'): 


Olfenbar  rcprüsenlii  t  dieses  V  das  Potential  einer  materiellen  Belegung 
der  Randcurve  von  der  Dichtigkeit  *  ,  ebenso  wie  W  zu  be- 
zeichnen ist  als  das  Potential  einer  materiellen  Do/jpfMtelcgung  voiu 
Moment  -  . 

7t 

Auf  Grund  der  Formeln  (l.),  (5.)  wird  sich  nun  ergeben,  dass 
jedwede  Ableitung  von  V  oder  \Y  —  mag  sie  nun  erster  oder 

höherer  Ordnung  sein  —  im  Allgemeinen  immer  darstellbar  ist  als  die 
Summe  zweier  neuer  Potentiale,  von  denen  eines  zur  Galtung  der 
V,  das  andere  zur  Gattung  der  W  gehört.  Mittelst  dieses  allge- 
meinen Satzes  aber,  durch  welchen  die  Untersuchung  der  Ableitungen 
der  Potentiale  V  und  W  auf  die  Untersuchung  dieser  Potentiale 
selber  sich  reducirt,  werden  wir  zu  dem  Resultate  gelangen,  dass  die 
Ableitungen 


*)  In  der  Abhandlung  selber  findet  man  /"stall  /.  gesetzt.  Hier  in  der  Einlei- 
tung aber  habe  ich  eine  derartige  Anwendung  des  Buchstabens  f  absichtlich  vermieden, 
um  einer  Verwechselung  mit  den  von  Hause  aus  vorgeschriebenen  Handwerthen  f  vor- 
zubeugen. 


(5.) 
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und 

.j-  ö  y 

bei  einer  Annäherung  an  den  Rand  gegen  bestimmte  endliche  Werllie 
convorgiren,  und  dass  diese  beiden  Ableitungen,  die  soeben  ge- 
nannten Convcrgcnzwerthe  mileingerechnel,  zwei  Fundamental func- 

lionen  des  Gebietes  I  reprüscnliren,  —  vorausgesetzt  dass  Ä,  und 
■r-5  ,   sowie    auch    die    Beschaffenheit    der    Randcurve,  gewissen 

Voraussetzungen  entsprechen,  auf  welche  hier  naher  eingehen  zu 
wollen  zu  weit  führen  würde. 

Es  werden  also,  falls  man  das  soeben  Uber  I,  W,  A  Gesagte 
auf  91,  <t>,  £  und  3,  v*  ty  übertrügt,  die  vier  Ableitungen 

ö<t>    d<t>      .  äV 

am  Rande  gegen  bestimmte  endliche  Werlhe  convergiren  und,  diese 
Convcrgenzwerthe  miteingerechnet  gedacht,  vier  theils  zu  s}\  theils 
zu  3  gehörige  Fundamcntalfunctioncn  reprüsenliren,  —  vorausgesetzt 

dass£,  <l*  ,  ^-5  und      ^  ,  ^-2,  sowie  auch  die  Beschaffenheit  der 
da     da*  '    da  da* 

Randcurve,  gewissen  noch  naher  anzugebenden  Voraussetzungen  ent- 
sprechen. 

Zweites  Oapitel.  (§§  11 — 15.)  —  Was  nun  ferner  die  hintern 
Glieder  der  Ketten  (3.),  d.  i.  die  Beziehung  zwischen  |  und  /', 
respeclive  zwischen  y  und  /"  betrifft,  so  sind  $  und  y  durch  unend- 
liche Reihen  darstellbar,  deren  einzelne  Glieder  von  f  abhüngen. 
[Vgl.  Abh.  I,  pag.  79  (Q.)  und  pag.  115  {Q.)\.  Mehr  geeiguet  aber 
als  diese  Reihen  selber  erscheinen  zur  Untersuchung  der  genannten 
Beziehungen  gewisse  auf  Grund  dieser  Reihen  für  £  und  tj  sich  erge- 
bende Function alyleichungcn.  Diese  letzlern  lauten,  falls  man  unlcr  » 
jeden  beliebigen  Puncl  der  Randcurve  versteht,  folgendermassen : 

I 


+  f,  =  +  (Const.)  +  -fi(da)s  , 
(?•)  \ 

'h  (Consl.)  -  -ß(do)s  , 


wo  £i>  '/«'  /»  d'e  Werthe  von  {,  rt,  f  im  Punkte  s  vorstellen, 
während  (</o),  denjenigen  Werth  bezeichnet,  welchen  (da)(Ijr)  an- 
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nimmt,  sobald  man  stall  des  Punktes  (s ,  ij)  den  Punkt  s  eintreten 
lUsst.  Auf  Grund  dieser  Funclionalgleichungen  (7.)  wird  sich  nun 
ergehen,  dass  die  Beschaffenheit  der  Functionen 

,8  )  -  rfi'         Uml        i/i  '  da* 

wesentlich  abhängt  von  der  Beschaffenheit  der  Functionen  /',  ^  , 

(Pf 

j^i  ,  sowie  auch  von  der  Beschaffenheit  der  Handcurve. 

Schliesslich  werden  wir  sodann  durch  Zusammenfassung  der  in 
(0.)  und  (8.)  angedeuteten  Salze  zu  folgendem  Theorem  gelangen 
man  lindel  dasselbe  am  Schluss  des  §  13  dieser  Abh.J: 

Theorom.  —  Wird  in  Betreff  der  gegebenen  Curve  und  in  Betreff 
der  vorgeschriebenen  Function  f  vorausgesetzt  dass  0 ,  ~  ,  ^  und 
f ,  stetige  Functionen  von  a  sind,  dass  ferner  jj^  eine  a  b  t  Ii  e  i  tun  ga- 
lt) eise  stetige  Function   von  a  ist,   und  dass  überdies  ^  überall 

>  0  so  werden  die  Abteilungen  ^  und  ~  bei  einer  Annäherung 

an  den  Band  gegen  bestimmte  endliche  Wallte  convergiren,  und,  dietc 
Gonvergenzwerlhe  mit  eingerechnet  gedacht,  zwei  Fundamenlalfune- 
lionen  des  Gebietes  "}[  repräsentiren. 

Oder  ein  wenig  anders  ausgedrückt:  Es  werden  alsdann  drei 
Fundamenlalfunclionen  <t>,  <P4,  4>t  des  Gebietes  s)[  existiren  von  solcher 
Beschaffenheit,  dass  <t>  die  vorgeschriebenen  Bandwcrlhe  f  besitzt,  und 
dass  überdies  für  jedweden  Punkt  innerhalb  $1,  wie  nahe  derselbe 

dem  Bande  auch  liegen  mag,  die  Belat'umen  stattfinden  ^~  —  <t>,  und 
ft<t>  . 

»,-♦•• 

Desgleichen  werden  alsdann  drei  Fand  amental ftinclionen  V.  Y, ,  V4 
des  Gebietes  3  existiren  von  solcher  Beschaffenheil,  dass  V  die  vorge- 
schriebenen Bandwcrlhe  f  besitzt,  and  dass  überdies  für  jedweden  Punkt 
innerhalb  3,  wie  nahe  derselbe  dem  Bande  auch  liegen  mag,  die 

Belalionen  stattfinden :       —  ^  und       —  H*4  . 

Aus  diesem  Theorem,  welches  übrigens,  wenn  auch  weniger 


*)  0  soll  die  auf  pag.  3  angegebene  Bedeutung  besitzen. 
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schürf,  schon  vor  langer  Zeil*)  von  mir  ausgesprochen  worden  isl, 
ergiebt  sich  z.  H.,  dass  der  nach  der  innem  Normale  v  genommene 

WM* 

DilTercntialquolient  —  bei  einer  Annäherung  an  den   Rand,  und 

ebenso  auch  bei  einer  Bewegung  Uinys  des  Randes  stetig  bleibt, 
immer  vorausgesetzt,  dass  die  im  Theorem  genannten  Bedingungen 

erfüllt  sind.  Analoges  ergiebt  sich  für  ^  ,  wo  N  die  äussere  Nor- 
male vorstellen  soll. 

Das  dritte  Capitel  (§§  16-22)  bezieht  sich  speeiell  auf  die 
Green  sehe  Function  und  auf  die  Theorie  iler  conformen  Abbildung. 
Sind 

(10.)  ft  y  Tli  '  Jo^  slctl,Je  Functionen  der  Bogenlänge  o. 

ist  ferner 

(II.)  dä°g  Uben.ll  ^  0  . 

und  ist  überdies  irgendwo  innerhalb  %  ein  fester  Punkt  («,  b)  ge- 
geben, so  werden  zufolge  des  soeben  ausgesprocheneu  Theorems 
drei  Fundamentalfunctioncn  (\  (/, ,  U.t  des  Gebietes  3  existiren,  von 

solcher  Beschaffenheit,  dass  erstens  für  jeden  liandpunkl  V  =  log  - 

ist,  wo  r  den  Abstand  dieses  Punktes  vom  festen  Punkte  (a,  b)  vor- 
stellt, und  dass  zweitens  für  jedweden  Punkt  innerhalb  3  (wie  nahe 
derselbe  dem  Rande  auch  liegen  mag)  die  Relationen  statlliiideu 

—  =  U.    und  .--  =  L'  . 

Die  Function  V  heisst  alsdann  die  dem  Punkte  (</,  b)  entsprechende 
Green  sehe  Function,  und  der  Punkt  («,  b)  der  Cenlraljmnkt  dieser 
Function. 

Setzt  man  jetzt: 

(12.)  Q  =  (logA)  -  f/ =-(£/+ log  r), 

wo  V  den  Werth  der  Function  U  in  einem  beliebigen  Punkte  {x,  y), 
andererseits  r  den  Abstaud  dieses  Punktes  (.r,  //)  vom  festen  Punkte 

')  In  den  Bcr.  der  Kgt.  Sachs.  Ges.  d.  Wiss.  von  1  878.  pag.  50  und  52.  Vgl. 
auch  die  Math.  Annal.  Bd.  16,  pag.  428. 


r 
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(o,  b)  vorstellen  soll,  so  wird  Q  eine  Function  von  [x,  g)  sein,  welche 
am  Hände  von  3  durchweg  verschwindet,  welche  lerner  innerhalb 
3  überall  ^>  0 ,  und  sj>ecicll  im  Punkte  («,  b)  positiv  unendlich  ist. 

Hieraus  ergicbt  sich,  dass  der  nach  der  innern  Normale  v  ge- 
nommene Dill'crentialquotient       längs  des  Randes  durchweg  positiv 

ist.  Auch  liisst  sich  ohne  grosse  Mühe  nachweisen,  dass  derselbe 
niemals  in  sämmllichen  Punkten  eines  Handelemenles  verschwinden 
kann,   wie  klein  das  Klemenl  auch  sein  möge.    Ob  aber  dieser 

Dillcrenlialquolienl       nicht  vielleicht  in  einzelnen  Punkten  des  Randes 

verschwinden  könne,  —  diese  Frage  scheint  bisher  noch  niemals 
in  Angriff  genommen,  und  überhaupt  mit  grossen  Schwierigkeilen 
verbunden  zu  sein.  Das  Resultat,  zu  dem  ich  in  dieser  Beziehung 
—  allerdings  auf  sehr  verwickeltem  und  mühsamem  Wege  —  ge- 
langen werde,  lautet  folgendermassen : 

Sind  die  Voraussetzungen  (10),  (11.)  erfüllt,  so  wird  der  Di/fe- 

rentialguotienl         am  Hände   überall   ex i stiren,   längs  des  Händen 
überall  stetig  sein,  und  zugleich  auch  längs  des  Hundes  überall 
03.)  >A 

sein,  wo  k  eine  positive  und  von  0  verschiedene  (ionstanle  vorstellt. 

Um  diese  (konstante  k  wirklich  angeben  zu  können,  bezeichne 
man  den  kleinsten  Krümmungsradius  der  gegebenen  Randcurve  mit 
Hn,  ferner  den  kleinsten  Abstand  des  gegebenen  Punktes  («,  b)  vom 
Rande  mit  2/*,,  und  verstehe  sodann  unter  A  irgend  eine  kon- 
stante die  ]>  0,  die  überdies  <[  H„  und  zugleich  auch  <  /'„  ist. 
Sodann  lasse  man  auf  der  innern  Seite  der  Randcurve  einen  Kreis 
vom  Radius  A  fortrollen,  und  denke  sich  diesen  Kreis  in  jedem 
Augenblicke  der  genannten  Bewegung  in  zwei  Halbkreise  zerlegt 
mittelst  eines  Durchmessers,  welcher  senkrecht  steht  zu  dem  nach  dem 
augenblicklichen  Berührungspunkte  hinlaufendem  Radius.  Der  dem 
Berührungspunkte  abgewendete  Halbkreis  wird  alsdann  wahrend  jener 
rollenden  Bewegung  eine  gewisse  ringförmige  Fläche  überstreichen, 
die  vom  Rande  des  Gebietes  3  überall  durch  einen  gewissen 
Zwischenraum  getrennt  ist.  Bezeichnet  nun  Q„  den  kleinsten  Werth 
von  Q  in  Krstrcckung  dieser  ringförmigen  Flache,  so  hat  jene  kon- 
stante k  den  Werth: 
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Solches  absolvirt,  gehen  wir  über  zur  Aufgabe  der  von  formen 
Abbildung  des  Gebietes  3  auf  einer  Kreisfläche.  Ks  sei  (.r0 ,  »/„)  irgend 
ein  fcsler  Punkt  innerhalb  3i  und 


(15.) 


[Utdy  -  //,</*), 

wo  tr,  und  L\  die  schon  vorhin  genannten  Fundamenlalfunctioncn 
sein  sollen,  und  die  Inlegrationscurve  auf  das  Gebiet  3  beschränkt 
sein  soll.    Ferner  sei : 

(t  G.)  3  =  .r  +  iy  ,     c  =  ft  +  ib  ,      W  =  V  +  ,  V  , 

=  y— T). 

Endlich  mag  unter  F(2)  folgende  Function  verstanden  seiu: 

(17.)  #■'(=)  =(5  -  c)e'r  . 

Bildet  man  nun  das  in  der  z-Ebene  gelegene  Gebiet  3  mittelst  der 
Formel 

„•  =  /•'(  3) 

auf  der  tv -Ebene  ab,  so  wird  das  Resultat  dieser  Abbildung  eine. 
Kreisfläche  Ä?  sein,  deren  Radius  —  I  ist,  und  deren  Mittelpunkt 
ie  =  0  in  Correspondenz  steht  zu  dem  gegebenen  Punkte  z  —  r. 

Das  sind  bekannte  und  einfache  Sachen.  Will  man  nun  aber 
beweisen,  dass  diese  Abbildung  wirklich  conform  ist  in  ganzer  Er- 
slreckung  von  3>  dass  sie  also  in  jedwedem  Punkte  z  des  Gebietes 
3,  mag  nun  derselbe  innerhalb  3  oder  am  Rande  von  3  liegen, 
eine  in  den  kleinsten  Theilen  ahnliche  ist,  so  wird  man,  was  z.  B. 

/  IG*/  \ 

den  Diflerenlialquolienten     .  "  betrifft,  zu  zeigen  haben,  dass  dieser 

(l  Z 

Diflerentialquotient  überall  existirt,  sowohl  in  jedem  Punkte  innerhalb 
3  wie  auch  in  jedem  Randpunkte  von  %  ferner  zu  zeigen  haben, 
dass  die  Entstehungsweise  dieses  DilTerentialquotienlen  in  jedem 
solchen  Punkte  eine  von  allen  Seiten  her  äquiconvergenle  ist,  und 
endlich  zu  zeigen  haben,  dass  der  Werth  dieses  Diflerenlialquolienten 
in  ganzer  Erstrcekung  des  Gebietes  3  (also  z.  B.  auch  am  Rande) 
verschieden  von  0  ist. 

Ich  werde  nun  diese  Nachweise  fiir  den  FalL  dass  die  Ynraus- 
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Setzungen  (10.),  (11.)  erfüllt  sind,  wirklieh  führen,  wobei  mir  der  in 
(13.)  angegebene  Satz  wesentlich  zur  Stütze  dient. 

Vorläufige  Mitlheilungcn  über  die  Resultate  «ler  gegenwärtigen  Ab- 
handlung sind  von  mir  bereits  erfolgt  in  den  Sitzungsberichten  der  Kgl. 
Sachs.  Ges.  d.  Wiss.  im  Juni  <878  und  im  Mai  1888.  ferner  im  Jahre 
1880  im  <G.  Bande  derMathem.  Annalen ;  wobei  erwähnt  sein  mag,  das-s 
am  lelzlern  Orte  nicht  nur  Sätze  über  das  Logarilhmische  Potential,  son- 
dern auch  die  analogen  Salze  über  das  Sewton'sche  Potential  im  Räume 
angegeben  sind. 

Zur  besonderen  Genugthuung  gereicht  mir  das  Interesse,  welches 
Herr  Bki.toami  für  diese  letzern  Sätze  dadurch  an  den  Tag  gelegt  hat,  dass 
er  kurze  Zeil  nach  ihrer  Puhlication  nicht  nur  einen  Beweis,  sondern 
gleichzeitig  auch  eine  Verallgemeinerung  derselben  mitthciltc.  In  der 
Thal  hat  Hki.tiumi  im  Jahre  4  880  im  10.  Bande  der  Annali  di  Matetnatica 
in  seinem  Aufsatz :  Jnlnrno  ad  alcuni  nuovi  Teoremi  dcl  Sig.  Sewnatm 
sulle  h'unzioni  potenziell  jene  von  mir  für  geschlossene  Flüchen  aufge- 
stellten Sätze  nicht  nur  bewiesen,  sondern  auch  auf  den  Kall  unge- 
schlossener Flächen  ausgedehnt. 

Methoden  und  Resultate. 

Wio  wohl  in  allen  Gebieten  der  Mathematik,  so  dürften  auch 
Iiier  die  Methoden  bei  Weitem  wichtiger  sein  als  die  augenblick- 
lichen HesullaU'.  Die  .Methoden  aber  pflegen  einfacher  und  klarer 
hervorzutreten  durch  Beschränkung  auf  mehr  oder  weniger  specicllo 
Fälle.  Demgcmass  ist  mein  Bestreben  in  der  vorliegenden  Abhand- 
lung vor  Allem  dahin  gerichtet  gewesen,  die  Methoden  der  Unter- 
suchung in  helles  Licht  zu  stellen,  —  selbst  auf  Kosten  der  Allge- 
meinheit der  zu  erlangenden  Resultate. 

Aus  dieser  Tendenz  erklärt  sich  die  sehr  mangelhafte  Aus- 
nutzung der  von  mir  dargelegten  Methoden.  So  z.  B.  werden  wir 
fast  stets  nur  Curven  betrachten,  die  frei  von  Ecken  sind,  trotzdem, 
dass  die  exponirlcn  Methoden  die  Durchführung  der  Untersuchungen 
meistentheils  auch  dann  noch  gestatten  würden,  wenn  Ecken  vor- 
handen sind.  Uebcrhaupt  würde  es  mittelst  der  exponirten  Methoden 
möglich  gewesen  sein,  fast  alle  Resultate  der  vorliegenden  Abhand- 
lung in  sehr  viel  grösserer  Allgemeinheit  zu  erhalten;  wie  deun 
z.  B.  auch  die  im  Jahre  1880,  ohne  Beweis,  von  mir  publicirlcn 
Sülze  (Math.  Annal.,  Bd.  16)  über  die  hier  mitzuthcilenden  Satze 
vielfach  hinausgreifen. 
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Ebenso  erklärt  sich  aus  jener  Tendenz  der  Umstand,  dass  in 
der  vorliegenden  Abhandlung  nirgends  der  Versuch  gemacht  ist,  die 
Voraussetzungen  auf  ihr  geringstes  Maass  zu  reduciren.  So  z.  B. 
ist  häufig  der  Begriff  der  ablheilungswcisen  Stetigkeit  angewendet,  wo 
schon  der  blosse  Begriff  der  lntegrirbarkeii  ausreichend  gewesen 
wäre.  Auch  ist  zuweilen  kurzweg  die  Stetigkeit  der  zweiten  Ab- 
leitungen vorausgesetzt,   wo  schon  die  Stetigkeit  der  beiden  Ab- 

leilungen       und  ~  ein  ausreichendes  Fundament  geliefert  hatte. 

Um  eine  wirklich  genaue,  und  dabei  nicht  allzuschlcppcndc 
Ausdrucksweisc  zu  ermöglichen,  habe  ich  mich  genothigt  gesehen, 
einerseits  den  Begriff  der  Fundamenlalfunctionen  einzuführen  (Abh.  1, 
pag.  IG  und  21),  und  andererseits  auch  dem  Worte  Convcrgetwvcrth 
eine  gewisse  eigentümliche  Bedeutung  beizulegen  (vgl.  in  der  vor- 
liegenden Abhandlung  die  zu  Anfang  des  §  2  gegebenen  Definitionen 
pag.  22,  23). 

Die  wirkliche  Ausnutzung  der  dargelegten  Methoden  und  die 
Aufstellung  eines  abgerundeten  und  vollständigen  Systems  von  Salzen 
dürfte  allerdings  eine  sich  von  selber  aufdrängende  Aufgabe  sein. 
Aber  man  kann  eben  nicht  Alles  auf  einmal  erreichen.  Vorläufig 
sollen  hier  nur  die  von  mir  entdeckten  Methoden  dargelegt  werden. 
Später  durften  wohl  alsdann  zu  diesen  Methoden  noch  andere  nicht 
minder  wichtige  Methoden  sich  gesellen.  Auch  dürfte  im  Laufe  der 
Zeil  die  Ansdruckstvei.se  sich  etwas  mehr  abschleifen,  und  dem  be- 
handelten (Gegenstände  sich  besser  aecommodiren.  Und  dann  erst 
dürfte  es  vielleicht  angemessen  sein,  an  die  Construction  eines 
nach  allen  Seiten  hin  möglichst  vollständigen  Systems  zu  denken. 
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Erstes  Capitcl. 


Ueber  die  Potentiale  V  und  W,  namentlich  über  die 
Differentialquotienten  derselben. 

Die  Hauptpunkte  dieses  Capitels  bestehen  in  zwei  Theoremen 
V«.  und  W«. ,  welche  die  Potentiale  selber  betreffen,  ferner  in 
zwei  Theoremen  Vti.  und  W/?.,  welche  die  ersten  Differentialquotienten 
derselben  betreffen,  endlich  in  zwei  Theoremen  Vy.  und  Wy., 
welche  auf  die  zweiten  Differentialquotienten  der  Potentiale  Bezug 
haben.  Eine  übersichtliche  Zusammenstellung  all'  dieser  und  noch 
höherer  Theoreme  findet  man  in  §  9. 

Uebrigens  sind  für  die  weiter  folgenden  Capitel  dieser  Ab- 
handlung nur  die  vier  ersten  Theoreme  (§§  I — 6)  erforderlich.  Die 
Aufstellung  dieser  vier  Theoreme  lässt  aber  eine  gewisse  Gesetz- 
massigkeit zu  Tage  treten,  die  von  selber  zu  den  Theoremen 
Vy.  und  Wy.  (§  7  und  §  8),  sowie  auch  zu  noch  höheren  Theoremen 
(§9)  hindrüngt.  Schliesslich  ist  (in  §10)  eine  ganz  beiläufige  Be- 
trachtung hinzugefügt  über  monogene  Functionen  von  der  Form 
V  +  i  W. 

Ueber  das  Potential  V.   Theorem  V«. 

Längs  der  gegebenen  geschlossenen  Curve  sei  irgend  eine 
Function  der  Bogenlänge  f  =■  f(a)  vorgeschrieben.  Denkt  man  sich 
nun  irgendwo  in  der  Ebene  einen  Punkt  (x,  y)  markirt,  und  die 
Abstünde  dieses  Punktes  von  den  einzelnen  Elementen  da  der  Curve 
mit  E  bezeichnet,  so  reprüsentirt  der  Ausdruck*) 

**)  Gelegentlich  dieser  Formel  (1.)  sei  noch  bemerkt,  dass  die  unler  dein  Inte- 
gralzeichen befindlichen  ltogcnclemcnlc  da  unler  allen  Umständen  als  positive  Grössen 
angesehen  w  ei  den  sollen. 
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(1.) 


in  welchen  T  Abbreviatur  ist  für  log  -.,  dasjenige  Potential,  welches 

auf  den  Punkt       y)  ausgeübt  wird  von  einer  auf  der  Curve  aus- 

r 

gebreiteten  materiellen  lielegung  von  der  Dichtigkeit  ^  •  Für  dieses 
Potential  gilt  folgender  Satz: 

Erster  Satz.  —  Sind 
U-)  0  und  f  ablh  eilungsweis  stetige  Functionen  von  o, 

«o  wird  das  Potential 


eine  Function  von  (j,  y)  sein,  die  in  der  ganzen  unendlichen  Ebene 
überall  stetig  ist. 

Beweis.  —  Dass  V  für  alle  von  der  Corvo  getrennten  Punkte 
stelig  ist,  übersieht  man  sofort.  Und  es  wird  also  der  Beweis  der 
Stetigkeit  von  V  nur  noch  für  solche  Punkte  y)  zu  füllten  sein, 
die  auf  der  Curve  liegen.  Zu  diesem  Zwecke  aber  wird  es  aus- 
reichend sein,  dem  Punkte  (x,  y)  auf  der  Curve  eine  beliebige  Lage 
zu  geben,  und  sodann  zu  zeigen,  dass  die  diesem  Punkte  zunächst 
befindlichen  Curvenlheile  zu  jenem  Potential  V  immer  nur  einen 
verschmmlend  kleinen  Beilrag  liefern.    Oder  genauer  ausgedrückt: 

Denkt  man  sich  den  Punkt  (r,  y)  irgendwo  auf  der  Curve  ge- 
legen, beschreibt  man  sodann  um  (x,  y),  als  Cenlrum,  einen  kleinen 
Kreis  vom  Radius  /?,  und  bezeichnet  man  das  innerhalb  dieses 
Kreises  befindliche  Stück  der  gegebenen  Curve  mit  y,  so  wird  es 
für  den  genannten  Zweck  ausreichend  sein,  zu  zeigen,  dass  der 
von  y  herrührende  Theil  V(>)  des  Potentials  V  durch  Verkleinerung 
von  H  unter  jedweden  Kleinheilsgrad  hinabdrückbar  ist. 

Zufolge  unserer  Voraussetzung  (2.)  ist  das  Azimulh  0  eine  ab- 
theilungsweisc  stetige  Function  der  Bogenlänge,  die  gegebene  Curve 
also  als  ein  Polygon  mit  einer  endlichen  Anzahl  von  Ecken  anzu- 
sehen [vgl.  die  erste  Bemerkung  pag.  5].  Liegt  nun,  um  die 
Vorstellung  zu  fixiren,  der  Punkt  (a.\  y)  in  einer  Ecke  des  Polygons, 
und  sind  «  und  b  die  beiden  in  dieser  Hcke  zusammenstossenden 
Seiten  des  Polygons,  so  wird  0  stelig  sein  längs  a,  und  ebenso  auch 

Abban.ll.  d.  K.  8.  0*^llwh.  d.  WiMf-mch.  XXIV.  41 


(3.) 
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liings  b.  Demgcroöss  wird  man,  von  jener  Ecke  y)  aus,  auf 
a  und  b  zwei  Strecken  a  und  ß  abschneiden  können,  die  so  klein 
sind,  dass  0  lüngs  «  beliebig  wenig,  z.  ß.  um  weniger  als  60°  variirt, 
dass  mithin  alle  Elemente  da  dieser  Strecke  «  gegen  die  in  (x,  y) 
an  «  gelegte  Tangente  A  Winkel  bilden,  die  <[  60°  sind,  und  dass 
andererseits  Analoges  auch  stattfindet  fllr  die  Elemente  dß  der 
Strecke  ß  mit  Bezug  auf  die  in  (x,  y)  an  ß  gelegte  Tangente  B. 
Solches  festgesetzt,  ist  also  der  Winkel  (da>  A)  stets  <[  60°,  mithin 

cos  (Ja,  A)  ^>  cos  (60  °)  —  * ,  folglich: 

\  \ 

(9  )  — n  T\  <  ^  »    «nd  ebenso  —  -       r-  -  <  2  , 

cos(</a,yl)   "    '  cos  (ilß,B)  ^  ' 

vorausgesetzt,  dass  man  unter  den  hier  genannten  Winkeln  stets  die 
spitzen  Winkel  versieht. 

Diese  beiden  Strecken  «  und  ß  wollen  wir  jetzt  noch  weiter 
sich  verkleinern  lassen.  Zu  diesem  Zwecke  beschreiben  wir  uro 
(j\  t/),  als  Cenlrum,  einen  Kreis  mit  einem  Radius 

(*•)  «<<  , 

der  so  kloin  sein  soll,  dass  der  Kreis  die  beiden  Strecken  «  und  ß 
schneidet,  und  lassen  sodann  «  und  ß  auf  diejenigen  Stücke  sich 
zusammenziehen,  welche  innerhalb  dieses  Kreises  liegen. 
Für  den  von  a  herrührenden  Tlieil  des  Potentials  V: 

ergiebl  sich  alsdann  die  Formel: 

;.t)S  !■'<«>      ~f  (log  M  (;iI»h  f)  da  ; 

denn  es  ist  zu  beachten,  dass  die  da  alle  positiv  zu  denken  sind 
[vgl.  die  Note  pag.  16],  und  ferner  zu  beachten,  dass  die  da  alle 
innerhalb  des  Kreises  (R)  liegen,  dass  mithin  die  zugehörigen  E 
durchweg  <  /t,  also,  nach  (//.),  durchweg  <  1,  und  dass  daher  die 

hier  in  Betracht  kommenden  log  —  durchweg  positiv  sind. 

Die  Function  f  ist,  nach  der  Voraussetzung  (2.),  Ilings  der  gege- 
benen Curve  abtheilnngsweise  stetig,  mithin  durchweg  endlich.  Be- 
zeichnet man  nun  ihren  absolut  grössten  Werth  mit  3/,  so  folgt  ans 
der  letzten  Formel  sofort: 
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0.)  abnr<«><  -^/(log^)rf«  . 

Projicirt  man  jetzt  [vgl.  die  Figur]  die  Linien  E  und  </«  senk- 
recht auf  die  in  ( x,  y)  an  «  gelegte  Tangente  A,  und  bezeichnet 


•r.v 


man  diese  Projcctionen  mit  r  und  r/r,  so  ist  einerseits 

-  •  —  -'- '  —  , 
cos  (f/«,  A) 

mithin  nach  (7.): 

(/«  <  2</r  , 
und  andererseits  ß>r,  mithin: 

IoP  77  —  lo*  7  ; 
so  dass  die  Formel  (j.)  übergeht  in: 

(*■)  ab«  r<«><~/*(log-i)dr  . 

liier  bezieht  sich  q  auf  den  Endpunkt  p  der  Curvenstrecke  «.  Denkt 
man  sich  niimlich  von  p  aus  ein  Perpendikel  pq  herabgelassen  auf 
die  Tangente  A ,  so  bezeichnet  p  den  Abstand  des  so  erhaltenen 
Fusspunktes  </  vom  Punkte  (x,  >/). 

Offenbar  wird  die  rechte  Seite  der  Formel  (k.)  noch  weiter 
vergrfissert  werden,  falls  man  daselbst  die  Integration  nicht  bis 
r  -  p,  sondern  bis  r  —  It  ausdehnt;  so  dass  man  also  a  fortiori 
erhalt : 

r 

^  Digitized^y  Google 


582  C.  Neijmann,  f*° 

(/.)  abs  l  (")  <  *£.f  (log  Jjc/r  . 

mler  was  dasselbe  ist: 

(,„.)  ab»,  r(«)  Mog  A) 

Hieraus  aber  folgt  sofort,  dass  das  abs  VW  durch  Verkleinerung  von 
/?  unter  jedweden  Kleinlieilsgrad  hinabdrückbar  ist.  Analoges  gilt 
offenbar  auch  von  VW,  und,  wenn  man  beide  Strecken  u  und  ß 
zusammengenommen  mit  y  bezeichnet,  auch  von 

(n.)  l'Ö')  —  !'(«>  +  VUf)  .  Q.  e.  d. 

Dass  man  endlich  zu  genau  demselben  Resultate  auch  dann  ge- 
langt, wenn  der  Punkt  (x,  y)  nicht  in  einer  Ecke,  sondern  irgendwo 
anders  auf  der  gegebenen  Curve  liegt,  bedarf  keiner  weiteren  Er- 
läuterung. 

Wenn  wir  nun  aber  auch  den  vorstehenden  Satz  wirklich  bewiesen 
haben,  also  eingesehen  haben,  dass  V  in  der  Ebene  allenthalben 
stetig  ist,  so  bleibt  doch  noch  fraglich,  ob  dieses  V  nicht  vielleicht 
beim  Fortgang  zu  unendlich  fernen  Punkten  ins  Unendliche  anwachsen 
kann.    Diese  Krage  findet  ihre  Beantwortung  durch  folgenden  Salz: 

Zweiter  Satz.  —  Fügt  man  zu  den  schon  gemachten  Voraus- 
setzungen (2.)  noch  die  hinzu,  dass  das  idter  die  gegebene  Curve  a 
erstreckte  Integral 

(4.)  ffda-Q 

sein  soll,  so  wird  V  in  den  unendlich  fernen  Punkten  der  Ebene  nicht 
nur  endlich,  sondern  sogar  —  0  »ein. 

Oder  genauer  ausgedrückt:  Denkt  man  sich  irgend  eine  die  Curve 
a  umschliessende  Kreisperipherie  s  vom  itadim  r  comtruirt,  so  werden, 
falls  die  Yoratutselzungen  (2.)  und  (4.)  erfüllt  sind,  alle  Wtrlhe,  welche 
V  ausserhalb  dieser  Peripherie  s  besitzt,  ihrem  absoluten  Betrage  nach, 
durch  Vergrösserung  von  r  unter  jedweden  Kleinheitsgrad  hinabdrück- 
bar sein. 

Und  gleichzeitig  werden  alsdann  für  jeden  solchen  die  Curve  o 
umschliessenden  Kreis  s,  mag  nun  sein  Radius  r  gross  oder  klein  sein, 
die  Formeln  stattfinden: 

(5.)  fvds  --.  0     und    f~  ds      0  . 
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die  Integrationen  auagedehnl  gedacht  aber  alle  Elemente  ds  der  Peri- 
pherie 8. 

Beweis.  —  Es  sei  C  das  Cenlrum  der  Peripherie  Markirt 
man  nun  auf  der  Peripherie  s  irgend  einen  Punkt  (j\  j/),  und  auf 
der  gegebenen  Curve  a  irgend  einen  Punkt  (|.  //),  und  hezciehnel 
die  dem  Centrum  C  entsprechenden  Polarcoordinaten  dieser  Punkte 
respeclive  mit  (r,  o)  und  (0,  w),  so  dass  also  r  den  Radius  von  $ 
vorstellt,  —  so  erhalt  man  für  den  gegenseitigen  Absland  E  dieser 
beiden  Punkte  die  Entwicklung: 

1"B  -g-  —  loif  7  +       '  ( *  j  cos  »(w  -  «)  . 

Bildet  man  jetzt,  unter  Anwendung  dieser  Entwicklung,  das  Potential 

für  jenen  auf  *  markirleu  Punkt  (x,  //)  oder  (r,  0),  so  ergiebt  sich: 

^ ~~~ '  K^yv«^  .'/[i; ,!(^ )"-»(... -"»]/.<», 

also  mit  Rücksicht  auf  (4.): 

ir      \W      cos  no  sin  no\ 

(C)  -  2  (<t(B)  —r-  +  fl«  -pr-)  > 

wo  alsdann  unter  den  .1"",  ff1"*  folgende  Cunstanten  [d.  i.  von  (jt,  y) 
oder  (r,  «)  unabhängige  Grössen]  zu  verstehen  siud : 

=_  J ja"  (cos  mü) [da  , 
ti  ,1  j 

(ff.) 

=  —  iQn  (siu  not)  f da  . 

Auf  Grund  der  Formel  (G.)  erkennt  man  aber  nun  sofort  die  Rich- 
tigkeit der  in  unserm  Satze  ausgesprochenen  Behauptungen. 

Zusammenfassung  der  erhaltenen  Resultate.  —  Bezeichnet  man 
die  gegebene  Curve  schlechtweg  mit  0,  und  jedweden  Punkt  (#,  1/), 
jenachdem  er  innerhalb  %  oder  auf  a.  oder  innerhalb  51  liegt,  respec- 
live mit  j  oder  *  oder  «,  und  erinnert  man  sich  endlich  an  die 
Art  und  Weise,  in  welcher  früher  (Abh.  I,  pag.  10  und  21)  die 
Fundamental funclionen  der  Gebiete  3  und  51  definirt  worden  sind, 
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so  gelang!  man  uuf  Grund  der  soeben  bewiesenen  beiden  Salze  so- 
fort z«  folgendem  Theorem: 

Theorem  V«  .  —  Ist  längs  der  gegebenen  geschlossenen  Curve  o 
eine  bestimmte  Function  der  Bogenlänge :  f  —  f(a)  vorgeschrieben ,  und 
setzt  man  voraus,  dass 

0  und  f  ablheilungswe'is  stetige  Functionen  der 
Bogenlänge  sind, 

so  wird  das  auf  den  Punkt  (x,  g)  ausgeübte  Potential 
(7.)  V  =  U'Tfda 

eine  Function  von  (x,  g)  sein,  welche  in  der  ganzen  unendlichen  Ebene 
allenthalben  stelig  ist.  (i leichzeitig  werden  alsdann  die  }\'crthe 
Vj  und  V,  zusammengenommen  eine  Fundament  alfunclion  des  Ge- 
bietes 3  repräsentiren. 

Fügt  man  ferner  zu  den    Voraussetzungen  (ü.)  noch  die  hinzu, 

dass 

(8.)  l'/tto  -■  0 

sein  soll,  so  wird  Aehnliches  auch  von  den  Werlhen  Va,  V,  zu  sayen 
sein.  Denn  es  werden  alsdann  aW  diese  Werthe  Va  und  V,  zusammen- 
genommen eine  Fundamental funclion  des  Gebietes  91  repräsentiren. 


§  2. 

üeber  das  Potential  W,   Theorem  IV« . 

Ist  eine  Function  F  -  F(x,  g)  in  der  gegebenen  Curve  unstetig, 
so  sind  im  Allgemeinen  drei  Werlhsysteme  zu  unterscheiden:  das 
System  der  A1,,  das  der  F„,  und  das  der  Fr  Dabei  sind  sUid nil- 
liche Punkte  der  gegebenen  Curve  mit  «,  andererseits  aber  alle  von  der 
Curve  getrennten  Punkte  mit  a  oder  j,  und  zwar  die  zu  91  gehörigen 
mit  a,  die  zu  3  gehörigen  mit  j  bezeichnet  zu  denken.  Im  Anschluss  an 
diese  Vorstellungen  und  Bezeichnungen  wollen  wir  nun,  um  an  Kürze 
des  Ausdruckes  zu  gewinnen,  folgende  Definitionen  festsetzen: 

Definitionen.  —  Es  sei  s  ein  bestimmter  Punkt  der  gegebenen 
Curve,  und  o  ein  um  s  {als  Centrum)  beschriebener  kleiner  Kreis. 
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Lässt  sich  alsdann  zeigen,  dass  dem  Pttnkte  s  eine  bestimmte  end- 
liche Grosso.  Pt  zugehört  von  solcher  Beschaffenheit,  dass  alle  Ab- 
weichungen, welche  die  innerhalb  o  befindlichen  Werthc  Fa  gegenüber 
l\  zeigen,  durch  Verkleinerung  von  o  unter  jedweden  Kleinheitsgrad 
hinabdruckbar  sind,  so  soll  jene  Grösse  P,  der  Convcrgenzwerlh 
der  Werthc  Fa  für  den  Punkt  s  genannt,  und  kurzweg  mit 
bezeichnet  werden. 

Lässt  sich  femer  nachweisen,  dass  jenem  Punkte  s  noch  eine 
zweite  bestimmte  endliche  Grösse  Q,  adjungirl  ist,  von  solcher  Be- 
schaffenheit, dass  alle  Abweichungen,  welche  die  innerhalb  o  befindlichen 
Werthc  F}  gegenüber  Qa  zeigen,  durch  Verkleinerung  von  o  unter  jed- 
weden Kleinheitsgrad  hinabdrückbar  sind,  so  soll  Q,  der  Convergenz- 
werlh der  Werthc  f}  für  den  Punkt  s  genannt,  und  mit  /'}, 
bezeichnet  werden. 

Lassen  sich  die  in  Hede  stehenden  Nachweise  bewerkstelligen  für 
jedweden  Punkt  s  der  gegebenen  Curve,  so  hat  man  längs  dieser  Curve 
im  Allgemeinen  dreierlei  Functionen,  die  erste  bestehend  am  den 
direct  auf  der  Curve  selber  gegebenen  Werthen  F,,  die  zweite  bestehend 
aus  den  äussern  Convergenzwerthen  P,  =  /*'„,  und  die  dritte  endlich 
bestehend  aus  den  hmern  Convergenzwerthen  Qt  =r  FJt. 

Bemerkung.  —  Man  wird  dies«  Dclinitioneu  z.  11.  auch  anwenden 
können  auf  den  besonders  einfachen  Fall,  dass  die  gegebene  Function 
f  —  F(x,  ij)  in  der  ganzen  unendlichen  Ebene  allenthalben  stetiy  ist. 
Alsdann  wird  offenbar 

sein.  So  z.  B.  wird  für  das  auf  pag.  22  besprochene  Potential  V,  falls 
die  dortigen  Voraussetzungen  (G.)  erfüllt  sind,   die  Formel  stattfinden 

Dies  vorangeschick l ,  mag  es  mir  gestaltet  sein,  an  die  Unter- 
suchungen meiner  ersten  Abhandlung  kurz  zu  erinuern.  Jene  Unter- 
suchungen beruhen,  wie  dort  besonders  betont  worden  ist  [Abb.  I, 
pag.  34]  aur  gewissen  aus  der  geometrischen  Anschauung  herstam- 
menden Klemcntarsätzen.  welche  folgendermassen  lauten: 

Erster  Elementarsatz.  —  Zerlegt  man  die  gegebene  geschlossene 
Curve  in  lauter  unendlich  kleine  Elemente,  und  bezeichnet  man  die 
scheinbare  Grösse  eines  solchen  Elementes  da  für  einen  im  Punkte  (x,  y) 
befindlichen  Beobachter  mit  4-  (d<s\x  t),  und  zwar  mit  -f-  (da\s  v)  oder 
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—  (d  ö)(Ii g) ,  jenachdem  jener  lieobacltler  die  innere  oder  äussere 
Seile  des  Kiemenies  vor  Augen  hat,  so  wird  das  über  die  ganze  Curve 

erstreckte  Integral  j(da)u  ^  verschiedene  Werlhe  haben,  jcnachdem  der 

Punkt  (£,  y)  zu  den  Punkten  a,  s  odtr  j  gehört.  Und  zwar  gelten  die 
Formeln  : 

ßda)a  -  0  , 
H.)  ß'lo),  ,  ««-.'/,), 

j{do)j       2/r  , 

wo  n(\  —  Ö\)  den  Innenwinkel  der  gegebenen  Curve  im  Punkte  s  vor- 
stelll. 

Dubei  isl  in  Betreff  des  in  (1.)  enthaltenen  Ausdruckes 
(2.)  fido), 

und  zugleich  auch  in  Betreff  des  allgemeineren  Ausdruckes 
(3.)  J'fida), 

stets  zu  beachten,  dass  unter  diesen  Symbolen  (2.)  und  (3.)  nicht 
Integrale,  sondern  die  Grenzen  gewisser  Integrale*)  zu  verstehen  sind. 
Will  man  nämlich  die  eigentlichen  Werthe  dieser  Symbole  haben, 
so  hat  man  zuvorderst  die  Integrationen  auszufuhren  mit  Ausschluss 
eines  kleinen  den  Funkt  s  enthaltenden  Curvcnstuckcs,  sodann  aber 
dieses  CurvenslUck  ins  Unendliche  sich  verkleinern  zu  lassen.  Ent- 
spricht nun,  was  wir  stets  voraussetzen,  die  gegebene  Curve  den 
festgesetzten  Determinationen  pag.  i,  so  wird  das  Symbol  (2.)  den 
iu  (1.)  angegebenen  Werth  haben.  Und  isl  Überdies  /'  längs  der 
Curve  stetig,  oder  wenigstens  ablheilungsweise  stetig,  so  wird  das 
Symbol  (3.)  ebenfalls  einen  bestimmten  endlichen  Werth  haben;  wie 
solches  mittelst  des  Satzes  Abh.  I,  pag.  42  sich  leicht  ergiebt. 

Zweiter  Elementarsatz.  —  Setzt  man: 
(*•)  [da      Z  , 

*)  Hierauf  aufmerksam  zu  macheu  isl  um  so  wichtiger,  weil  solches  in  Abh.  I. 
nicht  genügend  hervorgehoben  ist. 
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so  besitzt  das  so  de/inirte  I  einen  bestimmten  endlichen  Werth. 
Dieser  Werth  heisst  der  Umfany  der  yeyebeuen  Curvc. 

Dritter  Elementarsatz.  —  Setzt  man  : 
(5.)  f  nl)S  (da\rty)      <t>('\.'/)  ■ 

und  denkt  man  sich  dabei  dieses  Inteyral  für  den  Fall,  dass  der  Punkt 

(x,  y)  auf  der  Curve  lieyt,  ebenso  wie  vorhin  das  Inteyral  f \da), ,  (2.), 

berechnet,  so  wird  die  in  solcher  Weise  de/inirte  Function  <t>{x,  y)  in 
der  yanzen  unendlichen  Ebene  überall  endlich  sein,  der  Art,  dass  ihr 
absoluter  Werth  stets  <^  M  bleibt,  wo  M  eine  endliche  Const utile 
vorstellt. 

Ob  diese  aus  der  geometrischen  Anschauung  herstammenden 
Elcmcnlarsatze  auch  noch  gültig  sind  für  ganz  nebelhaft  vor- 
schwebende Curven,  z.  B.  für  Curven  mit  unendlich  vielen  Ecken, 
—  das  dürfte  eine  müssige  Frage  sein.  Ist  man  doch  bei  solch' 
nebelhaften  Curven  nicht  einmal  von  der  Lange  des  Curvenelements 
zu  sprechen  berechtigt,  also  nicht  einmal  befugt  zur  Anwendung 
des  Zeichens  da  und  der  damit  verbundenen  Vorstellungen! 

Dass  hingegen  diese  Eleuienlarsatzc  für  die  vorhin  (pag.  4) 
detvrminirten  Curven  denselben  Grad  von  Strenge  besitzen  wie  etwa 
der  Pythagoreische  Lohrsalz,  bedarf  keiner  weitem  Erläuterung. 
Gleiches  gilt  daher  auch  von  sämtntlichen  liesullalen  meiner  ersten  Ab- 
handluny.  Denn  all*  diese  Resultate  sind  aus  jenen  Elementarsalzen 
mit  absoluter  Strenge  abgeleitet. 

Und  wir  werden  daher  hier,  wo  wir  uns  durchweg  auf  jene 
determinirten  Curven  beschranken,  von  sammtlichen  Resultaten  der 
ersten  Abhandlung  Gebrauch  machen  dürfen,  ohne  dass  dabei  irgend 
welche  Reslriction  erforderlich  wäre.  Demgemass  werden  wir  z.  B. 
die  dort  [Abb.  I,  pag.  46,  47]  über  den  Ausdruck 

(6.)  W-W^y)  ljdJvida 

aufgestellten  Satze  benutzen  dürfen.  Dieser  Ausdruck,  in  welchem 
T,  f,  da  dieselben  Bedeutungen  haben,  wie  in  (1.)  pag.  17,  und 
in  welchem  v  die  auf  da  errichtete  innere  Normale  bezeichnet,  re- 
prasentirt  bekanntlich  dasjenige  Potential,   welches  auf  den  Punkt 
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(x,  y)  ausgeübt   wird   von   einer   auf  der  Curve  ausgebreiteten 

materiellen  Doppelbelegung  vom  Momente  ~  •    Bringen  wir  nun  jene 

damals  (Abb.  I,  pag.  i6,  47)  für  dieses  Potential  IV  erhaltenen  Satze 
auf  den  besonderen  Fall  in  Anwendung,  dass  die  gegebene  Curve 
keine  Ecken  bat,  dass  mithin  Ö  überall  stetig  ist,  so  gelangen  wir  zu 
folgendem  Theorem: 

Theorem  H '« .  —  Denkt  man  sich  längs  der  gegebenen  geschlossenen 
Curve  eine  Function  der  Bogenlänge:  f  —  f(o)  vorgeschrieben,  und  setzt 
man  voraus,  dass 

^  ^  /'  und  0  stetige  Functionen  der  Bogenlänge  a  sind, 

dass  also  die  Curve  z.  B.  frei  von  Ecken  ist, 

so  wird  das  auf  den  Punkt  (x,  y)  ausgeübte  Potential*) 

(8.)  W  =  W(x,  y)  =  lp£  fdo  =  jjndo^,  v) 

eine  Function  von  (x,  y)  sein,  welche  in  der  ganzen  unendlichen  Ebene, 
mit  alleiniger  Ausnahme  der  gegebenen  Curve,  überall  stetig  ist. 

Die  in  der  Curve  vorhandene  Unsletigkeit  hat  zur  Folge,  dass  im 
Ganzen  dreierlei  Werlhsysteme  zu  unterscheiden  sind:  das  System 
der  Wa,  das  der  IV,,  und  dtis  der  Wj. 

Für  jeden  Punkt  s  besitzen  die  VV0  und  JV,  bestimmte  endliche 
Convergenzwerthe  Wat  und  \VJg  [vgl.  die  Definitionen  pag.  22,  23], 
welche  zu  dem  direct  in  s  selber  vorhandenem  Werthe**)  W,  in  der 
Beziehung  stehen : 

(9.)  "         '  " 

worum  z.  B.  folgt: 

(10.)  H'rt,  -  Wj,  -  -  if, 

")  In  dieser  Formel  (8.)  bezeichnet  y  die  auf  dem  Curvenelement  do  errichtete 
innere  Normale.  Uebor  die  Bedeutung  von  (do)(x  y)  ist  Näheres  .ingegeben  auf 
pag.  23,  unten. 

**)  Will  man  diesen  directen  Werth  \VS  mittelst  der  aus  (8.)  entspringenden 
Formel 

W,  =  i  J'fUto), 

wirklich  berechnen,  so  ist  dabei  die  bei  (3.)  gegebene  Vorschrift  im  Auge  zu  behalten. 
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Vor  Allem  ist  dabei  aber  hervorzuheben,  dann  die  Werlhe  \Va  und 
Wat  zusammengenommen  eine  Fundamentalfunclion  des  Gebiete* 
91  bilden,  dass  ferner  die  Wj  und  Wjt  zusammengenommen  eine  Fun- 
damentalfunclion des  Gebietes  3  bilden,  und  dass  endlich  die 
W,  länys  der  gegebenen  Curve  stetig  sind. 

Bemerkung.  —  Die  Voraussetzungen  (7.)  haben  keinerlei  Bezug  auf 

die  Ableitungen  ™  und  (^J-  .    Demgemäss  wird  also  nicht  nur  die  Be- 
rfa da 

schalfcnhcit  dieser  Ableitungen,  sondern  selbst  auch  die  Existenz  der- 
selben für  die  Gültigkeit  des  vorstehenden  Theorems  vollkommen  gleich- 
gültig sein. 

Achnlichcs  hätte  bei  dem  Theorem  Va.  pag.  Si  bemerkt  werden 
können.  Doch  werden  wir  derartige  Bemerkungen,  die  eigentlich  doch 
nur  besagen,  dass  das  bctrelTcnde  Theorem  in  correcter  Weise  von  uns 
ausgesprochen  ist,  in  Zukunft  meistenteils  ganz  unterdrücken. 

Mit  Rücksicht  auf  eirto  allgemeinere  Durchführung  der  Unter- 
suchung (von  welcher  auf  pag.  H  die  Rede  war)  sei  bemerkt, 
dass  man  das  Theorem  Wtt.  leicht  auf  den  Fall  ausdehnen  kann, 
dass  /'  und  0  nicht  stetige,  sondern  nur  ablheilungsweisc  stetige  Func- 
tionen der  Bogenlänge  a  sind.  Alsdann  wird  die  gegebene  Curve 
in  einzelne  Strecken  zerlegbar  sein,  der  Art,  dass  f  und  ö  längs 
jeder  einzelnen  Strecke  stetig  bleiben.  Auch  Ubersieht  man  sofort, 
dass  das  Theorem  W« .  in  diesem  allgemeinern  Falle  Wort  für  Wort 
in  Gültigkeit  bleibt,  abgesehen  von  denjenigen  Curvenpunklen  g, 
durch  welche  jene  Zerlegung  der  Curve  markirt  ist;  so  dass  also  das 
Verhallen  der  Function  W  =  VV(x,  y)  nur  noch  in  der  Nähe  dieser 
Ausnahmspunkte  g  einer  weiteren  Untersuchung  bedarf.  Ohne  auf 
eine  solche  Untersuchung  hier  näher  einzugehen,  will  ich  nur  mit- 
theilen,  dass  das  liesullal  derselben  folgendes  ist: 

Drei  aufeinander  folgende  Punkte  g  seien  mit  </M  g,  g2  be- 
zeichnet. Ferner  seien  die  Punkte  der  Curvenstreckc  gyg  mit  g  , 
die  der  Strecke  gg2  mit  g",  und  die  zugehörigen  Werlhe  von  f 
respective  mit  /"  und  f"  bezeichnet: 

inj   y.  y.  

Andererseits  aber  mögen  unter  a  und  j  (nach  wie  vor)  alle  von  der 
Curve  getrennten,  theils  zu  91,  theils  zu  3  gehörigen  Punkte  ver- 
standen sein. 
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Alsdann  wird,  falls  *  einen  beliebig  gegebenen  Klcinheilsgrail 
vorslellt,  um  y  (als  t<cnlrum)  stets  ein  Kreis  n  von  solcher  Kleinheit 
construirbar  sein,  dass  für  alle  innerhalb  u  befindlichen  Punkte  a  ,y\  y.  <j 
die  Formeln  gelten: 

w'sr  +  Ig"  — +  Ö,f  , 

»V"=  »'*  +  /"*'  ^H-0^  < 
wo  04 ,  0,,  0,,  0,  unbekannte  Hebte  Brüche  sind. 

Hier  re|)ittsentirl  Wg  den  direet  in  y  selber  vorhandenen  Werth  » 
Ferner  bezeichnet  y  den  Inneuwinkel  der  Curvo  im  Punkte  y.  Ferner 
bezeichnen  A/  und  A,"  die  Winkel,  unter  denen  die  gerade  Linie 
yj  im  Punkte  y  gegen  die  inner»  Seilen  der  Curvenslrecken  */ */, 
und  yy7  geueigt  ist;  so  dass  also  z.  13.  die  Hclatiou  stattfindet 
A/  +  A,"  =  y  .  Endlich  bezeichnen  Au'  und  A/  die  Winkel,  unter 
denen  die  gerade  Linie  ya  im  Punkte  </  gegen  die  äussern  Seilen 
der  Curvenslrecken  </*/,  und  gy7  geneigt  ist;  so  dass  also  die  Kelalioo 
slattfindel  Aü'  -{■  A„"  -    2.7  —  y. 

Bereits  in  <ler  ersten  Abhandlung  (in  der  drillen  Bemerkung  pag.  1 15») 
ist  von  mir  hervorgehoben,  dass  die  in  jener  Ablinndlung  über  den  Km* 
und  die  Kugel  aufgestellten  Sülze  nutni/ellutft  bewiesen,  trotzdem  ubor 
eurreel  sind.    Solches  soll  liier  dargelegt  werden. 

Beweis  des  Satses  über  den  Kreis  (Abh.  I,  pag.  96).  —  Längs  einer 
Kreislinie  vom  Radius"*)  .1  sei  eine  stctiye  Function  f  vorgeschrieben. 
Ferner  sei  gesetzt : 
(«.)  M     jfda  , 

und 

{(/.)  W----  Wi*,  V)  -  ]//'('^)(r.W)  , 

die  Integration  hinerMreckl  gedacht  über  alle  Elemente  du  der  Kreisliuit' 

*)  ts  isl  also  dieser  Werth  W  g  ebenso  gebildet  zu  denken,  wie  vorhin  der  Werth 
II',,  vgl.  die  zweite  Note  pag.  26,  und  namentlich  die  bei  (3.)  pag.  24  gcgcbeir 
Vorschrift. 

Dieser  Radius  .1  isl  in  Abb  I,  pag.  96  nicht  mit  A,  sondern  mit  q  bezeichne« 

worden. 
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Zufolge  des  Theorems  IIa.  (pag.  56)  repriisentiren  alsdann  die  Wa, 
IFfl5  und  die  II),  H'js  zwei  respeclive  zu  und  zu  0  gehörige  Funtlu- 
mrntalfunctionen.    Selzl  man  also 

*-  -  Ja     "  • 

so  «ilt  Analoges  aucli  von  den  <t>u  .  <t>HJ  und      ,  M^  j  .    Um  den  in  Rede 
siehenden  Satz  (Ahh.  I.  pag.  9ß)  zu  beweisen,  wird  also  nur  norli  zu 
zeigen  sein,  dass  die  Q>a$  sowohl,  wie  auch  die  Y/j  identisch  sind  mil 
den  vorgeschriebenen  fs  . 
Nun  isl  nach  (y.) : 

<t>    -JL  Ii 

*>■  -  »>■  Ja  • 

also  mit  Rücksicht  auf  (9  .): 

♦••    (*"■     "■)  +  /■  • 

^ -(»'-,:!',.) 

Was  die  Rere<  hmmg  des  aus  (//.)  entspringenden  Ausdruckes 
1  /■ 

""  -  /  A''°)j  )     [vergl.  das  bei  (:t.)  Gesagte], 
anbelangt,  so  isl : 


1  1  f/0 

i  A 


(da)s      \  \f\a\  - 


wo  c  das  Cenlrum,  und  A  den  Radius  des  Kreises  vorstellen.  Somit  folgt: 

»• '*.!. ./"'•'  Ja-  <«» 

Demgemäss  gewinnen  die  Formeln  (<J.)  die  einfache  Geslall : 

Beweis  des  Satees  über  die  Kugel  (Abh.  I,  pag.  104).  —  Auf  einer 
Kiigclfläche  vom  Hadius  /l  sei  eine  daselbst  sielige  Function  f  vorge- 
schrieben.    Ferner  sei  gesetzt: 

(/I.)  M  =ff*l<*  , 

und : 
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die  Integrationen  ausgedehnt  gedacht  über  alle  Elemente  da  der  ge- 
gebenen Kugelflache.    Dabei  soll  E  den  Abstand  des  variablen  Punktes 
(x,  y,  z)  vom  Element  da  vorstellen;  so  dass  also  z.  B.  das  in  (<\)  ent- 
haltene Glied') 
in.  M     fda      M    .  M 

ist,  je  nachdem  der  Punkt  (x,  y  ,  z)  ausserhalb  oder  innerhalb  der  Kugel- 
flache  liegt,  vorausgesetzt  dass  man  unter  R  den  Cenlralabstand  dieses 
Punktes  versteht. 

Der  Ausdruck  II'  («.)  subordinirt  sich  dem  Theorem  Abh.  I,  pag.  47. 
Nach  diesem  Theorem  rcpiüscnliren  die  Wa,  \Vat  und  die  II),  II}*  zwei 
respective  zu  %  und  3  gehörige  Fundamenlalfunctionen.  Gleiches  gilt, 
wie  man  leicht  erkennt,  auch  von  den  Qa,  Qas  und  den  Qy  ,  Qy*  .  Setzt 
man  also 

*a  -   Ö«  -  Wa  » 
a 

V  -  h  >  -  Q>  . 
so  gilt  Gleiches  auch  von  den  <t>a ,  <t>a„  und  den  Yy ,  Wjs  •    Um  den  in 
Rede  stehenden  Satz  (Abh.  I,  pag.  104)  zu  beweisen,  ist  daher  nur  noch 
zu  zeigen  nüthig,  dass  die  Wcrthe  <t>a,  sowohl,  wie  auch  dieYyi  identisch 
sind  mil  den  vorgeschriebenen  Werthcn  fs  . 
Nun  folgt  aus  (£.) 

<t>a,  -  ®as  ~  »«,  , 

(•'•) 

Vjs  -  Hy,     Qjs  . 

Diese  Gleichungen  (F.)  aber  sind  mit  Rücksicht  auf  die  aas  Abh.  I. 
pag.  40  (2  4  )  und  (15.)  entspringenden  Relationen 

Was       W'i  -  fs  . 
as         s  i, 

Wjs  -  irf  +  r, , 

und  mit  Rücksicht  auf  die  aus  (C\),  (Ö.)  entspringende  Formel : 
(//.)  9,  -  Q0,  -  Q„  -  4  . 

auch  so  darstellbar: 

Das  hier  auftretende  lf,  hat  nach  (//.)  den  Werth . 


')  Füri4  und  A  sind  in  der  Abh.  I,  pag.  104  respective  die  Buchstaben  p  und 
gebraucht  worden. 


i 
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wobei  das  früher  bei  (3.)  Gesagte  zu  beachten  ist.    Nun  ist : 

wo  E  den  Absland  des  Punktes  *  vom  Elemente  da,  also  eine  gewisse 
Sehne  der  Kugelflächc  vorstellt,  während  d  den  Winkel  dieser  Sehne  E 
gegen  die  in  da  errichtete  innere  Normale  bezeichnet.  Denkt  man  sich 
nämlich  über  der  Sehne  E,  als  Grundlinie ,  ein  gleichschenkliges  Dreieck 
construirt,  dessen  Spitze  im  Kugelcentrum  liegt,  so  reprUsenlirl  d  den  ge- 
meinschaftlichen Werth  derjenigen  beiden  Innenwinkel  dieses  Dreiecks, 
welche  der  Grundlinie  E  anliegen;  so  dass  also  z.  B.  die  Relation  statt- 
findet :  2  A  cos  6  =  E.  Durch  diese  Relation  aber  geht  der  zweite 
Thcil  der  Formel  (/?.)  in  den  dritten  über. 
Aus  («.)  und  (/f.)  folgt  sofort: 

W  w'-i*aJ(T- 

also  mit  Rückblick  auf  (ff.): 
(d.)  tr,  -  Q,  ; 

so  dass  also  dio  Formeln  (/.)  folgende  Gestalt  gewinnen: 

§  3. 

Die  ersten  Ableitungen  des  Potentials  V.   Theorem  Vfi, 

In  der  Formel 
(»•)  r=  r(:r,  y)^  i/r/"rfa 

hat  7  die  Bedeutung: 

(2.)  7  =  lot;  ^ .  =  -  i  log  [(.r  -  $)•  +  («  -  i^l  , 

wo  £,  ^  die  Coordinaten  des  Elementes  da  vorslcllen.  Bei  der 
gegenwärtigen  Untersuchung  des  Potentials  Vmag  nun  vorausgesetzt 
werden,  dass 

ö,  f  stetige,  und  0\  f  ablheilungsweis  stetige  Functionen 
^  der  Bogenlänge  o  sind.     Alsdann   sind  offenbar1') 

f',  i]  stetige,  und  t/  abtheüungmeis  stetige  Func- 
tionen von  a. 


')  Man  erkennt  nämlich  solches  mittelst  der  Formeln  (C.)  pag.  3  £'  =  cos  0  ? 
i?'  ^    sin  0  ;   aus  denen  sofort  folgt  f  —  —  0*  sin  0  ,     17"  —  0'  cos  0  . 
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Für  einen  von  der  Curve  yelrennien  Punkt  (x,  y)  ergeben  sich 
aus  (I.)  und  mit  Rücksicht  auf  (2.)  sofort  die  Formeln: 


(»•) 


a  r  i 

A  .r  = 


Ai/        .f./   A//  ;r./  Ai; 


wo  die  Ausrufungszeichen  andeuten  sollen,  dass  diese  Formeln  nur 
so  lange  gültig  sind,  als  der  Punkt  (x,  y)  von  der  Curve  getrennt 

A  t'  A  I 

bleibt.    Auch  erkennt  man  sofort,  dass  die  Ableitungen^  und 

stetige  Functionen  von  (.r,  y)  sind,  -  immer  vorausgesetzt,  dass  der 
Punkt  (j-,  i/)  von  der  Curve  getrennt  bleibt.    Fraglich  hingegen  er- 

scheint  das  Verhallen  der  Functionen       und  —  für  den  Fall,  dass 

O.r  0// 

der  Punkt  (j-,  »/)  der  gegebenen  Curve  sich  ins  Unendliche  nähert. 
Um  hierauf  genauer  einzugehen,  wollen  wir  zuvörderst  die  Formeln 
(U  einer  gewissen  Transformation  unterwerfen. 

Dillerenzirt  man  den  Ausdruck  T  (2.)  nach  der  Bogenlänge  a 
des  Punktes  (£,  und  nach  der  in  diesem  Punkte  errichteten  iitnem 
Normale  v,  so  erhall  man: 

(IT  _  hr  <i$     yr  ih} 

du       Ai'  da       «V  da 

(5.) 

r/V       'AS  dv  ~V  Ai/  //»'  1 


Formeln,  welche  mit  Rücksicht  auf  die  Relationen  (C)  pag.  3: 

»Ii 

(6) 


-  A  —  —  sin  0  —  #/  , 
(/»»  ' 


auch  so  darstellbar  sind: 

AT  AT 


f/r       Ar  „  ,  at  , 
<"•) 

dT  A  T    ,  A7V, 

_  _  _  _  ^  +  ^  $  . 


7Y<'<* 


Hieraus  aber  folgl  durch  Mulliplication  mit  den  beigesetzten 
Facloren  und  Addition  und  mit  Rücksicht  auf  die  aus  (fi.)  ent- 
springende Relalion  *"  -f-  »/a  —  I,  sofort: 
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bT  r  .         IdT  .„      dT  ,\ 
oder,  was  dasselbe  ist: 

Nun  ist,  nach  (3.),  T/",?'  eine  stetige  und  ^j—-  eine  ablheilungsweis 

stetige  Function  der  Bogenlänge.  Integrirt  man  daher  die  Formel 
(8.)  Uber  alle  Elemente  da  der  gegebenen  Curve,  so  wird  hierbei 

das  Glied  —  ^J—do  verschwinden;  mithin  die  erste  der  folgenden 

beiden  Gleichungen  entstehen: 

Die  zweite  dieser  beiden  Gleichungen  ergiebt  sich  in  analoger  Weise, 
nämlich  ebenfalls  durch  Combination  der  beiden  Formeln  (7.),  unter 
Anwendung  der  Factoren  fq'da  und  fi'da  . 

AU'  diese  Gleichungen  (7.),  (8.),  (9.)  sind  unanfechtbar,  falls 
man  nur  annimmt,  dass  der  Punkt  (x,  y)  von  der  Curve  getrennt 
ist.  Substituirt  man  nun  die  unter  dieser  Annahme  erhaltenen  Werthe 
(9.)  in  den  unter  derselben  Annahme  erhaltenen  Formeln  (4.),  so 
ergiebt  sich: 

 95  2ß 

bV 

bx 


(10.) 


-i/jvm.+!yj!</v>-..  <» 


wo  z.  B.  lf$"f  die  Ableitung  von  (/>')  nach  der  Bogenlänge  o  vor- 
stellt, und  wo  $  und  ÜÖ  als  Abbreviaturen  dienen  sollen  für  die 
beiden  Integrale  erster  Zeile. 

Nach  Ausführung  dieser  Transformationen  wollen  wir  jetzt  das 

Verhallen  der  beiden  Ableitungen  ^  und  ~  für  den  Fall  untersuchen, 

dass  der  Punkt  (xy  y)  von  Innen  oder  von  Atiasin  her  der  gegebenen 
Curve  sich  ins  Unendliche  nähert. 

Abhaidl.  d.  K.  8  U*.«ll.rk.  d.  WU«.u.ek.  XXIV.  «3 
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Zufolge  der  Voraussetzungen  (3.)  sind  die  Producte  (fg)  und 
(ftj)  stetige,  und  die  Ableitungen  (ff)'  und  (ftp'  abtheilungsweis  stetige 
Functionen  der  Bogenlänge;  so  dass  man  also  mit  Bezug  auf  die  in 
(10.)  vorhandenen  Integrale  2J  und  SB  folgende  Notizen  machen 
kann : 


mit  Bezug  auf  $J. 

mit  Bezug  auf  SB. 

(/$"')'  ist  eine  ablheilungsweis 
Metige  Function  der  Bogen- 
länge, und  /(/*£')'</ *  ist  =  0. 

(/>/)  ist  eine  stetige  Function 
der  Bogenlänge. 

1 

Dcmgemüss  subordinirt  sich  das  Integral  iß  ohne  Weiteres  dem 
Theorem  V«.  pag.  22,  und  das  Integral  SB  dem  Theorem  Wa. 
pag.  26. 

Aus  dem  Theorem  Wa.  folgt,  dass  die  Werthe  ©fl  und  ©,  für 
jedweden  auf  der  Curve  gelegenen  Punkt  s  bestimmte  endliche  Can- 
vergenzwerthe  besitzen  [vgl.  die  Definitionen  pag.  22,  23],  und  dass 
zwischen  diesen  Gonvergenzwerlhen  —  sie  mögen  2B„  und  ©,-, 
heissen  —  die  Relation  stattfindet: 

(H.)  ®as  -  %  =  -  2/;»;,'  . 

Sodann  ergiebt  sich  weiter  aus  jenem  Theorem  Wa.,  dass  alle 
Werthe  3öa  und  9Baj  zusammengenommen  eine  Fundamenlalfunction 
des  Gebietes  %  uud  andrerseits  alle  S,  und  zusammengenommen 
eine  Fundamenlalfunction  des  Gebietes  3  bilden. 

Andererseits  folgt  aus  dem  Theorem  V«. ,  dass  58  eine  Func- 
tion von  (£,  y)  ist,  welche  in  der  ganzen  unendlichen  Ebene  allent- 
halben stetig  bleibt,  dass  mithin  für  diese  Function  %  [vgl.  die  Be- 
merkung pag.  23]  die  Gleichungen  stattfinden:  =  %t  =  2$,; 
so  dass  man  also  schreiben  kann: 

(«.)  »„  -»„  =  0. 

Sodann  ergiebt  sich  weiter  aus  jenem  Theorem  Fa. ,  dass  alle 
Werthe  und  zusammengenommen  eine  Fundamentalfunction 
des  Gebietes  91,  und  andererseits  alle  und  ÜB,,  zusammengenommen 
eine  Fundamentalfunction  des  Gebietes  3  bilden. 
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Diese  Eigenschaften  der  Functionen  2$  und  ©  Ubertragen  sich 
nun,  mittelst  der  Formel  (10.): 

(13.)  ^  =  2J  +  2Ö.  (!) 

d  v 

sofort  auf  die  Function  ^  .    Diese  Formel  sagt  z.  B.  aus  *),  dass  die 

b  V 

beiden  Functionen  ^  und  (2$  +  28)  für  jedweden  Punkt  <i,  wie  nahe 

derselbe  der  gegebenen  Curve  auch  liegen  mag,  unter  einander 
identisch  sind ,  und  dass  folglich  diese  beiden  dem  Gebiet  21  ent- 
sprechenden Functionen  für  jeden  Curvenpunkt  *  ein  und  denselben 
Convergenzwerth  besitzen.     Demgemüss  erhalten  wir  die  Formeln 

(U.) 

(^1  =  *°«  +  S»  ' 
und  ebenso  auch  folgende  Formeln: 

-  *  +  *  •  <!> 

((5.) 

woraus  mit  Hinblick  auf  (II.),  (12.)  sich  ergiebt: 

ca.- a--^-- 

Da  nun  die  Werthe  (2$„  -f-  2ÖJ  und  (23aJ  +  3®«)  zusammenge- 
nommen eine  Fundamental funetion  des  Gebietes  21  bilden,  so  gilt,  zu- 
folge (14.),  Gleiches  auch  von  den  Werthen         und         .  Ebenso 

ergiebt  sich  aus  (15.),  dass  die  Werthe  (^-^  und  zusammen- 
genommen eine  Fundamentalfundion  des  Gebietes  3  repräsentiren. 

Zu  analogen  Resultaten  wird  man  offenbar,  auf  Grund  der 

d  V 

zweiten  der  beiden  Gleichungen  (10.),  für  ^  gelangen;  so  dass  man 

also,  Alles  zusammengefasst,  folgendes  Theorem  erhalt: 

*)  Man  beachte  dabei  das  der  Formel  beigefügte  Ausrufungsseichen,  welches 
hier  und  ebenso  in  allen  späteren  Formeln  beständig  andeuten  soll,  dass  die  betreffende 
Formel  Gültigkeit  besitzt  für  jedweden  (durch  einen  wenn  auch  noch  so  kleinen 
Zwischenraum)  von  der  Curve  getrennten  Punkt. 

43» 
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Theorem  Vß,  —  Denkt  man  sich  längs  der  gegebenen  geschlos- 
senen Curve  eine  Function  der  Bogenlänge  f  =  f(a)  vorgeschrieben,  und 
setzt  man  voraus,  dass 

<|?  j  6,  f  stelige,  und  0',  f  abthei  lung  sweis  stetige 

Functionen  der  Bogenlänge  sind, 

so  sind  die  ersten  Ableitungen  des  Potentials 
(18.)  V=  V{x,y)=  jjTfda 

in  jedem  Punkte  (x,  y),  der  von  der  Curve  getrennt  ist,  darstellbar 
durch  die  Formeln 


(19.) 


^^Ifnrnda^lf^if^a,  (!) 


wo  die  Ausrufungszeichen  andeuten  sollen,  dass  diese  Formeln  nur  für 
solche  Punkte  (j;,  y)  Gültigkeit  haben,  die  von  der  Curve  getrennt  sind. 
Aus  diesen  Formeln  eryiebt  sich  *),  dass  die  vier  Functionen 


für  jedweden  Punkt  s  bestimmte  endliche  Convergenzwerlhe*') 
besitzen,  und  dass  zwischen  diesen  Convergenzwerthen  —  sie  mögen 

genannt  werden  —  folgende  Beziehungen  stattfinden: 


,4/*  besonders  wichtig  ist  hervorzuheben,  dass  die  vier  Functionen 
(20.),  inclusive  ihrer  Convergenzwerlhe  (21 .),  vier  Fundamentalfunc- 
Honen  reprnsenliren ,  die  theils  dem  Gebiete       theils  dem  Gebiete  3 


')  Wie  nämlich  solches  im  Vorhergehenden  dargethnn  ist. 
*•)  Vgl.  die  Detinitionen  pag.  22,  »3. 
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angehören.    So  z.  B.  repräsentiren  die  Werthe  ,  incltutive  der 

(o~r)   '  e,,MJ  Fttndamentalfunclion  des  Gebietes         U.  s.  f. 

Bemerkung.  —  Denkl  man  sich  in  irgend  einein  Curvcnpunkto  5  die 
positive  Tangente  x  und  die  innere  Normale  v  construirl ,  und  legt  man 
sodann  der  Betrachtung  dasjenige  Coordinalensyslem  zu  Grunde ,  dessen 
x-Axe  mit  t,  und  dessen  j/-Axe  mit  v  zusammenfällt,  so  werden  die  all- 
gemeinen Relationen  (C.)  pag.  3  : 

£'  =  cos  0  und   »/  =  sin  0 

für  jenen  spcciellcn  Tunkt  s  die  Gestalt  annehmen  : 

bV  =  1    und   #;,'  =  0; 

denn  das  Aziinuth  9  ist  für  jenen  Punkt  s  0 (Ten bar  =  0  . 

Demgemass  gewinnen  die  Relationen  (22.)  speciell  Tür  den  Punkts 
folgende  Gestalt: 

Die  letzte  dieser  beiden  Formeln  repräsenlirt  den  bekannten  Laplace- 
schen  Satz,  oder  vielmehr  das  Analogon  dieses  Satzes  für  die  Theorie  des 
Logaritbmischen  Potentials. 


§  * 

Die  ersten  Ableitungen  des  Potentials  W,    Theorem  Wti . 

Der  in  der  Formel 
(1.)  W=  W(x,  y)  =  '-ffjda  =  1  fwc 

enthaltene  Ausdruck  Q  hat  die  Bedeutung: 

woraus  mit  Rücksicht  auf  (C.)  pag.  3  sich  ergiebt: 
a\  o-dT-  hT„'+hTF 


Dabei  ist: 

(4.)  r=logi=         |0g[(*-£)«  +  (y-r,)«]  , 


I 
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wo  £,  //  die  Coordinalen  des  Elementes  da  vorstellen.  Aus  (3.)  und 
(4.)  folgt  z.  B.: 

*t        *t   .  .  b<j  i>v 

(o.)  =  —  und  —  =  —  — F  . 

v    '  b.r  b$  '  fix  ä£ 

Bei  der  gegenwärtigen  Untersuchung  über  das  Potential  W  mag 
nun  vorausgesetzt  sein,  dass 

Ö,  /',  /*'  stetige,  und  0\  /"'  abtheilungsieeis  stetige  Func- 
^  ^  tionen  der  Bogenlänge  <i  sind.   Alsdann  sind  offenbar') 

»/  stetige,  und        »/'  abtheilungsweis  stetige  Func- 
tionen von  «. 

Filr  einen  von  der  Curve  getrennten  Punkt  (x,  j/)  ergiebl  sich 
aus  (1.),  und  mit  Rucksicht  auf  (5.),  sofort  die  Formel: 

öx-        nJ  b.r'  ;c  J  bg  ' 

Auch  erkennt  man  sofort,  dass        eine  */<•/»</(?  Function  von  (x, 

ist,  —  immer  vorausgesetzt,  dass  der  Punkt  (x,  y)  von  der  Curve 
getrennt  bleibt.  Um  nun  das  Verhalten  dieser  Function  für  den  Fall, 
dass  der  Punkt  y)  der  Curve  sich  ins  Unendliche  nähert,  zu 
untersuchen,  wollen  wir  zunächst  die  Formel  (7.)  einer  gewissen 
Transformation  unterwerfen. 

Differenzirl  man  den  von  y,  f,  »/,  tj  abhängenden  Aus- 
druck Q  (3.)  nach  der  Bogenlänge  a  des  Punktes  (£,  jy),  so  folgt: 

oder,  weil,  nach  (3.),  ^  =  —  und  ^?  =  —  ist: 

</<?      K>  e.  ,  bQ   ,      bTe„     bT  „ 
7ü  =  b^  +  b7}r<  +        -b$l  • 

Diese  Formel  aber  gewinnt  mit  Hinblick  auf  die  aus  den  Gleichungen 
(C.)  pag.  3 : 

J|'  =  eos0  , 

(ct  )  I  '       •  n 

\rj  =  sin  0 

entspringenden  Helationen 
')  Man  vgl.  die  Note  pag.  3t. 
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fr=-0'sinö,  (£•'=- ö'ij'  , 

(/l)  d.  i.    r  , 

folgende  Gestalt: 

^  -  W  »  +    '')  -  It1'  +  >rl"  • 

oder,  einfacher  geschrieben,  füllende  Gestalt: 

(8'»  7a  -U§*  +    ''J    ro0  ■ 

Andererseits  ergiebt  sich  aus  der  Formel: 

d  T  _  ,>  /'         ^  /•  , 

rfä  ~~  <u"  *  +  '' 

durch  nochmalige  Differentiation  nach  c>: 

(V  7'       (V  /' 

wofür  man.  auf  Grund  der  bekannten  Gleichung  +  =  0, 
und  mil  Rücksicht  auf  die  Relationen  (,?.).  auch  schreiben  kann  : 

,ltT      l     <v/',«  ,  o  *'r  *   <      (V7'   <i\      /     l>r   '^,v/'  -\  „< 
da-  =\-  ^  s    +2^V  5  '   -äT      )  H'  V     *T'  +        *)  "  • 

l  nd  diese  Formel  endlich  ist,  mit  Hücksicht  auf  die  aus  (3.)  ent- 
springenden Gleichungen : 


i»  (j        tV  r  ,     Lv  7-  ... 

olfenbar  auch  so  darstellbar: 

Mulliplicirt  man  jetzt  die  beiden  Formeln  (8),  (ü.)  einmal  mil 
den  Faetoren  | ,  //,  das  andere  Mal  mit  ihm  Factorcn  rt\  —  und 
ailtlii t  jedesmal,  so  erhalt  man,  mit  Hücksicht  auf  die  aus  («.)  ent- 
springende Relation  ü'3  -f-  t/'1  —  I  : 


Ü02  C.  Nkumann,  >0 

oder,  falls  man  die  Differentiationen  nach  der  Bogenlänge  <x  (farcA- 
«t'</  durch  Accente  andeutet,  und  zugleich  die  Relationen  (ß.)  beachtet: 

\*t  -oT  +  ry  +  ry +  or , 

oder,  was  dasselbe  ist: 

^  =  «>r+  ryy , 

Hieraus  folgt  sofort: 

oder,  falls  man,  was  die  letzten  Tenne  betrifft,  die  identischen 
Gleichungen : 

benutzt : 

/•  ^   uw?  +     -  Tri)'  +  /'(/" »?')'  -  err , 

(10.)  * 

-  law  -  ri-)  +  rrn  -  Tirn  -  vrn  . 

Zufolge  der  Voraussetzungen  (6.)  sind  die  hier  in  den  eckigen 
Klammern  [  1  enthaltenen  Grössen  stetige  Functionen  der  Bogen- 
länge, und  die  Ableitungen  derselben  nach  o,  d.  i.  die  Grössen 
[  ]',  abtheilungsweis  stetige  Functionen  der  Bogenlänge.  Substitut 

man  daher   die  Werthe  (10.)  in  der  in  (7.)  für  l~V  aufgestellten 

0  sc 

Formel  und  in  der  analogen  für  geltenden  Formel,  so  erhäll 
man  sofort: 
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9$ 


SB 


(11.) 


wo  !ß  und  28  als  Abbreviaturen  dienen  sollen  für  die  beiden  Inte- 
grale erster  Zeile. 

Nun  sind,  zufolge  der  Voraussetzungen  (C),  (/"{')  und  (fr/) 
stetige,  und  andererseits  (/*£  )'  und  (/"»/)'  ablhvilungsweis  stetige  Func- 
tionen der  Bogenlänge ;  so  dass  also  in  Betreff  der  Integrale  $J, 
20  folgende  Notizen  zu  machen  sind: 


mit  Bezug  auf  $$. 

mit  Bezug  auf  2B. 

( —              e'nc  oblheilunys- 
weis    stetige    Function  der 

Bogenlänge,  und  J*  (—  /"#/)'  da 

ist  =  0. 

(/"  {')  ist  eine  stetige  Function 
der  Bogenlänge. 

Demgemäss  subordiniren  sich  die  Integrale  !B  und  28  ohne 
Weiteres  den  Theoremen  V«.  und  M  «.  (pag.  22  und  26).  Man  kann 
daher  die  im  vorhergehenden  Paragraph  angestellten  Ueberlegungen 
hier  Schritt  für  Schrill  von  Neuem  wiederholen,  und  gelangt  so  z.  B. 

t%\v\     .  /ä  in 


zu  der  Einsicht,  dass  die  Werthe  und  (y^rj.  für  jedweden 

Punkt  *  bestimmte  endliche  Converyenzirerthe  und  (^r)^  be- 

sitzen, zwischen  denen  die  Relation  stattfindet: 

Analoges  ergiebl  sich  sodann,  was  die  zweite  der  Formeln  (11.) 
anbelangt,  für  ;  so  dass  man,  Alles  zusammengefasst,  zu  fol- 
gendem Theorem  gelangt: 

Theorem  W(i.  —  Denkt  man  sich  längs  der  gegebenen  geschlossenen 
Curve  irgend  eine  Function  der  Bogeidänge  f  =  f{a)  vorgeschrieben, 
und  setzt  man  voraus,  dass 
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0,  /',  /"  stetige,  und  0',  /"'  abtheilungsweis  stetige 
Functionen  der  Bogenlänge  sind, 

so  sind  die  ersten  Ableitungen  des  Potentials 
(13.)  H'=  H'(.r,j,)=  If^fdo 

in  jedwedem  von  der  Curve  getrennten  Punkte  (x,  y)  [olgcndermassen 
darstellbar: 

/Im/'  Grund  dieser  Formeln  ergiebl  sich  *),  daxs  die  vier  Functionen 

/Vir  jedweden  Punkt  s  bestimmte  endliche  Convergcnzwerthe**) 
besitzen: 

<,6>      (>")„•  (V*  L •  (17 1' 

M«d  (/tfif*  zwischen  diesen  Convcrgenzwerthen  die  Relationen  stattfinden: 

th\V\       /MTV  , 

Sodann  aber  ist  als  ganz  besonders  wichtig  hervorzuheben  ,  dass 
jene  vier  Functionen  (15.),  inclusive  ihrer  Convcrgenzwerlhe  (16.),  vier 
Fundamentalfunctionen  repräsentiren ,  Jtc  lAeü*  dem  Gebete  91, 
t/ici/s  t/t-m  Gebiete  3  angehören. 

Bemerkung.  —  üisst  man,  ebenso  wie  früher  [vgl.  die  Bemerkung 
pag.  37 j  die  x-Axe  mit  t,  die  y-Axe  mit  v  zusammenfallen,  und  be- 
zeichnet man  den  Ausgangspunkt  der  beiden  Linien  x  und  v  mit  s,  so 
werden,  ebenso  wie  damals,  die  Formeln  stattfinden : 

1/  =  1    und  ij/  =  0  ; 

wodurch  die  Relationen  (17.)  die  Gestalt  gewinnen  : 


(17.) 


*)  Wie  nämlich  solches  im  Vorhergehenden  erläutert  worden  ls.. 
"•)  Vgl.  die  Delinilioncn  pag.  22,  23. 
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(<)        (^•L,~(^rlJ=~2/';  • 

Die  Formel  (.1.)  steht  in  vollem  Einklang  mit  der  Formel  (10.)  pag.  26. 
Andererseits  enthält  die  Formel  (B.)  den  wiehligen  Satz,  dass  der  Diffe- 
rcntial</uoticn(  des  Potentiale*  W  nach  der  Mormale  bei  einem  Durchgänge 
durch  die  gegebene  Curve  in  stetiger  Weise  sieh  ändert. 

Zweite  Bemerkung.  —  Es  sei  s  ein  bestimmter  Punkt  der  gegebenen 
Curve,  und  ebenso  wie  bisher: 

w= h(.i-,  j,)  =  lf'j^rda  ■ 

b  XV 

Alsdann  wird  offenbar  die  Stetigkeit  resp.  Unsletigkeit  von  W,   --—  . 

0.7' 

b  XV 

in  unmittelbarer  Sähe  des  Punktes  s  nur  von  derjenigen  Beschaffen- 
heit abhängen,  welche  die  vorgeschriebene  Function  /,  sowie  auch  die 
gegebene  Curve  selber,  in  unmittelbarer  Sähe  von  s  besitzen.  Dem- 
gciuHss  ergiebt  sich  auf  Grund  der  Thoreme  Wa.  pag.  26  und  IV (i. 
pag.  1 1  folgender  Salz : 

Erster  Satz.  —  Es  seien  0  und  f  stetige  Functionen  der  Bogen- 
länge a ;  so  dass  also  das  Integral 

(a.)  W  =  H(.r,  y)  =  ^J-fda  =  jjf(da\x<  y) 

unter  allen  l'mständen  einen  bestimmten  endlichen  Werth  besitzt. 

Denkt  man  sich  nun  auf  der  gegebenen  Curve  irgend  einen  bestimmten 
Punkt  s  markirt,  so  werden  W,  und  namentlich  auch 

bW  bXV 


{(t)  b:r    ~  öy 

bei  einer  Annäherung  an  diesen  Punkt  s  gegen  bestimmte  endliche  iVerthc 
convergiren,  falls  nur  innerhalb  eines  den  Punkt  s  einschliessenden  beliebig 
kleinen  Curvenintervalls  f'  stetig,  und  6'  und  f"  abt hei lungsweise 
stetig  sind. 

Dieser  Salz  ist  ohne  Weiteres  anwendbar  auf  die  FundamenUdfunc- 
tionen  einer  Kreisfläche  [Abb.  I.,  pag.  961,  und  führt  alsdann  zu  folgendem 
Resultate : 

Zweiter  Satz.  —  .Im  Hände  einer  gegebenen  Kreisfläche  seien 
irgend  welche  daselbst  stetige  Werthc  f  —  f(a)  vorgeschrieben;  so  dass 
also  die  diesen  Werthen  f  entsprechende  Fundamentalfunction  V  der  Kreis- 
fläche in  jedwedem  Punkte  (.r ,  y)  innerhalb  dieser  Fläche  darstellbar  ist 
durch  die  Formel  Abh.  I.,  pag.  96  (t8.)]  : 

{y.)  Y=V(.r,  y)  =  Const.  +  jf  ff{do\Xi  y)  . 


> 

i 
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Markirl  man  alsdann  irgend  einen  Handpunkl  s,  so  werden  V  und 


(0.)  r—     Und  r— 

17  bx  by 

bei  einer  Annäherung  an  diesen  Punkt  s  gegen  bestimmte  endliche  Werth« 
convergiren,  falls  nur  innerhalb  eines  den  Punkt  s  einschliessenden  beliebig 
kleinen  Handintervalls  {'  stetig ,  und  f"  abtheilungs weise  stetig  ist. 

Diese  die  Kreisfläche  betreffenden  Dinge  sind  übrigens  von  P.  ov  Bois- 
Retiiono  in  einem  kürzlich  erschienenen  Aufsatz  (Crellc's  J.,  Bd.  103, 
pag.  221)  einer  etwas  tiefer  gehenden  Untersuchung  unterworfen  worden, 
—  wenigstens  insoweit,  als  es  sich  um  die  Ableitung  von  Y  nach  der 
Sormale  v  des  Bandes  handelt.  Das  Resultat,  zu  welchem  der  genannte 
Autor  gelangt,  ist  folgendes: 

Man  bezeichne  die  Bogenlänge  des  gegebenen  Punktes  *  mit  a,  und 
verstehe  unter  l(t)  eine  monoton  mit  (  verschwindende  Function  von 
solcher  Beschaffenheil,  dass  der  Quotient 

/•(g  +  Q  +  Ag-O-gAtf) 

1(0 

bei  abnehmendem  t  unter  einer  endlichen  Schranke  bleibt ,  und  einmal 
aufhört  Null  zu  werden.  Oder  genauer  ausgedrückt :  Man  beschränke  sich 
auf  solche  Fälle,  in  denen  eine  Functiou  l(t)  von  der  soeben  genannten 
Beschaffenheit  wirklich  exislirt.  Alsdann  wird  die  nach  der  Normale 
v  des  Punktes  *  gebildete  Ableitung 

dv  ' 

bei  einer  Annäherung  an  den  Punkt  *,  convergireu  oder  divergireu ,  je 
nachdem  das  Integral 

*'l(l)dt 


f 


o 

convergent  oder  divergent  ist.  Dabei  bezeichnet  o  eine  positive  Con- 
stanle  von  beliebiger  Kleinheit. 


§  ö. 

Allgemeine  Betrachtungen  über  die  höheren  Ableitungen  der 

Potentiale  V  and  VV, 

Benutzt  man  P  als  Collectivbezeichnung  für  die  beiden  Poten- 
tiale V  und  W,  so  ist  nach  den  Theoremen  Vfl.  (pag.  36)  und  Wß. 
(pag.  41): 

(«.)  ~  =  SB  +  &,  (!) 

wo  <ß  das  Potential  einer  gewissen  einfachen  Belegung,  andererseits 
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2B  das  Potential  einer  gewissen  Doppelbelegung  vorstellt.  Hieraus 
folgt  sofort: 

VP  _  i>23     m  , 

Nun  ergiebt  sich  aber,  falls  man  jene  Theoreme  Yß.  und  YYß.  aber- 
mals, und  zwar  diesmal  auf  ÜB  und  28  in  Anwendung  bringt: 

+  (!) 

(!) 

wo  wiederum  die  Potentiale  gewisser  einfacher  Belegungen, 

und  28"  die  Potentiale  gewisser  Doppelbelegungen  vorstellen.  So- 
mit folgt: 

—  =  (95'  +  33")  +  (©'  +  SB")  ,  (!) 
oder  kurzer  geschrieben: 
(2.)  +  (t) 

wo  alsdann  d  =  IV  -|-  2T  das  Potential  einer  gewissen  einfachen 
Belegung,  und  to  =  28'  -j~  ©"  ^as  Potential  einer  gewissen  Doppel- 
belegung vorstellt. 

Ebenso  wie  wir  hier,  mittelst  der  Theoreme  V^.,  Wß.,  von 
(I.)  zu  (2.)  gelangt  sind,  ebenso  werden  wir  offenbar,  mittelst  der- 
selben beiden  Theoreme,  von  (2.)  aus  zu  folgender  Formel  gelangen 
können: 

(3.)  ££:=ö'  +  n,''  <!) 

und  sodann  von  hier  aus  zu  folgender: 

(4.)  ££  =  d"H-h>'\  (!) 

u.  s.  w.  —  Wir  übersehen  somit  bereits,  dass  wir  in  dieser  und 
ähnlicher  Weise  schliesslich  zu  folgendem  Resultate  gelangen: 

Allgemeiner  Satz(  —  Benutzt  man  P  ah  Collectivbeieichnung  für 
die  beiden  Potentiale  Y  und  \Y,  so  ist  im  Allgemeinen  jedwede 
Ableitung  von  P  folgendermassen  darstellbar: 

xwi  +  n  p 
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wo  $  das  Potential  einer  gewissen  einfachen  He  legung,  und  © 
das  Potential  einer  gewissen  Doppelbelegung  vorstellt. 

Will  man  indessen  die  Dinge  nichl  im  Allgemeinen,  sondern  mit 
wirklicher  Genauigkeit  haben,  so  rauss  man  mühsam  von  Slufc  zu 
Stufe  emporsteigen,  und  also  von  den  in  den  beiden  vorhergehen- 
den Paragraphen  besprochenen  ersten  Ableitungen  zunächst  empor- 
steigen zu  den  zweiten  Ableitungen.  Und  zu  diesem  Zwecke  mögen 
zuvörderst  die  Ergebnisse  jener  beiden  vorhergehenden  Paragrapbc 
in  eine  etwas  einfachere  und  mehr  symmetrische  Form  versetzt 
werden. 

§  6- 

Recapitulation  und  Vereinfachung  der  Theoreme  V«.,  H«. 

und  H>. 

Aus  den  Formeln  (C.)  pag.  3: 

j£'=a  =  eos«,  |A=-sinfy. 
1 ,/  =  ß  =  sin  e  ,  |  B  =  cos  e 

folgt  durch  Differentiation  nach  der  Bogenlänge  o  sofort: 
jiTW^Atf'  ,  JA'«-«*, 

und  hieraus  durch  nochmalige  Differentiation: 

=  a"  =  Mf  -  ati'tt  ,  |A"  =  -  aö"  -  KB'tf  , 

'/ "'  =  f  =  B«*'  -  ßO'ff  ,  1  B"  =  —  00"  —  Bö'«'  . 

Und  mit  Rücksicht  auf  diese  Relationen  (A.),  (lt.),  (C.)  kann  den 
Theoremen  \ß.  und  W^.  eine  etwas  einfachere  und  mehr  sym- 
metrische Gestalt  verliehen  werden.  Aber  auch  die  Theoreme  V«. 
und  W«.  sind  einer  etwas  bequemeren  Darstellung  fähig.  So  z.  B. 
kann  das  Theorem  V«.,  oder  wenigstens  der  für  uns  wichtigste 
Theil  dieses  Theorems  folgendermassen  ausgesprochen  werden  [vgl. 
pag.  22] : 

Theorem  V«.  —  Ist  längs  der  gegebenen  geschlossenen  Curve  eine 
Function  der   Hogeidünge  f  =  f  (a)  vorgeschrieben,   und  setzt 
voratts,  dass 
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0  und  f  abtheilungsweis  stetige  Functionen  von  o 

(4 .)  p 

sind,  und  das*  überdies  J  fdn  —  0  ist, 

so  wird  das  Potential 

(2.)  1  =  V(v,y)=*rfTfdo 

in  der  ganzen  unendlichen  Ebene  allenthalben  stetig  sein;  so  dass 
z.  Ii,  die  Formeln  stattfinden  : 

(3.)  vas  —      =  vi»  .  lvH'-  die  Bemerkung  png.  231. 

Auch  werden  alsdann  die  Werlhe  Va,  inclusive  der  Yas,  eine 
Fundamental  funetion  des  Gebietes  91,  umi  cAt?n*o  die  V},  in- 
r/witw   </<?r    V,,,   eine   Fundamental  funetion    des  Gebietes  3 

Andererseits  kann  man  das  Theorem  W«.  (pag.  26),  seinem 
Hauptinhalt  nach,  folgendermassen  ausdrucken: 

Theorem  W«.  —  /*/  längs  der  gegebenen  Curve  eine  Function 
f  =  f(a)  vorgeschrieben,  und  setzt  man  voraus,  dass 

(*.)  0  und  f  stetige  Functionen  von  o  sind, 

so  wird  das  Potential 

(5.)  W  =  W(x,  y)  =  ±f'£fda  =  ±ffi<lo\,,  „> 

in  der  Ebene  fiberall  stetig  sein,  mit  alleiniger  Ausnahme  der  ge- 
gebenen Curve. 

Insbesondere  werden  alsdann  die  Werthe  Wa,  inclusive  ihrer  Con- 
vergenzwerthe Was,  eine  Fundamental  funetion  des  Gebietes  91, 
und  die  Wj,  inclusive  ihrer  Convergenzwerthe  WjS,  eine  Funda- 
mental funetion  des  Gebietes  3  bilden.  lieber  dies  werden  jene 
Convergenzwerthe  durch  die  Itelalion 

(6.)  »'«,  -  H}.  =  -  *fs 

mit  einander  verbunden  sein. 

Bemerkung.  —  Sagl  man  von  einer  Function  F{x),  sie  sei  samml 
ihrem  Diderentialquotienlen  stetig,  so  ist  dadurch  schon  mitausgesagt  die 
Existenz  dieses  DiiTerentialqnotienten. 

Aehnlich  liegen  die  Dinge  hier.  Wenn  z.  ß.  gesagt  wird,  die  Werlhe 
\Va  bildeten,  inclusive  ihrer  Convergenzwerthe  IKflt,  eine  Fundamental- 
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ftmclion  des  Gebietes  ä,  so  isl  damit  schon  mitausgesagt  die  Existenz \euer 
Convergenzwerthc ,  und  ebenso  auch  das  Endlich-  und  Stetigsein  der- 
selben. Denn  eine  Fundamentalfunction  des  Gebietes  9  ist  (ihrer  Defini- 
tion zufolge)  endlich  und  stetig  in  ganzer  Erst  reck  ung  von  Ä,  also  z.  B. 
auch  am  Rande  von  %. 

Die  in  dem  vorstehenden  Theorem  benutzte  Ausdrucks  weise  dürfte 
also  in  Bezug  auf  Kürze  und  Schärfe  nichts  zu  wünschen  übrig  lassen, 
und  soll  demgemäß  auch  weiterhin  zur  Anwendung  kommen. 

Mil  Rücksicht  auf  die  zu  Anfang  dieses  Paragraphs  nolirteo 
Relationen  (A.),  (#.),  (C.)  gewiunl  das  Theorem  V  ß.  (pag.  36)  fol- 
gende Gestalt: 

Theorem  Vß,  —  Ist  längs  der  gegebenen  Curve  eine  hunchou 
/'  =  l'[a)  vorgeschrieben,  und  setzt  man  voraus,  dass 

^  0,  f  stetige,  und  0',  f  abtheilungsweis  stetige 

Functionen  von  o  sind, 

so  sind  die  ersten  Abteilungen  des  Potentials 

in  jedem  von  der  Curve  getrennten  IHmkte  {x,  y)  darstellbar  durch 
die  Formeln: 

(9.) 

Auch  werden  alsdann  die  vier  Functionen: 

inclusive  ihrer  Convergenzwerthe,  vier  theils  zu  %  theils  zu  3  gehörige 
Fund  amen  talfunctionen  sein,  lieber  dies  werden  jene  Convergenz- 
werthe durch  die  Relationen 


w»7  einander  verbunden  sein. 
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Knrilicli  wird  man  das  Theorem  \\ti.  (|>ag.  41),  mil  Rücksicht 
auf  die  zu  Anfang  dieses  Paragraphs  gegebenen  Relationen  (A.), 
(Ii.),  {(',.),  in  folgende  Fassung  versetzen  können: 

Theorem  Wti.  —  hl  längs  der  gegebenen  Curve  eine  Function 
f  =  /'(•;)  vorgeschrieben,  und  setzt  man  voraus,  dass 

0,  /",  f  stetige,  und  II  ,  f"  ablheilun gsweis  stelige 
Functionen  von  a  sind, 

so  sind  die  ersten  Ableitungen  des  Potentials 

(13.)  IV  =  II  (.r,  y)  -  If'ltlfilo  =  <  fßdo^  t)) 

in  jedwedem  von  der  Curve  getrenntem  Punkte  (x,  y)  darstellbar 
durch  die  Formeln: 


IV 


^       StJr(rBUla^lfdy^o.  (!) 


Auch  werden  alsdann  die  vier  Functionen 

o.,-a„  'Ci*:i.(v;i 

inclusive  ihrer  C.onvergeuzwerthe ,  i'/'rr  //ii>t7x  :u  91  ///r»7.s  :i/  J  gehörige 
Futidamenlalfnnctioneu  sein.  Ueberdies  werden  jene  C.onvcrgenz- 
werlhe  durch  die  Itelaliuncn 

///</  einander  verbunden  sein. 


Die  zweiten  Ableitungen  des  Potentials  V.    Theorein  Yy, 

Im  Anschluss  an  die.  auf  der  V.urve  vorgeschriebene  Function 
/       /'(it)  mögen  die  Abbreviaturen  eingeführt  sein: 
(V)  v  —  (/«)'    un<I    //  / A  . 

Veberdies  mag  vorausgesetzt  sein,  dass 

AU»o4l.  -I  K.  S.  <i  Il-.  l..  .1.  U  i>  -iw.li.  XXIV.  U 
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/\  /"  stetige,  und  ö",  /"'  ablheilungxuri*  sletitje 
Functionen  von  o  sind.    Alsdann  werden  offenbar4! 

) 

0,  ä,  K  stetige,  und  A"  abtheilungsueis  stetige  Func- 
tionen von  o  sein. 

Dies  vorangesehickl,  ergiebl  sich  nun  für  das  Potential 
(3.)  1=  V(-r,y)=  ^  fTfdo 

mittelst  des  Theorems  V^.  (pag.  48)  die  Formel: 

|i'=i/W.+  l/-(-/A),..0, 
eine  Formel,  die  man  mit  Hinblick  auf  (1.)  auch  so  schreiben  kann: 
(4.)  -     Tgda  +  -  /  —  hda  .  (!) 

Hieraus  folgt,  falls  man  die  Integrale  rechts  mit  Ii,  SB  bezeichnet: 

»T      »25  »SB 

».V«'  ~  ».r  "+"  ä.t  '    1  J 

(5.) 

AM'      »*»  »*tf 
»  r  by~  bff  ~*~  öi/  '  ' 

wo  die  Ausrufungszeichen  nach  wie  vor  andeuten,  dass  die  be- 
treffenden Formeln  nur  so  lange  gültig  sind ,  als  der  Punkt  y) 
von  der  Curve  getrennt  bleibt. 
Das  Potential  %  (4.): 

(/>)  *  =  1  /*  r^rfci 

subordinirt  sich,  in  Hinblick  auf  die  Angaben  (2.),  ohne  Weiteres 
dem  Theorem  V/V.  (pag.  48).  Hieraus  folgt  einerseits,  dass  die 
Formeln  stattfinden: 

(;>') 

andererseits  aber,  dass  die  vier  Functionen 


*)  Vgl.  die  für  u,  A  gegebenen  Formeln  (.1.).  (/f.).  {('.),  pag.  46. 
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C.*)„  •  Q.  OrOr 

inklusive  ihrer  Convergenzwerthe,  vier  Fundamental fiuitlioneH  sind, 
und  dass  zwischen  diesen  Convergenzvverthen  die  Itclalionen  slalt- 
lindcn : 


Aehnliches  ist  zu  bemerken  über  das  Potential  "SS  (4  ): 


A/r 

tiv 


hda  . 


Aus  (2.)  ergicbl  sich  namlieh,  dass  dieses  Potential  dein  Theorem 
Wfi.  (|>ag.  iO)  sich  subordinirt.    Und  hieraus  folgt  einerseits,  dass 
die  Formeln  gellen: 

andererseits  aber,  dass  die  vier  Functionen 

inclusive  ihrer  Convergenzwerthe .  vier  Fumlanientalfunrlionen  sind, 
und  dass  zwischen  diesen  Convcrgenzwerlheii  die  Relationen  statt- 
finden: 


«/  •) 


O,,,  (El- 


Da  nun,  nach  (p".),  (7".),  die  |^  f  j    und  die  1  inclusive 

ihrer  Convergenzwerthe,  zwei  Fundamcnlalfiinclionen  des  Gebietes 
*Jl  sind,  so  gilt  Gleiches  auch  von  der  Summe  dieser  beiden  Fune- 

lionen:  ^  p  -f  ^-J  ,  d.  1.  nach  (.'».)  von  .     In   solcher  Art 

gelangt  man,  auf  Grund  jener  Satze  (;/'.),  (»/'.),  und  mit  Kücksicht 
auf  |.ri.),  zu  der  Einsicht,  dass  die  vier  Functionen 


ßli 


f..  Nklma», 
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(«•) 


inclusive  ihrer  (lonvcigenzwerlhc ,  FutulatnenlalfimctioHen  sind,  und 
dass  mithin,  wie  unniillelbar  aus  der  Symmetrie  folgt,  Gleiches  auch 
gelten  muss  von  den  beiden  Functionen 


Gleichzeitig  ergehen  sich  für  die  Convergenzwerlhe  der  Functionen 
(ß.)  aus  (."».),  (//".),  (//  '.)  die  Relationen: 

fA*  r 


(7-) 


Die  Werlhe  der  Fundamcnlalfiinclioncn  ((>.).  (ß«.|  sind  leicht 
naher  angebbar.  Suhstituirl  man  nämlich  die  Wert  he  (;/.),  (</'.(  in 
(ö.),  so  folgt: 


1  />(,,,/  -f  /,'B)'*/«i  H-  '  /''!r(-  </B  +  h'frta  .  (!) 
.  i  ,i  >f  Ii  y 


A.r  <\// 


Suhstituirl  man  aber  hier  für  </,  A  ihre  eigentlichen  Redeulungon 
(I.),  so  et  hüll  man,  nacli  einigen  elementaren  Reduclionen  [hei  denen 
die  Relationen  (//.)  pag.  iß  von  Nutzen  sind  ,  die  crx/c  und  /»/:/< 
Formel  folgenden  Systems : 


iS' 


AM" 


M*        1  /' 

.i         .1  »» 

\\J '',[,[  /"(*«  A)  |  /Y/(«*  -  A*l]  </<i  ,  (!) 

1  -  .l/'i/V5  -  B1)  +/«(VB>'</o 

1  '     ' >B  +  //A)  +  /Vr(«,*~  ABl]./«.  Ct 
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wahrend  die  initiiere  Formel  ohne  Weiteres  hinzugefügt  ist  nach 
Analogie  der  ersten. 

Desgleichen  gelangt  man  von  den  Formeln  (7.)  aus.  durch  Sub- 
stitution der  in  (I.)  angegebenen  Bedeutungen  von  g,  //,  zur  ersten 
und  letzten  Formel  folgenden  Systems: 

i[/'(2«A)-/"V  -  A%  . 

2[/'(S^B)-/Y/((^-B*),. 

Sjy'(aB  +  Jt^)-  (0'{«ti  -  fKB)ls  , 

wo  wiederum  die  initiiere  Formel  hinzugefugt  ist  auf  Grund  ihrer 
Analogie  mit  der  ersten.  Dabei  sei  bemerkt,  dass  das  in  ('.).),  (10.) 
auftretende  0'  den  Werth  hat : 

wo  R  den  Krümmungsradius  der  gegebenen  Curve  bezeichnet,  und 
wo  /•  r.T  -)-  I  oder  —  I  ist,  je  nachdem  der  betreffende  Krüm- 
mungskreis  ein  innerer  oder  äusserer  ist.  Wir  können  schliesslich 
die  llesullate  dieses  Paragraph*  folgendermassen  zusammenfassen: 

Theorem  Yy,  —  Ist  längs  der  gegebeneu  Curve  eine  Function 
f  -    f{o)  vorgeschrieben,  und  setzt  man  vorutus,  dass 

fl,  0\  /"  stetine,  und  0",  f"  ablheilungsweis 
stetige  Functionen  von  n  sind, 

so  sind  die  zweiten  Ableitungen  des  Potentials 

eis.)  r=  r(.r.//)=  Ifrfda 

für  jeden  von  der  Curve  gel  rennten  Punkt  (jr,  y)  durch  die  Formeln 
l»>.)  darstellbar. 

Ferner  werden  alsdann  die  sechs  Functionen 

,u)  (*>)„•  ^l-  £kl ,wrf (£H-  (iH'  • 

inclusive  ihrer  Convcryenzwerlhe ,  sechs  t/tctls  zu  \U,  theils  zu  3>  f/o 
hörige  F u  n  d ante nt al funclionen  sein.  t'nd  überdies  werden  jene 
Convcrgenzwerthe  durch  die  Relationen  (10.)  mit  einander  verbunden  sein. 


(10.) 


(».*■«'), 


'as 

( '* '' ) 


AV  t  V 
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Bemerkung.  —  Nimmt  man  ebenso  wie  früher  [\gl.  die  Bemerkuni. 
37]  zur  r-A\e  eine  posili\e  Tangente  derCune,  und  zur  y-Axcdio  im 
Berührungspunkte  s  errichtete  innere  Normale,  so  wird  für  diesen  1'unk.i 
*  das  Azimulh  0  —  0.  milliiu  [nach  (.1)  pag.  46]: 

«  =  I  ,    ,<  =  o,    A  =  0  ,    B  =  I  , 

sodass  also  die  Formeln  ( 1 0.),  mit  Bücksicht  auf  (I  1 .),  für  diesen  speciellm 
Punkt  s  die  Gestalt  erhallen  : 


Die  Richtigkeit  dieser  Formeln  lässt  sich  i.  B.  leicht  controlirtu 
für  eine  gleichmässig  mit  Masse  belegte  Kreisperiphcric.  Für  eine 
solche  Belegung  ist  nämlich  das  Potential  auf  innere  Punkte  conManl. 

andererseits  aber  das  Potential  auf  äussere  Punkte  —  .W  log  — ,  wo  hl  die 

r 

Gesammliuasse  der  Belegung,  und  r  die  l-entraldistanz  des  sollieitirtcn 
Punktes  vorstellt.   U.  s.  w. 


SS  »■ 

Die  zweiten  Ableitungen  des  Potentials  H,    Theorem  W'y. 

Zur  Abkürzung  sei  gesetzt: 
(I.)  .'/-(/'Al'  und  /<-/'«. 

Zugleich  mag  angenoinuien  werden,  dass 

Vi  H\  /\  \\  r  stetige,  U,R1  U'\  f  t'btheiltinysueis  stetige 
Functionen  von  a  sind.     Alsdann  werden  offenbar*) 

(2.) 

»/,  Ä,  /*'  stetige,  und  y\  h"  abtheil  uitysweis  stetige  Fum- 
lionen  \on  n  sein. 

Dies  vorangescliickt,  ergiebl  sieh  nun  für  »las  Potential 
(.1.)  ir-_,  »  (.r,^  )/^/^, 

miUelsl  des  Theorems         (pag.  4»)  die  Formel: 

*)  Vgl.  die  Formeln  (,!.),  (/».),  (f.)  pag.  46. 
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(I.  i.  mit  Rücksicht  uuf  (1.): 

woraus  folgt: 
(5.) 

Ä.»-Ä.v  +         *   (  ' 

Das  Potential  $J  (4.): 

(IM  »=-;)/r»rfo 

subordinirt  sich  [vgl.  (2.)]  dem  Theorem  V/V.  (pag.  48).  Hieraus  folgt 
einerseits,  dass  die  Formeln  stattfinden: 

(/'•.) 

r,=^/i'<».«''"'+^(-'B>"<'' «> 

andrerseits  aber  —  u.  s.  w.  Kurz  es  ergeben  sich  genau  dieselben 
Formeln  und  Bemerkungen,  wie  sie  im  vorigen  Paragraph  in  (p.),  (/»'.), 
(p".),  ip'".)  und  (q.)y  {(f.),  (9."),  (9"'.)  notirt  worden  sind,  nur  mit 
dem  Unterschiede,  dass  g  und  h  hier  andere  Bedeutungen  haben 
als  damals. 

Demgemäss  sind  auch  die  weitein  Ergebnisse  analog  mit  denen 
des  vorigen  Paragraphs.  Man  gelangt  nämlich  zu  dem  Resultate, 
dass  die  sechs  Functionen 

inclusive  ihrer  Convergenzwcrlhe,  FundametilalfuuclioiieH  sind,  ferner 
zu  dem  Resultate,  dass  zwischen  den  soeben  genannten  Convergenz- 
werthen  die  Relationen  stattfinden: 


(7) 

(»x-iiL-U.X=**B- -**•"•• 
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und  endlich  auch  zu  dem  Resultate,  dass  für  jene  Functionen  (6.) 
die  Formeln  gellen: 

«V  W        \  r  ..  .        1  /v/7' 


Subslituirl  man  liier  in  (8.)  für  y  und  //  ihre  eigentlichen  Be- 
deutungen (1.),  so  erhalt  man,  nach  einlachen  Heductioncu  [bei  denen 
die  Helationen  (//.)  pag.  iö  von  Nutzen  sind],  die  erste  und  letzte 
Formel  folgenden  S\>leins: 


•1 . 


**'      |  J'r  fvuA)    f  tr(ft*  -  A*)i'f/« 


*■!«•■     !/^/>B-|-^A)-/'//(^  AB)/ 


in  welchem  die  mittlere  Formel  hinzugefügt  ist  nach  Analogie  der 
ersten. 

Desgleichen  gelangt  man  von  den  Formeln  (7.)  aus,  durch  Sub- 
stitution jener  Wcrlhc  {].),  zu  folgendem  Fol mels\ stein  : 
f.VUv  /.Vit 


MO.) 


(^  L      f.V  L    -  BJ)  |-  ("O'cifiB)  s  , 

(^.vl     (^",L  =-*irW      AB,  ,-m„B  MA,Jf 


hier  ist  wiederum: 
(II) 


wo  /{  den  Krümmungsradius  (Um*  gegebenen  Curve  vorstellt,  und 
^       [  I  oder  l  ist,  je  nachdem  der  betrelfeude  KrümmungskiviV 

ein  innerer  oder  äusserer  ist.  -  -  Somit  ergiebt  sich  folgendes  Theorem: 
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Theorem  Wy.  —  Ist  Idttys  der  ycyebeiten  (Itirve  ritte  Function 
I  =  /'(«)  voryesch rieben,  und  setzt  mm  voraus,  dem 

^  0',  /',  /",  /"'  steliye  und  0\  ["'  n  b  I  h  c  il  u  nys  we  i  s 

stetiye  Functionen  von  n  sind, 

so  sind  die  zweiten  Ableitunyen  des  Potentials 

/wr  /Vi/r«  WM  </ir  dum  yet  rennten  Punkt  |j\  y)  darstellbar  durch 
die  Formeln  (9.) 

Ferner  werden  alsdann  die  sechs  Functionen 

'"•)      (''")„'  ('.")„•  '  ('-"),    (i/i-  (,uU- 

inclusive  ihrer  Converycnzwerlhc .  wv/ra  ///n/s  :»/  \H,  //«</*  ://  3  i/1'" 
hörige  Fund  a  in  c  n  lalf  un  c  lionen  sein.  Lud  endlich  werden  jene 
t'.onvcrycnzwcrlhc  durch  die  Delationen  (10.)  ///»/  einander  verbunden 
sein. 

Bemerkung.  —  Nimmt  m.ui  /.ur  r-A\e  eine  positive  Tangente  der 
Curvc,  UB(I  /ur  |t-Anc  die  im  Berührungspunkte  v  errichtete  innere  Nor- 
male, so  wird  für  diesen  l'imkl  »  das  A/inmth  0  =  0,  inilhin  [narb  (  I  ) 
nag.  16]: 

o=«,   ti  =  0  ,    A  =  0  ,  B=l; 

sodass  also  die  lurmclii  (10.),  mit  Itüeksiehl  .ml  (II.),  für  diesen  spe- 
eiellen  Punkt  v  die  (Jestalt  gewinnen: 


wo  /f  den  Krümmungsradius  \orsteIlt,  und  f  =  ±:  I  ist. 

§  ». 

Tabellarische  üebersicht. 

Blickt  in;in  zurück  auf  die  Theoreme   Vit.,    Wtt.,  W'rf.. 
l'f'i   ^  }  •  |);,r-   ^6—  »"»'7,  so  ssieiit  man.  dass  die  Voraussetzungen, 
unter  denen  diese  Theoreme  aufgestellt  sind,  durch  folgende  Tabelle 
angedeutet  werden  können  : 
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(«,  /)• 

UV, 

», *\  /;  fr  (0",  n 

In  dieser  Tabelle  sind  niimlich  diejenigen  Functionen,  welche  ä/c/i**/ 
sein  sollen,  geradezu  hingeschrieben,  diejenigen  Functionen  aber, 
welche  nur  ablheihmysweise  stetig  zu  sein  brauchen,  in  Klammern 
beigefügt. 

Aus  dieser  Tabelle  erkennt  man  bereits  mit  ziemlicher  Sicherheil, 
wie  die  weiteren  Theoreme  V<> . ,  WM.,  Vf.,  Wf.,  etc.  lauten  werden. 


§  10. 

Ueber  eine  aus  zwei  Potentialen  V  und  IV  zusammengesetzte 

monogene  Function. 

Markirl  man  irgendwo  innerhalb  3  einen  Punkt  j{.r,  y)  und  be- 
zeichnet man  den  von  diesem  Punkte  nach  irgend  einem  Curven- 
piinkle  (£,  ;/)  gezogenen  Radiusveclor  mil  E,  und  das  Azimuth  des- 
selben  gegen  die  .r-A\c  mit      so  ist  offenbar 

(1.)  lang  y  =     ^ '£  J 

woraus  durch  partielle  DilVerentiation  nach  x  und  y  die  Formeln 
sich  ergeben : 

isy       _!t  -  >,  _  , 

*jc  E*  »»/  ' 

(2.) 

Ist  nun  längs  der  gegebenen  Curve  eine  Function  der  Bogen- 
länge /'  —  /'(«)  vorgeschrieben,  und  setzl  man  voraus,  dass 

0,  /'  stetige  Functionen,  und  dass  überdies  /"  eine 
ablheilungsweU  stetige  Function  ist, 

so  subordiniren  sich  die  Potentiale 

(4.)        V=  V(x,y)r=±fTr'da    und     W  =  W{.c,y)  =  ~  j  fda 
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resp.  den  Theoremen  V«.  pag.  iO  und  IV«.  pag.  47;  so  dass  also 

z.  B.  die  beiden  Kuncliunen 

(5.)  Vj   und  II), 

inclusive  ihrer  Convcrgcnzwcrthc,  zwei  FundanwitUdfunclwuen  des 
(«chiclcs  3  sein  werden. 

Dies  vorangesehickl,  wollen  wir  jelzl  die  Function  Wj  einer 
gewissen  Transformation  unterwerfen.  Sind  y  und  y  -J-  </;'  die- 
jenigen Werlhc  des  vorhin  dclinirlen  A/.iimilhs,  welche  respeclivo 
den  Bogenlängen  a  und  a  -f-  da  entsprechen  (vergl.  die  beistellende 
Figur),  so  wird: 

<«•>        - ;!  ./',tJ''"»  - ,!     =- .!  • 

In  der  Thal  erkennt  man  leicht,  dass 
(da)j  und  dy  unter  allen  Umstünden 
einander  ylrivh  sind,  einerlei  ob  der 
in  belindliche  Beobachter  die  innere 
oder  die  äussere  Seite  des  Elementes 
da  vor  Augen  hat. 

Aus  (0.1  folgt  sofort: 

(8.,  d.  i.  u}  _  '  [yn-jf  yf'do  , 

wo  I;/]  die  Differenz  derjenigen  Werth»  vorstellt,  welche  das  IVo- 
ducl  yf  zu  linde  und  zu  Anfang  des  Integralionsinlervalles  besitzt. 
Denkt  man  sich  also  das  Azimuth  von  einem  festen  Curvenpunkte  #0 
aus  gerechnet,  dessen  Azimuth  y  =  y0  ist,  so  wird  \yf\  = 
(;'«  r  -        -  ;'„/o  —  sein,  wo  /*„  den  Werth  von  f  in  *0  vor- 

stellt; so  dass  man  also  erhalt  : 

(0)  H-=2/„  [fyf'do. 

Dies  erscheint  befremdlich.  Denn  hülle  man  stall  *0  irgend 
einen  andern  festen  Punkt  s,  gewühlt,  so  würde  sich  ergeben  haben : 

(•0.)  H'j  —  2/*,  —  i/yfrfa  , 

wo       den  Werlh  von     in  *,  vorstellt.     Und  man  würde  also  in 


Nkmmaxx, 


GO 


solcher  Art  für  ein  und  dasselbe  Wj  zwei  von  einander  verschiedene 
Werl  he  (!).')  und  (10.)  erhallen.  Doch  Itfsst  sich  leicht  zeigen  [vergl. 
die  folgende  Erläuterung1,  dass  die  beiden  in  (0.)  und  (10.)  ent- 
haltenen Integrale,  obwohl  der  Forin  nach  identisch,  verschiedene 
Werl  he  haben,  und  dass  mit  Rücksicht  hierauf  die  rechten  Seiten 
jener  Formeln  (9.)  und  (10.)  sich  als  ylrich  yross  ergeben. 

Erläuterung.  —  Wir  bezeichnen  die  Integrale  (9.)  und  (10.)  mit  /'„ 
und  l\,  geben  jenen  beiden  Formeln  also  folgende  Gestalt : 

(1)  «>  -  */"„  -  !,  U,  , 

(«.)  »>  -   i/\  ~  [  Ut  . 

Das  A/iiiiiilh  y  M  derjenige  Winkel,  unter  uclehciu  der  von  j 'nach  einem 
(".ur\eii|>unkte  hin  gelegte  Kadiusvcetor  gegen  die  x-Axe  geneigt  ist  .  und 
wird  daher  um  i  .i  anwachsen,  sobald  man  den  Curvetmunkt  längs  der 


Cime  einmal  herumlaufen  lassl.  bezeichnet  man  also  die  Hogeiiliinge 
dieses  Giirvenpunkles  mit  u,  so  ist  y  eine  nirlilpvrioilisclie  Function  von  o. 
Sind  nun  y0  und  yn  -f-  eÜ  «lit«  Azimuthe  iler  beideu  festen  Punkte  >„  und  *t 
\gl.  die  Figur],  so  ist  «las  Integral  /„  hin/.ucrstrecken  \oii  ;'0  bis 
(;'„  |  i.i),  hingegen  das  Integral  /  ,  hinzuerstrecken  von  (;•„  -f-  <V)  bis 
(/'o  "1"  ^   r  2.v);  sodass  man  also  schreiben  kann: 

Vt     j         rf<to-\-j  yf,lu. 

)<,+<»  ' 

Siiblrahirl  man  diese  beiden  Formeln  von  einander,  so  hebt  sich  das 
Integral  oben  rechts  gegen  das  Integral  unten  links  fort ;  sodass  n,.in 
erhall : 

yf'do     I  yfclo 
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Hie  in  dieser  letzten  Formel  enthaltenen  Integrale  «Iii rchl;uih>n  beide  </<•«- 
selben  Bogen  s0si  ;  sodass  also  in  bciilon  dieselben  Bogenelemcnle  do 
tintl  auch  dieselben  Werllie  von  /'  in  Betracht  konmicn.  Hingen  be- 
merkt man,  dass  das  erste  mit  dem  Anl'angswerthe  (/„  -f-  2  .1 ),  das  zweite 
aber  mit  dem  Anfangswerlhc  yn  auspellt,  und  dass  überhaupt  in  jedem 
Punkte  des  Bosens  \0.v(  bei  dem  einen  und  anderen  Integral  zwei  Werllie 
von  y  in  Betracht  kuinmen  ,  die  um  2./  von  einander  abweichen.  Somit 
gehl  die  letzte  Formel  über  in  : 

f'da ,  <l.  i.:  =  2  r  J       df  , 

{('  )  «1. -  rr„-  -/,), 

wo  /"0  und  /, ,  ebenso  wie  früher,  die  Werllie  von  /"  in  >l(  und  $t  vor- 
stellen. Diese  Formel  (('.)  aber  liissl  sofort  erkennen,  dass  die  beiden  in 
(.1.)  und  (//.)  für  Wj  aufgestellten  Wert  he  einander  r/leieh  sind.  —  (J.  e.  d. 

Offenbar  gilt  die  Formel  (0.)  für  joden  hclirbiijni  Punkt  j(.r,  »/), 
falls  nur  derselbe  von  der  Cime  ijcIichiiI  ist.  Demgomass  ergehen 
sich  tlureh  Differentiation  der  Formel  (9.)  nach  x  und  //  die  Wei- 
chlingen : 

O.i  ./  (Vi- 

lli ) 

wo  zur  Abkürzung  \\  für  Wj  gesetzt  ist.  Diese  tileichungen  sind 
mit  Rücksicht  auf  (2.)  auch  so  darstellbar: 

.      —  -       /        /  da  ,  \\) 
o.r  .1       0 // 

II*-) 


0  U 

,1  >'  O.r 


Vergleicht   man  nun  diese  Formeln  (12.)  mit  den  aus  (l.)  für 
«las  Polenlial   V  sich  ergebenden  Formeln: 

A  v       '  P7'  ; 

(13.) 

*\'/  «V/ 

so  gelangt  man  sofort  zu  den  Relationen: 

ol       MV       »r  MI' 

M*  0r     "    Oy    •       Oy  O.r    '  (' 


r 
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nntliin  zu  der  Kinsictil,  dass  der  Ausdruck 

(t5.)  V  +  'H',    (,  =  V  -  0, 

innerhalb  3  eine  monogene  Function  von  x  -|-  iy  ist. 

Analoges  ergiobl  sich  in  analoger  Weise  für  jeden  Punkt  iWr- 
//«///  91;  so  dass  man  also  zu  folgendem  Salze  gelangt: 

Satz.  —  ht  längs  der  gegebenen  Curve  eine  Function  der  Dogen- 
länge  f  =  f(a)  vorgeschrieben,  und  setzt  man  voraus,  dass 

(t(i.)  0,  f  stelig   und  f  abthei  lungsweis   stetig  md, 

so  wird  das  aus  den  beiden  Potentialen 

(t7.)      V  =  \  {.r,  y)  =  1  (Tf'da    und    W  =  «>,  ./)  =  -  f'-l  fdo 
z usa m m engesetz le  llinom 

(18.)  V+iW,   i,  -        I)  , 

für  jedweden  von  der  Curve  getrennten  Punkt  eine  monogene 
Function  von  x  -\-  iy  sein. 

Gleichzeitig  werden  die  beiden  Functionen 

(!».)  »«  +  >Wa    und    Yj  +  iWj  , 

inclusive  ihrer  Convcrgenzurrthc,  zwei  respeclive  zu  \U  und  3  grliürif 
Fundamental funclionen  sein.  —  Diese  letztere  Behauptung  er- 
giehl  sich  für  das  liinom  \}  -\~  i  H}  ohne  Weiteros  aus  dem  bei 
{").)  Bemerkten,  und  für  «las  Hin.. in  V„  -j-  i  \\„  in  analoger  Weise. 


I 

i 

I 
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Ueber  Pundamentalfunctionen  mit  vorgeschriebenen  Rand- 
werthen,  namentlich  über  die  Differentialquotienten  dieser 

Pundamentalfunctionen. 

Erst  nach  Absolvirung  einiger  vorbcreilender  Betrachtungen 
(§11  und  §12),  werden  wir  zu  unserm  eigentlichen  Thema  ge- 
langen, und  (in  §  13)  dasjenige  Theorem  aufstellen,  welches  den 
eigentlichen  Höhepunkt  dieses  Capilels  repritsentirt,  und  von  welchem 
in  der  Einleitung  (pag.  10)  bereits  die  Hede  war.  Dieses  Theorem 
wird  uns  sodann  Veranlassung  geben  zu  gewissen  weiteren  Unter- 
suchungen (§  Ii  und  §  15),  namentlich  auch  zur  Untersuchung 
monotoner  Fundamenlalfunclionen. 


§  11. 

Vorläufige  Betrachtungen  über  die  Azhnuthe  o  und  ;'. 


Auf  der  gegebenen  Curve  seien  zwei  Punkte  markiit  mit  den 

also  die 


Hogcnhingcn  «  und  s,  deren  Coordinalen  £,  #;  und  .r,  y 
Wert  he  haben  [vgl.  pag.  3 1  : 


(1-) 


I     r=  <$>{0)  ,      |  y  =  (U|.v)  .  | 

Keiner  sei  E  der  gegensei- 


tige  Abstand  der  beiden  Punkte, 
and  y  dasjenige  Azimulh ,  unter 
welchem  diese  Linie  E  (forllau- 
fend gedacht  von  s  nach  «)  gegen 
die  ar-Axe  geneigt  ist. 

Alsdann  sind  offenbar  E  und 


~7 


;'  iiim  limirii  »Irr  l/riilrn  lltuft  itliiu<jm  r,  utni  s.  Für  dio>e  Functionen 
gellen,  unter  Anwendung  der  Abkürzungen: 

£  -  -  £  —  /    und    H  =  i,    -  ii 

die  Formeln: 

<:<)  /  -      =-•  :   H!  .     ...>  ;-    -  ~  .    sin  y  -  ^ 

Hieraus  folgt  /.  ]). : 


und  wciler: 

Vy  _      H,"  -  H?"  _  ,  1=1/  -  HjrW-f-Hi/) 

=.v"-H.r-  _   ,1  =  //  H.r'H=.r'+H./| 

wo  selbstverständlich  //,  //  die  Ableitungen  von  n;nii 
der  Kogcnlangc  <;,  und  ebenso  .r',  //',  .r",  »/"  die  Ableitungen  \<>n 
r,  ♦/  nach  der  Hogenliinge  *  vorstellen. 

Liissl  man  die  beiden  Ilogenliingen  n  und  x  einander 
werden,  oder  allgemeiner,  lasst  mun  die  Differenz  der  beiden  Rnja-n- 
liingen  gleich  einem  ganzen  Vielfachen  \on  Z  werden,  wo  I  <h) 
Umfang  der  (airve  vorstellt,  so  erfolgt  ein  i\ulhnrih'H  von  E,  nui 
hin  ein  l  nnullit  hii  mlni  der  Ausdrücke  (i.),  (.">.).  Dieses  l  nomUirh- 
w erden  ist  aber,  wie  man  leiehl  übersieht,  in  der  Hegel  nur  «»in 
\<  lirinlitirrs. 

I  in  naher  auf  die  Sache  einzugehen,  denken  wir  uns  je  zw' 
i.m lu  iqiuuhlf  a  und  x  geometrisch  dargestellt  durch  einen  ein/.i^'n 
iilnilrii  Punkt  (fi,  s).  Dieser  lel/tere  soll  in  irgend  einer  Iltiltscbenc 
liegen,  und  in  Uezug  auf  ein  in  dieser  llüllsebene  feslge>i'UI<s 
senkrechtes  Axensystem  zwei  (loordinnlcn  r,  und  x  besitzen,  <ln' 
ebenso  gross  sind,  w  ie  die  Bogenlängen  jener  beiden  dirv»»iipiinkle- 
In  dieser  «x-Kbene  wird  alsdann  eine  Function  /•'(«.*)  i"  "'r''"'1 
einem  Punkte  {c,  s)  stritt/  zu  nennen  sein,  sobald  sie  der  bekannt™ 
Hedingung  genügt,  dass  all'   ihre   Werthdillerenzen   innerlialh  oi"«s 
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ura  den  Punkt  (<r,  *)  beschriebenen  Kreises  durch  Verkleinerung  des 
Kreisradius  unter  jedweden  Kleinheitsgrad  hinabdrückbar  sind.  Solches 
festgesetzt,  gelten  für  die  Ausdrucke  (4.),  (5.)  folgende  Satze: 

Erster  Satz.  -  Ist  die  gegebene  Curve  von  solcher  Heschajfen- 
heit,  dass 

(6.)  0  und  0'  stetige  Functionen  von  a  sind, 

so  werden 

Functionen  von  {a,  s)  sein,  welche  in  der  as -Ebene  allenthalben 
stetig  sind. 

Zweiter  Satz.  —  Ist  die  gegebene  Curve  dei-  Art  beschaffen,  dass 

(7.)  0,  0'  und  0"  stet  ige  Functionen  von  a  sind, 
so  werden 

(7a)  hJ.    *1  hll  und  ÜL 

{ia)  du'  5«'  iW/«'  bs*   una  Ms 

Functionen  von  (a,  s)  sein,  welche  in  der  as -Ebene  allenthalben 
stetig  sind. 

Allgemeiner  Satz«  —  Nimmt  man  an,  es  seien 

(8.)  (i,  0',  0",  0"',  .  .  .  0{n)  stetige  Functionen  von  a, 

so  werden  sdmnttliche  Ausdrücke 

Functionen  von  (a,  s)  sein,  die  in  der  as -Ebene  allenthalben  stetig 
sind. 

Beweiß  des  ersten  SatzeB.  —  Die  Grössen  y,  ^  t  ~  sind  Func- 
tionen von  a  und  *.  Wahrend  aber  y  eine  n  i  c  h  l periodische  Func- 
tion reprasentirt,  sind  ~ ,  ^  periodisch  sowohl  nach  <i,  wie  auch 

nach  s.  Und  zwar  ist  die  Periodenlange  für  jedes  dieser  beiden 
Argumente  =  Z;  wie  sich  solches  z.  B.  aus  den  Formeln  (4.)  sofort 
ergiebt,  falls  man  nur  beachtet,  dass  {,  tj,  |',  »/  periodische  Func- 
tionen von  a  sind  jvergl.  V.,  pag.  4,  5"!,  und  dass  ebenso  x,  g,  x, 
y  periodische  Functionen  von  s  sind.    Denkt  man  sich   also  die 

Akh.nJI.  4.  K.  8.  OMcllMh.  d.  Wi«*.0»ch.  XXIV.  45 
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o* -Ebene  parallel  iliren  beiden  Axen  in  lauter  Quadrate,  jedes  von 
der  Seitenlange  Z  zerlegt,  so  werden  die  Werthe,  welche  ^  oder 

~  in    tincm  dieser  Quadrate  besitzt,  in  jedem  andern  Quadrate 

von  Neuem  und  in  derselben  Anordnung  sich  wiederholen. 

Die  Formel  a  —  s  =  Const.  reprüsentirt  in  der  as- Ebene  ein 
System  paralleler  Linien,  die  gegen  die  a-Axe,  und  ebenso  auch 
gegen  die  s-Axe  unter  45°  geneigt  sind.  Bezeichnet  nun  M  eine 
beliebige  positive  oder  negative  ganze  Zahl,  so  mögen  diejenigen 
unter  jenen  Parallellinien,  welche  durch  die  Formel 

a  —  s  =  MT 

dargestellt  sind,  kurzweg  die  Häuptlingen  heissen.  Diese  Haupt- 
linien sind  (Iquidislant.    Eine  derselben  —  sie  mag  L  heissen  - 


geht  durch  den  Anfangspunkt;  und  die  übrigen  schneiden  die  o-Av 
in  Punkten,  die  in  der  Entfernung  I  auf  einander  folgen. 

Dass  die  Functionen  ^,  ^  in  jedwedem  Punkte  (o,  «),  de 

nicht  auf  einer  Haupllinie  liegt,  »tetig  sind,  unterliegt  keinem  Zweife 
Denn  durch  jeden  solchen  Punkt  (o,  *)  werden  zwei  von  einnmU 
verschiedene  Curvenpunkte  angedeutet  sein,  also  zwei  Punkte,  dere 
E  ^>  0  ist ;  so  dass  sich  also  in  diesem  Falle  die  Stetigkeit  jen< 
Functionen  auf  Grund  der  Formeln  (4.)  leicht  ergiebt. 

Zu  untersuchen  bleibt  also  nur  noch  das  Verhalten  der  Fun' 

tionen  ^  ,  ^  in  denjenigen  Punkten  (a,  *),  die  einer  UaupUinic  a 

gehören.  Und  hierbei  können  wir  uns  auf  eine  dieser  Häuptling 
z.  B.  auf  L  beschranken.    Denn  die  Functionen  werden,  in  Vn\ 
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ihrer  Pcriodicitat,  auf  jeder  andern  Hauptlinie  genau  dasselbe  Ver- 
halten zeigen,  wie  auf  L. 

Für  die  von  (<j,  s)  abhängende  Function  gilt  nach  (4.)  und 
(3.)  die  Formel: 

(a  )  6a  -    £*  +  H1 

Nun  sind,  zufolge  der  Voraussetzungen  (6.),  die  sechs  Grössen 

stetigt'')  Functionen  von  a.  Setzt  man  also  *•  —  a  =  A,  so  erhalt 
man  für  die  Coordinaten 

r  =  3(s)  =  3l>  +  A)  , 
Y  y  =  0»(<)  =  ®(<x  +  A) 


nach  bekanntem  Salze  folgende  Darstellungen: 


(d.) 

,,  =        +  £  ®»  -f-  ^  @"(a  +  ^t  A) , 

wo  #0  #2  unbekannte  positive  echte  Brüche  vorstellen.  Aus  {ti.\  {d.) 
folgt  durch  Sublraction: 

=  =  |  -  x  =  -  A  h?(a)  +  |  &>  +  *,A))  , 

(«.) 

H  =    -  y  =  -  A  +  |  (T(a  +  S,A))  , 

und  hieraus,  unter  Zuziehung  der  Formeln  (/f.): 

(C.)       =    -  H|'  =  ^  (g'(a)(T(a  +  *tA)  -  ®'(«)lT«r  +  *,A))  . 

Subslituirt  man  aber  diese  Wcrthc  (f.),  (f.)  in  («.),  und  beachtet 
man  dabei  die  bekannte  Relation: 

r  + »/"  = 1 »  d  i-  (&w  +  (®w  = 1  -  m-    pj,8-  4i » 

so  hebt  sich  A*  fort;  und  man  erhalt,  indem  man  das  zurück- 
bleibende A  durch  seinen  eigentlichen  Werth  «  —  o  ersetzt,  die 
Formel : 


*)  Man  vorgl.  z.  B.  «Ii«*  Nol«*  p;ig.  31. 
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*(s'(ö)©"K)-@'(a)rK)) 


in) 


in  welcher  rr,  und  o2  Abbreviaturen  sind  für  n  -f-  .V,A  und 
a  +  .V2A.    Demgemites  ist: 

er,  ff) . 

(»/.) 

ff,  =  a  4-        —  ff) : 
so  dass  also  i,  und  <r2  Grössen  vorstellen,  deren  Werthe  zwischen 
a  und  *  liegen.    Mittelst  der  Formel  {rr)  wollen  wir  jetzt  das  Ver- 
halten der  Function  ^  in   irgend  einem  Punkte  p  der  durch  den 

Anfangspunkt  gehenden  Hauptlinie  L  [vgl.  die  vorhergehende  und 
auch  die  folgende  Figur]  näher  untersuchen. 

Für  diesen  Punkt  p  sind  die  beiden  rechtwinkligen  Coordinaten 
ap  und  sp  einander  gleich: 

U  )  ffp  =  sp  . 

Beschreibt  man  nun  um  /j,  als  Centrum, 
einen  kleinen  Kreis  vom  Radius  U,  so  gelten 
für  jedweden  Punkt  (er,  *)  innerhalb  dieses 
Kreises  die  Formeln: 

(x.)  jihs  (<;  —  ffp)  5;  H  ,    ans  (*  —  sp)  ^  H  . 

Ferner  ergiebt  sich  mit  Rücksicht  auf  (/.):  *•  —  a  =  («  —  *p)  —  (a  —  c,), 
also  mit  Hülfe  von  (x.): 

(A)  abs  (s  —  <;)  £  2  Ii . 

Ferner  ist  nach  (/>.):  (o,  —  =  (<j  —  4  ,'>,(«  —  a) ,  also  mit 
Rücksicht  auf  (x.),  (;..): 

«bs  (a,  —  ap)  ^  3  II  ;    und  ebenso  ergiebt  sich  : 


J  «bs  (a,  —  ap)  ^  3  it  ; 
I  «bs  (ff,  —  ffp)  ^  3  /{  . 


(«) 

1  ans  (ff,  -  <,p; 

yt/f  <//<•*<!   Formeln  (x.),  (A.),  (//.)  yWfe»  für  jedweden  Punkt  (0. 
innerhalb  jenes  um  p  mit  dem  ttadius  H  beschriebenen  Kreiset, 
teelc/i'  letzterer  mit  (p,  R)  bezeichnet  sein  mag. 

Da  nun  die  Functionen  J",  (W,  wie  bei  (^.)  betont 
wurde,  durchweg  stetig,  mithin  auch  durchweg  endlich  sind,  so  winl 
man,  in  Anbetracht  der  Relation  (A.): 
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abs  (s  —  a)  S  2  Ii  , 

durch  Verkleinerung  des  Uadius  /{  dafür  sorgen  können,  dass  der 
Nenner  des  Ausdruckes  (//.)  für  alle  innerhalb  des  Kreises  (/*,  II) 
vorhandenen  Punkte  (o,  s)  beliebig  wenig  von  1  abweicht. 

Sodann  wird  man  ferner,  in  Anbetracht  der  Stetigkeil  von 
($',  ©"  und  in  Anbetracht  der  Relationen  («.),  («  .): 

;il)s  (ff  —  a,,)  <;  fl  , 
»Iis  (ff,  —  ap)  !S  3  R  , 
abs  (ff, -(jp)S3Ä, 

durch  weitere  Verkleinerung  von  II  dafür  sorgen  können,  dass  der 
Zahler  des  Ausdruckes  (/;.)  für  alle  innerhalb  des  Kreises  /{)  vor- 
handenen Punkte  (ff,  8)  Schwankungen  darbietet,  die  unterhalb  eines 
beliebig  gegebenen  Kleinheitsgradcs  bleiben. 

Beidos  zusammengefasst,  ergiebt  sich,  dass  jener  Ausdruck  (/,.) 
innerhalb  des  Kreises  (/>,  R)  Schwankungen  besitzt,  die  durch  Ver- 
kleinerung von  II  beliebig  klein  gemacht  werden  können.  Folglich 

ist  die  Function  ^  im  IHtnkle  p  stelig. 

Solches  gilt  für  jedweden  Punkt  p  der  Hauptlinie  L,  und 
also,  in  Folge  der  vorhandenen  Periodicitllt,  auch  für  die  Punkte 

aller  übrigen  Hauptlinien.    Dass  andererseits  die  Function  ^  auch 

stetig  ist  in  all'  denjenigen  Punkten  (ff,  *),  die  nicht  auf  einer  Haupt- 
linie  liegen,  —  darauf  ist  schon  vorhin  aufmerksam  gemacht  worden. 

Folglich  ist  die  Function  ^  auf  der  os-Ebenc  allenthalben  stetig. 
Gleiches  gilt  selbstverständlich  von  \7-  •  —  Q.  e.  d. 

0  s 

Beweis  des  zweiten  und  des  allgemeinen  Satzes.  —  Der  Beweis 
des  zweiten  Satzes  ist  dem  des  ersten  analog.  Ks  mögen  daher 
hier  nur  einige  Andeutungen  ihre  Stelle  finden. 

Aus  den  Voraussetzungen  (7.)  des  zweiten  Salzes  ergiebt  sich 
sofort,  dass  die  acht  Functionen 

stetige  Functionen  sind.  Setzt  man  also  s  —  o  =  A ,  so  ergeben 
sich  z.  B.  für  die  Grössen 
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.;•  =       {s)        $  (ff  +  A) 

die  Darstellungen: 

*  =        +  j  Ö»  +       &"(a)  4-  ~-  &'>  +     A)  , 

-  5'(ff)  +  *  3»  +  %  +  0' A) ' 

wo  tV,,  0,  positive  echte  Brüche  vorstellen.    Demgemass  winl : 

(y.)       =  =  |  -  .i  =  -  A  (fc>)  +  f  «V»  +       ff>  +  . 

Suhstituirl  man  jetzt  die  Werllie  («.),  (;.),  sowie  auch  die  mit 
(/?.),  (;-.)  analogen  Werthe  der  Grössen  y,  y',  H,  in  den  Formeln  (5.). 
und  beachtet  man  dabei  die  Relation 

r  +  i''  =  i ,  d.i.  w  +  iw-i  , 

so  erhalt  man  /.  B. 


(«.) 


(«•) 


-h        4-         —  +  f/,  A» 
öa1  ^  1  +  H',  A  -f-  H'tAs  •  •  •  '+"  »»'.'A»  ' 

Ä*y        r+  V,A_4-  4-  r4A« 

aaÖÄ  ~  t  4-  '»V,A  4-  »V',A"  •  +  H',A» 


wo  die  I/,  V,  IV  Grössen  vorstellen,  die  durchweg  endlich  bleiben; 
so  dass  also  die  absoluten  Werthe  dieser  U,  V,  IV  durchweg  <  M 
sind,  wo  itf  eine  bestimmte  endliche  Constante  vorstellt.  Ueberdies 
erhall  man  z.  B.,  was  die  Formel  (<).)  betrifft,  für  das  erste  Glied 
des  Zahlers  den  Werth: 

<£•)  =  -  ^  (&»»»  -  Ö'(*)3»)  (g'(ff)o"(ff)  +  @'(ff)@») 

+  3  («»©"'(ff  4-         -  ®'(a)S"'(ff  +  , 

wo  und  #2  unbekannte  positive  echte  Brüche  vorstellen,  von  denen 
der  erstere  identisch  ist  mit  dem  in  (ß.). 

Markirt  man  nun,  ebenso  wie  vorhin,  in  der  an- Ebene  auf  der 
Hauptlinie  L  einen  Punkt  und  beschreibt  man  um  p  einen  kleinen 
Kreis  vom  Radius  Ii,  so  kann  man  durch  Verkleinerung  von  R  dafür 
sorgen,  dass  die  Differenz  A  =  a r  —  a  für  alle  innerhalb  dieses 
Kreises  befindlichen  Punkte  beliebig  klein  wird,  dass  mithin  der 
Ausdruck  (d.)  für  all'  diese  Punkte  beliebig  wenig  von  U  abweicht. 
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Sodann  aber  kann  man  durch  weitere  Verkleinerung  von  II  dafür 
sorgen,  dass  die  Schwankungen  dieses  U  (f.)  fUr  alle  Punkte  inner- 
halb jenes  Kreises  beliebig  kleiu  werden.     Folglich  ist  die  durch 

b*y 

(o,)  dargestellte  Function  r-4  eine  Function  von  (a,  s),  welche  im 

Punkte  p  stetig  ist.    U.  s.  f. 

In  solcher  Art  gelangt  man  zur  Constntirung  des  zueilen  Salzes, 
und  in  ahnlicher  Art  auch  zur  Constatirung  des  in  (8.),  (8a.)  ange- 
gebenen allgemeinen  Satzes. 

Beiläufige  Betrachtungen.  —  Die  von  *•  nach  o  gehende  Seeaale 
(Fig.  pag.  63)  verwandelt  sich,  sobald  man  s  nach  o  rücken  liisst, 
in  die  in  o  an  die  Curve  gelegte  Tangente.  Mit  andern  Worten : 
der  Winkel  verwandelt  sich  für  E  ~  0  in  das  Azimuth  0  der  ge- 
nannten Tangente.    DemgemUss  steht  zu  vermulhen,  dass  auch  die 

Ableitungen  \-  ,      ,        ,     *  ?  ,  \-£  .  elc.  für  E      0  in  einfache 
D     bo     bs     da1     babs  bs* 

Beziehungen  treten  werden  zu  den  Ableitungen  0'  =  ~r~  ,  U"  —  -r-f  , 

elc.  Um  hierauf  naher  einzugehen,  notiren  wir  zuvörderst  die  aus 
(3.)  und  (2.)  pag.  64  entspringenden  Formeln: 

B  cos  y  sb  £  —  x  , 

E  sin  y  ='/  —  !/  ■ 

Hieraus  folgt  durch  DilTerenlialion  nach  «: 

r —  cos  y  —  /;  sin  y   '  =  $  =  cos  ff  . 
ba       1  '  ba 

bF  by 

sin  y  -j-  E  cos  y   £  =  i;'  =  sin  0  ,  [vgl.  (C.)  pag.  3], 

d  E  b  y 

oder,  falls  man  diese  Gleichungen  nach  ^~  un('  $0  auflost : 

(ß.)  BjZ  =  sin  (0  —  y)    und    ^  =  cos  (0  —  y)  . 

In  analoger  Weise  ergeben  sich  aus  {A.),  falls  man  nicht  nach 
o,  sondern  nach  *  diflerenzirt,  die  analogen  Formeln: 

b  v  bE 
(C.)  =  -  sin  (t  -  y)    und    -—  =  —  cos  (<  -  y) , 

OS  0  s 

wo  /  das  Azimuth  der  im  Punkte  s  an  die  Curve  gelegten  Tangente 
vorstellt. 


)initizcci 
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C  Neumann, 


Differenzirl  man  jetzt  die  erste  der  beiden  Formeln  (/?.)  noch- 
mals nach  o,  so  ergiebt  sich  mit  Rücksicht  auf  die  zweite: 


oder,  was  dasselbe  ist: 


(IM 


,os  (//  -  y)  =  ^ 


Hieraus  folgt,  falls  man  abermals,  und  zwar  einmal  nach  <r,  da» 
andere  Mal  nach  s  dillcrenzirt,  und  dabei  die  Gleichungen  (It.),  (f.) 
rechter  Hand  berücksichtigt, 


(/;.) 


Äff' 


da 


sin  (0  — 


(/•".} 


n»s  (0  —  ;')  — 


Ä(-  y) 


sin  (0  —  y)  r-- 


wobei,  was  die  Ableitung  der  letzten  Formel  betrilTl,  zu  beachten 
ist,  dass  0  nur  von  a  abhängt,  nicht  aber  von  «. 

Liisst  man  jetzt  die  beiden  Punkte  «  und  a  miteinander  coin- 
cidiren,  also  y  =-  0  =.  t  und  E  —  0  werden,  so  gewinnen  die 
Formeln  (I).),  (#.),  (F.)  die  einfachere  Gestalt: 


da 


-0  , 


(«.) 


öa«  ' 


für  /i  =  0  ; 


und  hieraus  folgt  sofort: 


fry        <  (10 

da   ~~  <i  da 


(II) 


\  d*0  t 


dar 

»V  _  

öads      6  (/a4 


3  da« 
<  </«0 


3'"< 


für  /:  =  0  . 
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In  wie  weil  diese  beiläufigen  Betrachtungen ,  und  namentlich 
die  Formeln  (//.)  zuverlässig  sind,  wird  man  mittelst  der  vorhin  auf- 
gestellten Satze  (pag.  05)  leicht  zu  beurlheilen  im  Stande  sein. 


§  12. 
Einige  Hülfssätze. 

Ks  sei  A  eine  gegebene  positive  Konstante.     Ferner  .sei  : 

(1 .)  J{s)  =  /  ip(a)  F{o,  s)da    und    it<°ij)  ,)  ; 

• '  0  S 

0 

und  zwar  mögen  die  Functionen  ip  (n),  F(n,  «),  (i  (a,  s)  periodisch  ]-) 
sein,  der  Art,  dass  jede  derselben  ungeändert  bleibt,  sobald  man  a  oder 
s  um  die  Konstante  5!  anwachsen  lässt.  Lk'berdies  sei  vorausgesetzt, 
dass  ip(a)  längs  der  a-Ajce,  und  «),  G(a,s)  in  der  as-Ebcnc 

uberall  stetig  sind.    Alsdann  gelten  folgende  Sätze: 

Erster  Satz.  —  Die  durch  (I.)  defmirte  Function  J{s)  besitzt  für 
jedieedes  s  einen  bestimmten  IH/ferenlialguotienten.  Und  dieser  Uifje- 
rentialquolient  ist  darstellbar  durch  die  Formel: 

0 

Zweiter  Satz.  —  Der  soeben  genannte  Differentialguotienl  ist  eine 
durchweg  stetige  Function  von  s. 

Beweis  des  ersten  Satzes.  —  Nach  (I.)  gilt  für  zwei  beliebige 
Argumente  *  und  s,  die  Formel: 


(-1.) 


J{st)-J(S)=r*f{o)F{^st)-F(o,s)tja 
s.  — s         J  s.  —  s 

1  o  4 


Beachten  wir  nun,  dass  F(a,s)  und  d  («,  s)  nach  unserer  Voraus- 
setzung stetige  Functionen  von  s  sind,  und  in  der  in  (I.)  ungegebenen 
Beziehung  zu  einander  stehen,  so  ergiebt  sich  nach  bekanntem  Salze : 


s4  —  s 


wo  »*  einen  unbekannten  Mittelwerth  zwischen  s  und  *,  vorstellt, 
der  Art,  dass  entweder  s  <  **  <C  s,  oder  8  >  **  >  *t  ist.  Dem- 
gemäss  kann  man  die  Formel  (A.)  auch  so  schreiben  : 

r)  Absichtlich  beschränken  wir  uns  nämlich  hei  Aufstellung  dieser  llülfssülzc 
auf  solche  Kalle,  die  weiterhin  wirklich  gebraucht  werden. 


C  NütlMANN. 


1  0 

oder,  was  dasselbe  ist,  auch  so : 

*  \l  0 

Hieraus  folgt  sofort: 

(r:.)     ;ihs  ,(  )  -/'vM^'K  *■)''»)  c  M /  i,l,s  i''(ff.  O- '»('/,  *)Trfo  • 

wo  M  ilen  absolut  grössten  Herlh  der  Funclion  f/  (a)  vorstellt. 

Verstellt  man  nun  unter  t  einen  beliebig  gegebenen  Kleinheits- 
grad, und  unterwirft  man,  bei  festgehaltenem  s,  das  Argument  sx  der 
Bedingung 

(D.)  i.bs  (5,  -j)SA', 

wo  A'  eine,  positive  (konstante  sein  soll,  so  wird  man  durch  gehörige 
Verkleinerung  dieser  Conslantc  Ä  dafür  sorgen  künnen ,  dass  die 
rechte  Seite  der  Formel  (C)  für  sUmmtliche  der  Bedingung  (D.) 
entsprechenden  Werlhe  von  «,  kleiner  als  *  bleibt.  Denkt  man  sich 
diese  (bis  jetzt  noch  unbewiesene)  Behauptung  als  richtig  constatirt, 
so  ergiebt  sich  alsdann  aus  der  Formol  (C.)  sofort,  dass  die  Function 
J(s)  im  Punkte  *  einen  Differenlialquotienten  besitzt,  und  dass  der 
Werth  dieses  Differenlialquotienten  durch  das  in  (C.)  auf  der  linken 
Seite  stehende  Integral  dargestellt  ist.  Kurz,  es  ergiebt  sich  alsdann 
aus  jener  Formel  (G\)  die  Richtigkeit  des  hier  zu  beweisenden  ersten 
Satzes. 

Um  nun  jene  Behauptung  als  richtig  zu  constatiren,  bemerken 
wir  zuvörderst,  dass  die  periodische  Function  (l  (o,  s),  zufolge  unserer 
Voraussetzungen,  in  der  as- Ebene  allenthalben  sielig  ist.  Nach 
dem  HKUK-Lt-ROTii'schen  Satze  muss  daher  eine  positive  Constaute  R 
von  solcher  Kleinheit  existiren,  dass  die  Werthdifferenz  der  Function 
G  (o,  s)  für  jedwedes  /{-Punktpaar -j) 


^  M.4 

V)  Unter  einem  R-l'unktpaar  verstehe  ich  irgend  zwei  Punkte  (tf\  s)  und 
(</",  s"),  deren  gegenseitiger  Abslnnd  S  R  ist.  Man  erhall  also  eine  anschauliche 
Vorstellung  eines  solchen  fl-Punktpaares ,  wenn  man  sich  zwei  Punkte  denkt,  die 
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ist.  Nehmen  wir  jetzt  die  so  definirle  Conslanlc  It  an  Stelle  von  A'  in 
der  Bedingung  (D.),  und  beachten  wir,  dass  stets  zwischen  s  und 
s,  liegt,  so  haben  wir  es  alsdann  nur  noch  mit  solchen  Argumenten 
*,  *,  und  h*  zu  thun,  die  den  Formeln  entsprechen: 

abs  (s,  —  s)  ^  R  , 

abs  {s*  —  s)  S  Ii  . 

Aus  der  letzten  Formel  folgt  sofort,  dass  die  beiden  Punkte  (ff,  x) 
und  («,  $*),  welchen  Werth  man  dabei  dem  a  auch  zuerlheilen 
mag,  stets  ein  /MVmktpaar  bilden,  dass  mithin  die  WerthdilTerenz 
der  Functiou  G(a,x)  für  diese  beiden  Punkte  («,*•)  und  (ff,«')  stets 

<^  ^  j  ist.    Um  die  Hauptsache  hervorzuheben:  Nimmt  man  für  K 

die  vorhin  deünirle  Constanle  Ii,  so  wird  stets  die  Relation  stattfinden: 

abs  [i;(o,  &*)  -  <l(o,  s)}  <  j^-j  , 

und  es  wird  daher  alsdann  die  rechte  Seite  der  Formel  (C.)  stets 
f  sein.    —  Q.  e.  d. 

Beweis  des  zweiten  Satzes,  —  Es  ist  nachzuweisen,  dass  die 
Function 

(L.)  U(s)  —  J  if  (ff)'/(ffT  s)do 

eine  stetige  Function  von  s  ist. 

Nun  ergiebt  sich  aus  (L.)  ohne  Weiteres: 

(M.)  £,'(*,)  -  U(S)  = fif, (ff)  f,(a ,  st)  -  C.{ay  s)  da  , 

mithin : 

(.V.)  abs  [*/(*,)  -  U(s)}  <Z  Mf  abs  [o(ff,  .v,)  -  o'(ff,  «)]  r/ff  , 

wo  wiederum  M  den  absolut  grossten  Werth  der  Function  g  (ff)  vor- 
stellt. 

durch  einen  biegsamen  Faden  von  der  Länge  H  an  einander  gefesselt ,  ,-m  Uebrigcn 
aber  von  willkürlicher  Lage  sind.  —  Unter  der  Werthdifferenz  der  Function  G  (ff,  s) 
für  ein  solches  /?-Punktpaar  ist ,  was  wohl  kaum  noch  der  Frwähnung  bedarf,  die 
Differenz  derjenigen  beiden  Werthe  zu  verstehen,  welche  die  Function  G(ff,  *)  in 
dem  einen  und  dem  andern  Punkte  dieses  Paares  besitzt. 


r  . 
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Ist  nun  t  ein  beliebig  gegebener  Klcinhcitsgrad,  und  unterwirft 
man,  bei  festgehaltenem  *,  das  Argument  #,  der  Bedingung: 

jiI>8  (.v,  —  s)  ^  A" . 

so  kann  man,  ähnlich  wie  vorhin,  diese  Constante  K  so  klein  machen, 
dass  die  Differenz  G{a,  *,)  —  G(o,  «),  welchen  Werth  man  dabei 
dem  o  auch  zuertheilen  mag,  ihrem  absoluten  Betrage  nach  stets 

<  j^p-  bleibt,  und  dass  also  die  rechte  Seite  der  Formel  (iV.)  stets 

<  f  bleibt.  —  Q.  e.  d. 

Dritter  Satz.  —  Es  seien  zwei  Functionen  f(x)  und  <f(x)  </f- 
f/ffc»»,  die  auf  der  .r-Axe  in  Eis  treckung  eines  gegebenen  Intervall* 
ab  stetig  sind.  Ausserdem  sei  bekannt,  dass  die  Function  if(x)  in 
jedem  Punkte  innerhalb  ab  den  Di/ferenlialguotienten  von  /*(.r)  rc- 
präsentirt.  —  Alsdann  wird  solches  auch  der  Fall  sein  in  den  beiden 
Endpunkleu  des  Intervalls,  d.  i.  in  a  und  in  b. 

Beweiß.  —  Markirl  man  irgendwo  innerhalb  ab  einen  Punkt 
«„  und  sodann  irgendwo  innerhalb  aat  einen  Punkt  x,  so  muss,  zu- 
folge der  gemachten  Voraussetzungen, 

I  1  1 

(I  £  .r.       n,  b 

innerhalb  ax  ein  Punkt  £  exisliren,  welcher  der  Formel  entspricht: 

i     ^  /V)  —  A«)  ,tr> 

wie  sich  solches  aus  bekannten  8111200*)  leicht  ergiebt. 

Es  sei  nun  t  ein  beliebig  gegebener  Kleinheitsgrad,  und  man 
denke  sich,  was  zufolge  der  gemachten  Voraussetzungen  stets  mög- 
lich ist,  den  Punkt  a,  so  nahe  an  a  gelegen,  dass  die  Schwankung 
der  Function  tp(x)  in  Erslrcckung  des  Intervalls  aax  kleiner  als  t 
ist.    Alsdann  geht  die  Formel  (p.)  Uber  in: 

„.)  M^^  =  v(U)  +  ee, 

wo  9  einen  unbekannten  echten  Bruch  vorstellt.    Diese  für  jeden 
Punkt  x  innerhalb  o  a,  gültige  Formel  (g.)  zeigt  aber  sofort,  dass 
der  Differentialquotient  von  f(x)  im  Punkte  a  ist.  —  Q.  c.  d. 


*)  Man  vgl.  z.  B.  das  Werk  von  Tannkry:  lntroduction  a  ta  Theorie  de*  Func- 
tions, Paris  1886.  pag.  832. 


Digitized  by  Google 


77]       I'ebeb  die  Methode  des  arithmetischen  Mittels.    Abu.  II.  639 


§  13. 

Ein  wichtiges  Theorem,  das  duroh  die  Methode  des  arithmetischen 
Mittels  für  die  Ableitungen  der  FundameDtalfunotionen  sich  ergiebt, 

Wir  heginnen  mit  einem  bereits  früher  bewiesenen  Satze  [vgl. 
Abh.  1,  pag.  77  —  79,  sowie  auch  die  dortige  zweite  Bemerkung 
auf  pag.  115].  Beschranken  wir  uns  dabei,  was  nur  der  Einfach- 
heit willen  geschieht,  auf  den  Fall,  dass  die  Curve  keine  Ecken  hat, 
so  lautet  jener  Satz  folgendermassen : 

Haoptsatz.  —  Ist  längs  der  yeyebenen  Curve  eine  Function  der 
Bogenlänge  f  =  f[a)  vorgeschrieben,  und  setzt  man  voraus,  dass 

U  und  /'  st  et  ine  Functionen  von  a  sind,  und  dass  (i 
überall  ">  0  i*f, 

so  existiren  stets  zwei  den  }Verthen  f  entsprechende  Fundamental- 
functionen  <t>  und  V  der  Gebiete  %  und  %  d.  h.  zwei  Fundamenlal- 
functionen  <t>  und  V  dieser  Gebiete,  deren  Randwerthe  mit  jenen  Wer- 
tlten  f  identisch  sind.  Diese  Functionen  sind  wirklich  construirbar. 
Und  zwar  ist  hinsichtlich  ihrer  Constitution  Dreierlei  zu  bemerken  : 

I.  —  Denkt  man  sich  von  f  aus  der  Heilte  nach  die  Functionen 
gebildet : 

(*•)  -  TftV)(do),  , 

clc.  etc., 

so  werden  diese  j\[n>  für  n  —  oo  gegen  eine  bestimmte  endliche  Con- 
stante  C  convergiren. 

II.  —  Setzt  man  sodann: 

!«  +  <C-fl  +  (C-  /•<")  +  (C  -  /(«>)  +  +  ...., 
lJ°  >}  =  -  (C  -  f)  +  {('  ~  /<4>)  -  (C  -  /<«>)  +  , 

vo  werden  diese  Reihen  stets  convergent,  und  die  durch  sie  definirlcn 
Functionen  £,  /,  stetige  Functionen  der  Rogenlänge  sein*). 

*)  In  Betreff  der  Formeln  (<.),  (:).)  sei  Folgendes  bemerkt  :   Sind  :iuf  der  pe- 


(Iii) 


C.  Nbumann, 


III.  —  Mittelst  der  (lonstante  C  und  der  Functionen  £,  tt  «mi 
mm«  endlich  jene  Fumlamentalfunctionen  <t>  und  Y  für  jeden  Punkt  a 
innerhalb  91,  und  für  jeden  Punkt  j  innerhalb  3  folgen  derma*** 
darstellbar: 

Tt*r 

(4.) 

Es  werden  also  z.  D.  für  jedweden  Curvenpunkt  s  die  Convergenzuerthe 
<t>OJ  und  V>f  mit  dem  in  s  vorgeschriebenem  Werlhe  ft  identisch  sein. 

Bemerkung.  —  Dass  dieser  Salz  bei  unsern  gegenwärtigen  Betrach- 
tungen d.  h.  für  die  von  uns  dettrminirten  Curven  (pag.  i)  ein  absolut 
strenger  isl,  geht  hervor  aus  unseren  früheren  Erörterungen  (pag.  IS — 2"H 

Aus  den  Formeln  pag.  24  ergiebl  sich  mit  Rücksicht  auf  die 
gegenwärtigen  Voraussetzungen  (1.)  sofort: 


(5.) 


f  [da)s  =  it  , 


sodass  man  also  die  Formeln  (2.)  auch  so  schreiben  kann : 

i.  n. 


(«.) 


c  —  fs{i)  =  If  (c  -  f)(do),  , 
C-f^  =  lJ\c-f^)(<to)t, 

C  -  f^  =  Irl (C  ~  f(t))ida)>  ' 
C-fs{t)-  lf(C-f<3))(do)Sf 


etc.  etc. 


+  « 
+  < 


elc.  olc. 


+  1 

-  \ 

-  t 


gebenen  Curve  irgend  zwei  Punkte  mit  den  Bogenlängen  a  und  s  markirt,  so  be- 
zeichnen wir  die  Werlhe,  welche  die  Function  f  in  diesen  beiden  Punkten  besitzt,  mit 
f(a)  und  /"(#),  oder  auch  mit  fa  und  fs.  Und  häufig  werden  wir. dabei  stall  f„  auch 
das  nuckle  f  schreiben.  Ebenso  verfahren  wir  bei  allen  andern  Functionen  der  flo&m- 
länge,  bei  /<•>,  f&,  etc.,  bei  £.  i;,  etc.   Es  ist  also  z.  B. 

Demgemäss  sind  in  (2.)  unter  f,  /*(,),  /"<*),  etc.  die  Werlhe  dieser  Functionen  im 
Punkte  tf,  d.  i.  an  der  Stelle  des  Ciirvcneleinenles  da  zu  verstehen;  während  «lü>  da- 
selbst Unker  ttand  betindlichcn  ft,  /,('>,  ft^\  etc.  dem  Punkle  *  zugehören. 
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wo  C  dieselbe  Constante  sein  soll,  wie  in  (3.)  und  (4.).  Mulliplicirt 
man  diese  Gleichungen  einmal  mit  den  Facloren  I.,  das  andere  Mal 
mit  den  Facloren  II.,  und  addirt  jedesmal,  so  erhält  man,  mit  Rück- 
sicht auf  (3.),  die  erste  und  zweite  der  folgenden  beiden  Formeln: 

^  -     -/,)  =  + 4/^'' • 

a)  i  r 

rit  +  (C  -  fs)  -  -   -j  i,-(rfer),  . 

Zieht  man  nun  von  *  aus  zwei  Strahlen  nach  den  Punkten  a  und 
a  -f-  da,  und  bezeichnet  man  die  Azimulhe  dieser  beiden  Strahlen 
gegen  die  x-Axe  mit  y  und  y  -j-  dy,  so  ist  oirenbar:  (da\  —  dy, 
oder  genauer  ausgedrückt: 

"'»>• = Z ■ 

sodass  man  also  die  Formeln  (7.)  auch  so  schreiben  kann: 
(8.) 

Lassen  wir  jetzt  zu  den  Voraussetzungen  (1.)  noch  die  hin- 
zutreten, dass  0'  und  0",  ebenso  wie  0  selber,  stetige  Functionen 
der  Bogenlänge  «  sein  sollen,  so  werden  (zweiter  Salz  pag.  65)  die 
Grössen 

by      by       b*y       b*y  b*y 

{  -]  ba  '■    bs  '    ba^  '    bs*  '  d7d7 

Functionen  von  (a,  *)  sein,  die  in  der  o« -Ebene  allenthalben  stetig 
sind.  Beachten  wir  aber  dies,  und  beachten  wir  ausserdem  [vgl. 
(3.)],  dass  $  und  rt  stetige  Functionen  von  a  sind,  so  ergiebt  sich, 
auf  Grund  der  Satze  pag.  73,  aus  den  Formeln  (8.)  Dreierlei, 
nUmlich  erstens,  dass  die  Functionen 

S,-iC-f,)  rt,  +  (C-fs) 

nach  der  Bogenlänge  *  diflerenzirbar  sind,  ferner  zweitens,  dass 
diese  Difleienliak|uotienlen  die  Werthe  haben: 


MO.) 


<ts  J  '*  bobs  ' 
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und  endlich  drittens,  dass  diese  Differentialquotienten  stetige  Func- 
tionen von  *  sind.    Also  folgender 

Erster  Zusatz.  —  Halt  mau  fest  an  den  Vorstellungen  und  llt- 
zeichnungen  des  Hauptsatzes  (pag.  77),  indem  man  zu  den  dort'ujen 
Voraussetzungen  noch  die  hinzufügt,  dass 

^  ^  0'  und  0",  ebenso  wie  0  selber,  stetige  Functionen  der 

Bogenlänge  a  sein  sollen, 

so  wird,  als  Folge  hiervon,  zu  der  schon  früher  vorhandenen  Stetigkeit 
von  £,  tj  noch  die  Existenz  und  Stetigkeit  der  Differential- 
uuolienten  *); 

«t.)  !M  +  £!  ,„„  ni -n 

da  da 

hinzutreten.     Dabei  aber  bleibt  die  Existenz  und   Stetigkeit   von  ^ 

dt  df 
und       ebenso  fraglich,  wie  die  Existenz  und  Stetigkeit  von  ~  • 

Fügt  man  jetzt  zu  den  schon  gemachten  Voraussetzungen  noeb 

die  hinzu,  dass  der  Diflerentialquolient  /"  =  ^  existirt,  und  da^ 

derselbe  eine  stelige  Function  von  a  ist,  so  ergiebt  sich  auf  Grund 

des  Satzes  (12.)  sofort,  dass  ~  und  ^  ebenfalls  existiien,  und 
v     '  da  da 

ebenfalls  stetige  Functionen  von  asind;  sodass  man  also  alsdann  den 
Formeln  (10.)  die  Gestalt  geben  darf: 

Diese  Formeln  aber  redlichen  sich,  weil  die  Grössen 

ebenso  wie  £,  ^  und  die  Ausdrücke  (9.),  periodische  und 

stetige  Functionen  von  o  sind,  auf  folgende: 


*)  Vgl.  ,liu  Note  |»nK.  77,  18. 


i 
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(13.) 


« s  ir  J  da  ds 

—  A)  _  ,  < 

rfs  itj  da  bs 


An  dies«  Fonncln  (1 3.)  sehliessen  sich  analoge  Folgerungen  wie 
vorhin  an  die  Formeln  (8.).  In  der  Thal  ergiebt  sich  aus  den  For- 
meln (13.),  und  zwar  wiederum  auf  Grund  der  Salze  pag.  73, 
Dreierlei,  nämlich  erslens,  dass  die  Ausdrücke 

ds  ds 

nach  der  Bogenlänge  s  differenzirbar  sind;  ferner  zweitens,  dass 
diese  Diffcrentialquolicntcn  die  VVerlhe  haben: 

ds*  71 J  da  bs*  ' 

(Ii) 

und  endlich  drillens,  dass  diese  DitTerenlialquolienlen  *fc%c  Functionen 
von  *  sind.    Also  folgender 

Zweiter  Zusatz.  —  Fügt  man  zu  den  im  Hauptsätze  und  im  ersten 
Zusätze  gemachten  Voraussetzungen  noch  die  hinzu,  dass 

^  der  Di/ferentialquolienl  f  =  ~  existirt,  und  dass  der- 

selbe eine  stelige  Function  von  a  ist, 
so  tritt,  als  Folge  hiervon,  zur  Existenz  und  Stetigkeit  von  £,  it  auch 
noch  die  Existenz  und  Stetigkeit  von 

hinzu.    Dabei  aber  bleibt  die  Existenz  von  -j-i  und       ebenso  fraglich, 

•    j-  d*f 
wie  dte  von 

da1 

Fugt  man  schliesslich  zu  den   bis  jetzt  gemachten  Voraus- 
setzungen (I.),  (11.)»  (15.)  noch  die  hinzu,  dass  der  Dillerential- 
d*f 

quolienl  f"  =        exisliren,  und  eine  abtheilungsweis  stetige  Function 

von  o  sein  soll,  so  hat  man  alsdann  in  Betreff  der  Functionen  0  und 
f  im  Ganzen  folgende  Voraussetzungen: 

jO,  Ö\  0"  stetig,  und  6'  Uberall  >  0, 

("•) 


[0,  0',  t 

\f,r  si 


stetig,  und  f"  abtheilungweise  stetig; 

Abhandl.  d.  K.  S.  OvmIIm*.  d.  WiMen.eh.  XXIV.  46 
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und  in  Betreff  der  Functionen  £,  tj  folgende  Resultate: 

(ä.)  £,  »/,  {\  j/  stetig,  und  £"  if  abtheilungsweis  stetig*  ^ 

Aus  diesen  Resultaten  (/?.)  folgt  nun  aber  sofort,  dass  die  in  lii 
genannten  Fundanientalfunclionen 

%=c  +  ^/  'AM 

dem  Theorem  ,  (pag.  49)  sich  subordiniren,  so  dass  man  also  zu 
folgendem  wichtigen  Satze  gelangt: 

Theorem  * ' )•  — ■  Ist  längs  der  gegebenen  geschlossenen  Cum  m 
Function  f  =  f(a)  vorgeschrieben,  und  setzt  man  voraus,  dass 

0,  0\  0"  und  f,  f  sletiye.  Functionen  von  o  sind,  du 
(17.)  ferner  f"  eine  abtheilungsweis  stetige  Vunriw 

von  o  ist,  und  dass  endlich  0'  überall  >  0  ist, 

so  werden  die  jenen  Werthcn  f  entsprechenden  Fundamcntalfunciww 
<t>  und  V  der  Gebiete  %  und  3  nicht  allein  existiren,  sondern  zugltici 
auch  von  solcher  lieschaffenheit  sein,  dass  die  vier  Ausdrücke 

inclusive  ihrer  Convergenzwerlhe,  wiederum  vier  theils  zu  *}l  theils  :« o 
gehörige  F u n  d a  m  e n ta  Ifunctione n  repräsenliren . 

üebrigens  kann  man  diesem  Theorem,  welches  die  Grundlage 
der  weiteren  Untersuchungen  bildet,  wie  man  leicht  übersieht,  auch 
folgende,  vielleicht  noch  etwas  durchsichtigere  Fassung  geben: 

Andere  Form  des  Theorems.  —   Sind  die  Voraussetzungen  [Vi  ' 
erfüllt,  so  existiren  d r e i  Fu  n d a  m  enlul  fu  n  c  t  i o  n  e  n  <t>,  <P, , 
Gebietes  s}\,  von  denen  die  erste  die   vorgeschriebenen  Handwerk  I 

*)  In  der  That  ergeben  sich  diese  llesultalc  ohne  Weiteres  aus  dem  Iclzlf« 
salze,  falls  man  nur  beachtet,  dass  die  Differentiationen  nach  O  augenblicklich 
Accentc  angedeutet  sind. 

'*)  Dickes  wichtige  Theorem  wurde  bereits  vor  zehn  Jahren  vom  Verf.  ohne  Be- 
weis mitgetheilt  in  den  Bor.  d.  Kgl.  Sachs.  G.  d.  W.,  1878,  pag.  50  u.  5!.  Man  ^ 
auch  die  Math.  Ann.,  Bd.  IG,  pag.  448. 
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besitzt,  während  gleichzeitig  für  jedweden  von  der  Curvc  getrennten 
Punkt  a(x,  y)  die  Relationen  stattfinden: 

09.)  und    g  =  *,.  (!) 

Desgleichen  werden  alsdann  drei  Fundamental  funclionen 
H1,  V,,  V,  des  Gebietes  3  existiren,  die  für  jedweden  von  der  (lurve  ge- 
trennten Ihtnkt  j(x,  y)  den  Relationen  entsprechen 

(to.)  ,-T-<r,  «„</  ,!) 

»»</  i?o»  (Zewen  die  erste,  nämlich  Y,  die  vorgeschriebenen  liandwerlhc  f 
besitzt. 

Die  Formeln  (19.),  (20.)  beziehen  sich,  wie  durch  das  Zeichen 
(!)  angedeutet  ist,  nur  auf  solche  Punkte,  die  von  der  Curve  durch 
irgend  welchen,  wenn  auch  noch  so  kleinen,  Zwischenraum  getrennt 
sind.    Und  es  bleibt  also  bei  dem  vorstehenden  Theorem  die  Existenz 

d0  h0 

und  Beschaffenheit  der  Ableitungen  ^- - .  ^  ,        —  für  solche  Punkte, 

die  auf  der  Curve  liegen,  völlig  dahingestellt. 

L  ebrigens  lasst  sich  leicht  zeigen,  dass  die  genannten  Ableitungen, 
wenn  auch  die  Voraussetzungen  (17.)  erfüllt  sind,  in  einzelnen  Punkten 
der  gegebenen  Curve  nicht  existiren.  Ist  z.  B.  die  Curve  ein  Kreis, 
und  denkt  man  sich  an  diesen  Kreis  eine  Tangente  L  gelegt,  parallel 
der  x-Axe,  so  wird  die  Function  V  (die  Fundamentalfunelion  des 
innern  Gebietes)  längs  der  Linie  L  nur  in  einem  einzigen  Punkte, 
nämlich  nur  im  Berührungspunkte  delinirl  sein.     Folglich  wird  der 

Ditl'erentialquolient    ^  in  diesem  Berührungspunkte  nicht  existiren; 

so  dass  also  dieses  auf  den  Berührungspunkt  angewendet,  ein 
leeres  Zeichen  sein  würde,  ohne  irgend  welchen  Sinn.    LI.  s.  w. 


§  u. 

Weitere  Sätze  über  die  Ableitungen  der  Fondamentalfunotionen. 

Die  durch  die  letzten  Worte  des  vorigen  Paragraphs  angeregten 
Fragen  linden,  insoweit  sie  das  innere  Gebiet  3  betreffen,  ihre  Be- 
antwortung durch  folgende  Satze: 

*6» 
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Erster  Satz,  —  Es  mag  vorausgesetzt  sein,  das«  für  das  von  der 
gegebenen  Curve  umschlossene  Gebiet  3 

drei  Fundamentalfunctioneu  LI,  t/, ,  Ut  existiren,  welche 
tn  jedwedem  lenkte  (x,  y)  innerhalb  3  den  Inflationen 
('•)  entsprechen: 

Alsdann  wird  für  jeden  hinkt  p  innerhalb  3  ww^  /"r  rww  f 

ausgehende  Richtung  r  die  Formel  stattfinden  : 

(2.)  (h  =  £rt  cos  y  -f  f/t  sin  ^  , 

mo  /  (/</*  Azimulh  der  Richtung  r  gegen  die  x-Axe  vorstellt. 

Und  diese  Formel  (2.)  wird  auch  dann  noch  gültig  sein, 
wenn  p  am  Rande  von  3  Hegt,  vorausgesetzt,  dass  man  zur  Hichtung  r 
ein  dem  Gebiete  3  angehörendes  Linienelement  pq  wählt,  welches  mit 
dem  Rande  von  3  nur  allein  den  Punkt  p  gemein  hat.  Dabei  bleibt  ex 
übrigens  gleichgültig,  ob  dieses  Linienelement  pq  in  p  mit  dem  Rande 
irgend  welchen  Winkel  macht,  odci'  ob  es  den  Rand  daselbst  tangirt. 

Zweiter  Satz.  —  Fügt  man  zur  Voraussetzung  (\ .)  noch  die  hinzu, 

dass 

(3.)  0  und  Ii  stetige  Functionen  der  Rogenlänge  a  sind, 

so  wird  die  Function  V  in  jedwedem  Randpuukle  p  einen  Differeniial- 
quolienten  nach  der  Rogenlänge  besitzen.  Und  zwar  wird  derselbe  den 
Werth  haben: 

(4.)  ^  =  L't  cos  6  +  f  ',  sin  0  , 

wo  (i  das  Azimulh  der  in  p  an  die  Curve  gelegten  Tangente  gegen  die 
x-Axe  vorstellt. 

Beweis  des  ersten  Satzes,  —  Für  inneix  Punkte  p  bedarf  die 
Kichligkeit  des  Salzes  keiner  Erläuterung.  Von  hier  aus  aber  gelangt 
man  alsdann  zur  Conslatirung  des  Satzes  für  irgend  einen  /taficfpunkt  p 
durch  Anwendung  des  auf  pag.  76  bewiesenen  Hülfssatzes. 

Beweis  des  zweiten  Satzes.  —  Für  die  Randcurve  von  3  gelle0 
die  Gleichungen  [{R.),  (G.)  pag.  3] : 

fS  =  3(o)  ,  U'  =  cos0, 

{a  )  U  =  L«(a),  m    V  =  sin*  ; 
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so  dass  also  |,  #;  und  6  gegebene  Functionen  von  o  sind.  Setzt 
man  aus  diesen  Functionen,  unter  Hinzunahme  irgend  einer  positiven 
(konstante  A,  die  beiden  Ausdrücke  zusammen: 

\x  —  %—  A  sin  0  , 
I  y  =  rj  +  A  cos  0  , 

so  sind  die  so  definirlen  Grössen  x,  y  gleichfalls  gegebene  Functionen 
von  o.  Ebenso  wie  nun  die  beiden  Formeln  (ct.)  die  simultanen 
Gleichungen  der  Randcurvc  vorstellen,  ebenso  werden  die  beiden 
Formeln  (y.)  die  simultanen  Gleichungen  einer  gewissen  Parallelcurve 
sein,  nämlich  einer  Curve,  die,  innerhalb  3  liegend,  jene  Randcurvc 
im  constanten  Abstände  A  begleitet.  Aus  (;'.)  und  mit  Rücksicht 
auf  {{f.)  ergiebl  sich: 


Ulx—  (1  —  AQ')cosO  da  , 
\dy  r=(t  -  AO')  sit 


sin  0  da  ,    mithin  :     dx  :  dy  —  cos  0  :  sin  0  ; 

wodurch  bestätigt  wird,  dass  die  neue  Curve  der  Randcurvc 
parallel  ist. 

Nach  unserer  Voraussetzung  (3.)  sind  ö,  0'  stetig,  mithin  auch 
durchweg  endlich.  Demgemilss  wird  man  die  positive  konstante  A 
so  klein  machen  können,  dass  die  Differenz  (I  —  Aü')  durchweg 
^>  0  ist.  Alsdann  aber  erhalt  man  aus  (d.)  für  das  dem  Rand- 
clement da  correspondirendc  Element  ds  der  Parallelcurve  die 
Formel : 

(«.)  ds  =  (t  -  AO')  da  . 

Errichten  wir  nun  (vgl.  die  folgende  Figur)  in  irgend  zwei  Rand- 
punkten p  und  p  die  jene  Parallelcurve  in  den  Punkten  g  und  g'  er- 
reichenden Normalen  pg  und  p'g',  und  bezeichnen  wir  sodann  irgend 
ein  Element  der  gebrochenen  Linie  pgg'p'  mit  </«,  so  ist  zufolge 
des  ersten  Satzes: 

—  =  Ul  cos  y  -f  l\  sin  y  , 

wo  y  das  Azimuth  des  Elementes  ds  gegen  die  ff-Axe  vorstellt. 
Integrirt  man  diese  Formel  Uber  süiiimlliche  Elemente  ds  jener  ge- 
brochenen Linie,  so  folgt*): 


*)  Es  ist  im  Auge  zu  behalten,  dass  f\  /',.  f*4  (als  Fumlamentalfunctionen  «les 
Gebietes  3)  in  ganzer  Rrslreckung  \on  3  sh-liy  siml. 
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U'  -  U  r=  /'      ((/,  cos  y  +  Ut  sin  y)  </*  , 

J  P9ltt-' 

wo  und  IV  die  Werthe  in  p  und  j)'  vorstellen.  Die  den  Perpen- 
dikeln (py)  —  A  und  (#'/>')  =  4  entsprechenden  Integraltheile  sind, 
einzeln  genommen,  <25/A,  falls  man  nämlich  unter  M  den  absolut 
grüssten  Werth  der  Functionen  17,  Ut,  l/3  in  ganzer  Erstreck ung  von 
3  versteht.    Somit  folgt: 

V  -  U  =  0  .  4 MA  +  f    (17,  cos  y  +  *>,  sin  y)  rf«  , 

wo  0  einen  echten  Bruch  vorstellt,  und  wo  die  horizontalen  Ueber- 
streichimgen  hervorheben  sollen,  dass  die  betreffenden  Werlhe  der 
Paralleleurve  angehören.  Hie  letzte  Formel  ist  mit  llucksicht  auf  (*.) 
auch  so  darstellbar: 

U'  —  f  /  —  0  .  4  AM  (l\  cos  Y  +  Ut  sin  y)  (1  -  Äff)  da  , 

also,  mit  Uucksichl  auf  die  für  M  gegebene  Definition,  auch  so: 

{/'  —  //---  0  .  4  .«/I  +  ©,  2w      (/>//)  +  /"   (f/t  cos  y  +  tf,  sin  y)  r/<7  , 

wo  »i  den  absolut  grossten  Werth  von  und  (pp')  die  Länge  der 
Handstrecke  ;>;>'  bezeichnet,  wahrend  0,  wiederum  einen  echten  Bruch 
vorstellt. 

Sublrahirt  man  von  der  letzten  Formel  das  (Iber  die  Ramlslrecke 
pp'  erstreckte  Integral'): 

(£.)  J  =  f    (f/,  cos  0  -f  L\  sin  0)  </a  , 
  jpp' 

*)  Das  0  soll  hier  das  Aziinuth  iles  Kamlelemenles  da  pegen  die  x-Axe  vorslellcn. 
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u ml  beachtet  man  dabei,  dass  die  dem  Rande  und  der  Parallelcurve 
zugehörigen  Azimuthe  0  und  y  in  je  zwei  einander  correspondirenden 
Punkten  gleich  gross  sind,  so  erhalt  man: 

(ij.)   (r'_r)_y=iJ/.i(e+0/-^))+^  {iF^-V^osOM^-L^hinOjda, 

wo  Uy  und  i\  die  Werthe  der  Function  £7,  in  je  zwei  correspon- 
direnden Punkten  der  Randcurve  und  der  Parallelcurve  vorstellen,  und 
Analoges  gilt  von  !/2  und  Vv 

Sind  p  und  p'  gegeben,  so  haben  in  (/,.)  die  auf  der  linken 
Seite  stehenden  £7,  £7\  J  völlig  bestimmte  feste  Werthe,  wahrend 
die  rechte  Seite  der  Formel  alsdann  noch  eine  Constantc  A  enthalt,  die 
wir  nach  Belieben  verkleinern  dürfen.  Ist  nun  irgend  ein  Klcinhcils- 
grad  *  gegeben,  so  können  wir  durch  Verkleinerung  von  A  zunächst 
dafür  sorgen,  dass  der  erste  Theil  der  rechten  Seite  <^  g  wird,  so- 
dann aber  durch  weitere  Verkleinerung  von  A  dafür  sorgen,  dass 
der  zweite  Theil  der  rechten  Seile  (d.  i.  das  Integral)  ebenfalls  <[  4 
wirdf).  Somit  ergiebl  sich,  dass  die  linke  Seite  der.  Formel  (»,.) 
nothwendig  —  0  ist.  Wir  erhalten  daher  £/'  V  J,  oder  mit 
Rückblick  auf  (v): 

(#.)  t"  -  U  =  I     (/',  cos  0  +  t\ sin  0)  da  . 

J  rr 

Nachdem  diese  Formel  constalirt  ist  für  jede  beliebige  Rand- 
strecke pp\  wollen  wir  jetzt  irgend  einen  Kleinheitsgrad  <  uns  ge- 
geben denken,  und  vom  Randpunkte  p  aus  (vgl.  die  folgende  Figur) 
eine  Randstrecke  pq  auftragen  von  solcher  Kleinheil,  dass  die 
Schwankungen  der  Function 

(<.)  Ut  cos  0  +  Ut  sin  0 

längs  pq  weniger  als  *  betragen.  Bringen  wir  alsdann  die  Formel 
(/>.)  auf  einen  beliebigen  Theil  pp'  dieser  Strecke  pq  in  Anwendung, 
so  erhallen  wir  sofort: 

V  -  L  =  (//,»  cos  0»  -f-  U*  sin  0*)  f  da 

d.  i. 

(x.)  — -~i~t  ==  U.m  cos  0'  +  f/ ♦  sin  fr  , 

(pp )  • 

;)  Vgl.  die  Note  pag.  85. 


Digitized  by  Godgle 


G50 


C.  Neumann, 


wo  die  mit  einein  Stern  versehenen  Buchstaben  die  Werlhe  der  be- 
treffenden Functionen  in  einem  unbekannten  Randpunkte  p*  zwischen 
p  und  p  vorstellen,  wahrend  (pp)  die  LUnge  der  Strecke  pp'  be- 
zeichnet. Zufolge  der  Festsetzung  (/.)  weicht  der  in  (x.)  auf  der 
rechten  Seite  vorhandene  zu  />*  gehörige  Werth  von  dem  analogen  zu  j) 
gehörigen  Werlhe  £7,  cos  0  -\-  V2  sin  0  um  weniger  als  «  ab.  Somit 
folgt  aus  (x.)  sofort : 

ß  )  U(w')      {Ui  008  °  +  v* sin  0)  +  0f  ' 

wo  0  einen  echten  Bruch  bezeichnet.  Ist  also  irgend  ein  Kleinheils- 
grad t  und  Oberdies  der  Punkt  p  gegeben,  so  kann  q  so  nahe  an  p 
gelegt  werden,  dass  für  jedweden  der  Randstreckc  pq  angehorigcn 
Punkt  p'  die  Formel  stattfindet: 

lU'  —  U  \ 
(ft.)        iibs  ^  (pp>)    ~~      cos  ^  +     sin  0)]  <  £  •   ~~  0-  e- (i- 

Zu  den  soeben  bewiesenen  Salzen  fügen  wir  noch  folgenden 
hinzu,  der  von  hervorragender  Wichtigkeil  ist  für  unsere  weiteren 
Untersuchungen. 

Dritter  Satz.  —  Die  gegebene  geschlossene  Curvc  sei  von  solcher 
Beschaffenheit,  dass 

(5.)  0,  0'  stetige  Functionen  der  Bogenlänge  a  sind. 

Ueberdies  sei  vorausgesetzt,  dass  für  das  von  dieser  Curve  umschlossene 
Gebiet  3  drei  Fundamentalfunctionen  V,  Vn  U2  existireti,  die  in  jed- 
wedem Punkte  {x\  y)  innerhalb  3  den  Formeln  entsprechen: 

Markirl  man  nun  einen  beliebigen  Punkt  p  des  Gebietes  3  " 
einerlei  ob  derselbe,  innerhalb  3  oder  am  Rande  von  3  Hegt  — 
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versieht  man  unter  t  einen  willkürlich  gegebenen  Kleinheitsgrad,  so  wird 
man  um  p,  als  Centrum,  stets  einen  Kreis  von  solcher  Kleinheit  be- 
schreiben können,  dass  für  alle  zu  3  gehörigen  und  innerhalb  dieses 
Kreises  befindlichen  Punkte  p'  die  Formel  stattfindet: 

(7.)  abs  -  (l:t  cos  y  -f  Ut  sin  y)|  <  f.  , 

wo  {pp)  die  Länge  der  von  p  und  p'  begrenzten  geraden  Linie,  und 
y  das  Azimulh  dieser  Linie  gegen  die  x-Axe  vorstellt.    Dabei  bezeichnet 
L"  den  Werth  in  p',  während  V  selber,  sowie  auch  (/,  und  U2,  die 
Werthe  der  betreffenden  Functionen  in  p  vorstellen. 

Beweis  des  Satzes  für  innere  Punkte.  —  Liegt  p  innerhalb  % 
so  kann  der  Kreis  gleich  von  Anfang  so  klein  gedacht  werden,  dass 
er  ebenfalls  völlig  innerhalb  3  liegt.  Sodann  aber  können  wir  durch 
weitere  Verkleinerung  des  Kreisradius  dafür  sorgen,  dass  die 
Schwankungen  der  Functionen 

(«.)  U,  17, ,  Ut 

innerhalb  des  Kreises  durchweg  <  ^  smt'»  wo  f  ^en  gegebenen 

Kleinheilsgrad  vorstellt.     Markiren  wir  jetzt  innerhalb  des  Kreises 
einen  beliebigen  Punkt  p' ,  und  bezeichnen  wir  die  gerade  Linie  pp 
mit  r,  und  irgend  ein  Element  derselben  mit  dr,  so  ist  nach  dem 
ersten  Satze  (pag.  84): 

dll  . 

wo  y  das  Azimulh  der  Linie  r  =  {pp')  vorstellt.  Hieraus  folgt 
durch  Integration  über  alle  Elemente  dr  dieser  Linie: 


(I. 


d.  i. 


U-U^f   ((/.  cos  y  +  II.  sin  y)  dr  , 
''pp' 

V  -IJ=  (Ut'  c..s  y  +  f/t"  sin  y)  f    dr  , 
-  Vt  cos  y  +  Ft  sin  y  , 


{PP) 

wo  U  und  V  die  Werthe  von  U  in  p  und  p'  vorstellen,  wahrend 
die  mit  einem  Stern  versehenen  Buchslaben  die  Werthe  der  be- 
treffenden Functionen  in  einem  unbekannten  Punkte  ;>*  zwischen  p 
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und  p'  reprasentiren.  Zufolge  der  Festsetzung  (a.)  ist  nun  aber  die 
letzte  Formel  auch  so  darstellbar: 

(b.)  =  (Ut  cos  y  +  V%  sin  y)  +  Qe  , 

wo  alsdann  Vx  und  U2  die  Werthe  in  p  bezeichnen,  und  9  ein  echter 
Bruch  ist.  —  Q.  e.  d. 

Beweis  des  Satzes  für  die  Randpunkte.  —  Liegt  der  zu  be- 
trachtende Punkt  p  am  Rande  von  3,  so  beschreibe  man,  nachdem 
zuvor  ein  beliebiger  Kleinheitsgrad 

(A  )  *o  <  1 

gegeben  ist,  um  />,  als  Centrum,  einen  Kreis  von  solcher  Kleinheit, 
dass  die  Schwankungen  der  Functionen  f/,  17,,  V2  innerhalb  dieses 
Kreises 

sind,  wo  M  (ebenso  wie  früher)  den  absolut  grössten  Werth  von 
V,  (/,,  IL2  in  ganzer  Erstreckung  von  3  vorstellen  soll.  Sodann 
sorge  man  durch  noch  weitere  Verkleinerung  des  Kreisradius  dafür, 
dass  der  innerhalb  des  Kreises  befindliche  Theil  des  Randes*)  aus 
einem  einzigen  Stück  besteht,  und  auch  dafür,  dass  die  Schwankungen 

von  0  für  diesen  Theil  des  Randes  <^  ~  sind;  so  dass  also  siimml- 

liehe  Tangenten  dieses  Randlheiles  in  ihren  Richtungen  um  weniger  als 

ic.)  * 

von  einander  abweichen. 

Innerhalb  des  so  definirten  Kreises  markire  man  nun  einen  be- 
liebigen zu  3  gehörigem  Punkt  //.  In  Betreff  der  von  p  und  p  be- 
grenzten geraden  Linie  r  =  ipp)  sind  alsdann  sehr  verschiedene 
Fülle  denkbar.  Entweder  wird  sie,  ausser  p  selber,  keinen  weitern 
Punkt  mit  dem  Rande  gemein  haben.  Oder  sie  wird  den  Rand 
zwischen  p  und  p'  irgend  welche  Anzahl  von  Malen  schneiden  resp. 
berühren.  Dabei  kann  sie  möglicherweise  auch  den  Punkt  p  mit 
dem  Rande  gemein  haben;  denn  es  kann  ja  jener  innerhalb  des 


*)  Unter  dem  Randr  ist  stets  der  Rand  von  3,  das  ist  die  von  Hause  aus  gt$e- 
bene  geschlossene  Curve,  zu  verstellen. 


i 
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Kreises  markirle,  zu  3  gehörige  Punkt  p'  möglicherweise  ein  Rand- 
punkt von  3  se'n-  AU'  diese  Falle  zusammenfassend,  bezeichnen 
wir  mit  q  den  letzten  Punkt,  den  die  Linie  r  =  (pp'),  von  p  aus 
gerechnet,  mit  dem  Rande  gemein  hat,  und  ferner  mit  s  —  (pp') 
diejenige  Curve  ^  welche  von  p  bis  q  längs  des  Randes  fortgeht,  so- 
dann aber  von  q  aus  geradlinig  nach  //  geht.  Aus  dieser  Definition 
der  Curvc  s  =  (/>/)')  ergiebt  sich  mit  Rücksicht  auf  (fr),  dass  die 
einzelnen  Elemente  ds  dieser  Curve  gegen  die  gerade  Linie  r  =  (pp) 
unter  Winkeln  geneigt  sind,  die  durchweg  <[  ^  sind.  Bezeichnet 
man  also  den  Neigungswinkel  eines  solchen  Elementes  ds  gegen  die 
Linie  r  mit  2<),  so  ist  stets: 

{».)  HhBd<*«  <i-;    (vgl.tX)]  • 

Zur  Erläuterung  dos  soeben  Gesagten  dürfte  es  angemessen  sein,  im 
Ganzen  zwei  Fälle  zu  unterscheiden. 

Erster  Fall:  Die  gerade  Linie  r=  (;*;>')  hat,  ausser  p  selber,  keinen 
weiteren  Punkt  mit  dem  Rande  gemein.  Alsdann  wird  jener  Punkt  q 
identisch  sein  mit  p  selber,  folglieh  die  Curve  s  identisch  sein  mit  r;  so 
dass  also  in  diesem  Falle  jene  mit  *  ö  bezeichneten  Neigungswinkel  durch- 
weg —  0  sind  : 
(«.)  d  -  0  . 

Zweiter  Fall:  Die  gerade  Linie  r  r  (pp')  hat,  ausser  ;>  selber,  noch 
irgend  welche  Anzahl  anderer  Punkte  mit  dem  Rande  gemein.  Alsdann 
wird,  von  p  aus  gerechnet,  der  letzte  dieser  Punkte  mit  q  zu  bezeichnen 
sein.  Und  die  Curve  s  wird  in  diesem  Falle  also  aus  zwei  Theilen  sx  und 
xt  zusammengesetzt  sein  : 

*,  =(j>7),  = 

der  Art,  dass  s,  durch  die  Handstrecke  (pq),  st  aber  durch  die  gerade  Linie 
(«/;/)  dargestellt  ist.  Die  Linie  r  gehl  von  p  aus,  und  durch  </  hindurch, 
während  die  Curve  x.  ebenfalls  von  p  nach  q  geht.  Folglich  wird  die 
Linie  r  parallel  sein  mit  einer  gewissen  Tangente  der  Curve  Zufolge 
(C.)  wird  nun  jedwedes  Element  dsi,  seiner  Richtung  nach,  von  dieser 

Tangente  ,  d.  i.  von  der  Richtung  der  Linie  r  um  weniger  als  ~  ah- 

weichen.  Andererseits  aber  wird  jedwedes  Element  dst  in  die  gerade 
Linie  r  —  (p'H>')  hineinfallen,  also  mit  dieser  Linie  r  den  Winkel  0 
inachen.  Somit  sehen  wir,  dass  sämmtliche  Elemente  ds  (sowohl  die 
dstJ  wie  auch  die  dst)  gegen  die  Linie  r  unter  Winkeln  geneigt  sind, 

die  <Ü  -  sind.    Bezeichnen  wir  also  diese  Neigungswinkel  mit  2  ö,  so 

ergiebt  sich : 
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iß.)  absiJ<e4e  • 

Dem  hier  betrachteten  zweiten  Falle  subsumirt  sich  offenbar  auch 
z.  D.  der  Kall,  dass  p  ein  Randpunkt  von  3  ist.  In  diesem  letzteren  Falle 
gestalten  sich  die  Dinge  nur  dadurch  ein  wenig  spezieller,  dass  q  identisch 
wird  mit  //,  dass  mithin  st  verschwindet,  und  «,  identisch  wird  mit  *. 

Zusammenfassung.  —  Die  erhaltenen  Resultate  (er.)  und  [ß.) zeigen, 
dass  die  oben  angegebene  Formel  (D.)  ganz  allgemein  gilt.  —  Q.  e.  d. 

Für  jedes  Element  ds  der  Curve  *  =  (pp)  g^  zufolge  des 
ersten  und  zweiten  Satzes  (pag.  84),  die  Formel: 

(E.)  ddUs  =  l\  cos  (y  +  2<i)  +  Ut  sin  (y  +  2 <$)  , 

falls  man  nämlich  unler  (y  -J-  2J)  das  Azimuth  des  Elementes^ 
gegen  die  x-Axe  versieht.  Dabei  mag  y  selber  das  Azimulli  der 
geraden  Linie  r  =  (pp)  gegen  jene  Axe  vorstellen;  so  dass  also 
2<V,  in  Uebereinstimmting  mit  unsern  bei  (D.)  gemachten  Bezeich- 
nungen, den  Neigungswinkel  des  Elementes  ds  gegen  die  Linie  r 
reprasenlirt.  Inlegrirt  man  die  Formel  (E.)  Uber  alle  Elemenle  dt 
der  Curve  x  =  {pp'),  so  folgt: 

V  —  V  =  f       i  Ut  cos  (y  +  2cJ)  +  Ut  sin  (y  +  2<))]  ds  , 

d.  i. 

(F.)  U'  —  U  =  [U*  cos  (y  +  2<S')  +       sin  (y  +  2d")]  5  . 

Hier  bezeichnet  *  die  Lüw^  der  Curve  *  =  (p/O;  wahrend  l1*,  f  2*. 
2<V*  die  Werthe  von  f/,,  tt2,  2<)  in  einem  unbekannten  Punkte  f 
der  Curve  #  vorstellen.     Ueberdies  reprüsenliren  U  und  1"  die 
Werthe  der  Function  U  in  p  und  p\ 
Nun  ist  identisch: 

(G.)  U{ *  cos(y  +  2  <*♦)  =  f/t cos  y  +  Uf  [cos (y  +  2  <J*)  —  cos y)-\-(V*  —  i\ ) cos/ , 

d.  i. 

(//.)    t/,*cos(y  +  2<J*)  =  Tr,  cosy  -  2  t/,*  sin  <J'  sin(y  +  dm)  -f-(f/,*  -  f/,)cos>' . 

wo  t/,  den  Werth  von  (/,  in  p  vorstellen  soll.  Beachtet  man  jelzl, 
dass  nach  (f>.) 

abs  d*  <  *•  <  1  , 

mithin  auch 
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(v.)  abs  (sin  d')<  £s  <  1 

ist,  beachtet  man  ferner,  dass  (nach  der  Definition  von  M) 
(y.)  abs  (/,«<!/, 

und  beachtet  man  endlich,  dass  nach  (B.) 

(-  )  abs  ((/,•  -  (/,)  < 

ist,  so  kann  man  die  Formel  (//.)  auch  so  schreiben: 

(/,-  cos  (y  +  2<)V  «/,  rus  y  +  *        +  , 
oder  auch  so: 

(./,.)  *V  ™s  (;'  +  I/,  cos  y  +  0,  J/f0  , 

wo      #\  9,  echte  Brüche  vorstellen.  —  Ebenso  ergiebt  sich 

(./,.)  I//  sin  (y  +         =  tf,  sin  y  +  9,  .Vf.  . 

Subsliluirt  man  aber  diese  Werth«  («/,.),  (</2 )  in  (F.),  so  folgt  mit 
Rucksicht  auf  (A.): 
U'  —  U 

(K.)  =  lu*  cos  y  4-  ^  sin  y)  4-  20  Jle,  =  4  H  J#  , 

wo  H  und  9,  ebenso  wie  9,  und  9,,  echte  Brüche  vorstellen. 
Nun  ist  nach  der  Definition  von  2d: 

dr 

wo  dr  die  senkrechte  Protection  des  Elementes  ds  auf  die  gerade 
Linie  r  =  (pp')  vorstellt.  Hieraus  folgt  durch  Integration  Uber 
alle  Elemente  ds  der  Curve  *  =  (pp'): 

*~~cos8<J»r» 

wo  *  und  r  die  Längen  der  Curve  s  und  der  Linie  r  vorstellen, 
während  2d*  den  Werth  von  2d  in  einem  unbekannten  Punkte 
der  Curve  *  bezeichnet.    Somit  folgt: 

s  \  ,  t  -  cosJi* 


(',.  Nkujhans, 


Nach  (x.)  isl  aber: 

2  sin*  d*  <  £  <-i-,     mithin :  1  -  2  sin*  cJ«  >  t  -  ±-  =  J  , 
mithin: 

2  sin«  <?*         t,  8  fB 
i  -  2  sin*  Ö*    ^8    7  ~~  7 

Somit  folgt: 

=  t  — f-  ö'  4p  • 

r  7 

Mulliplicirl  man  diese  Formel  mit  der  Formel  (A\),  und  macht  man 
dabei,  was  die  in  jener  Formel  (A\)  auf  der  rechten  Seite  stehenden 
beiden  Ausdrücke  anbelangt,  sowohl  von  dem  einen  wie  auch  von 
dem  amiern  Gebrauch,  so  erhalt  man  sofort: 

iL.)        1   ~  V  =-■  (Ut  cos  y  +  V%  sin  y)  +  *9.V«0  +  9'  *•  i  H  M  , 

wo  9,  9',  und  H  cchle  Brüche  sind. 

Hieraus  aber  ergiebt  sich  schliesslich: 

- — — —  —  ((/,  cos  y  +  {/,  sin  y)\  <  3  l/e4  . 

Diese  Formel  gilt,  ihrer  Ableitung  nach,  für  jedweden  innerhalb 
des  Kreises  liegenden  und  zu  3  gehörigen  Punkt  p' .  Demgemäß 
ist  der  verlangte  Beweis  geführt,  falls  man  nur  das  hier  gewählte 
*0  so  klein  sich  denkt,  dass  3  3/f„      t  ist. 

§  IH. 

Ueber  monogene  Fundamentalfun otionen. 

Der  Uebersichlliehkcil  willen  mögen  die  Satze,  um  die  es  sich 
hier  handelt,  vorangestellt,  und  die  Beweise  derselben  erst  hinterher 
gegeben  werden. 

Erster  SatZi  —  Die  geyeheue  geschlossene  Curvc  sei  von  solcher 
Heschufl'enheil,  dass 

(1.)  0  und  il'  stet  ige  Functionen  der  Bogenlänge  a  sind. 

Ferner  sei  vorausgesetzt ,  dass  für  das  von  dieser  Curve  umschlossene 
(iebiel  3  drei  Fundamentalfunctionen  L\  t/, ,  t:2  existiren ,  die  in  jed- 
wedem Punkte  (x,  y)  innerhalb  3  den  Formeln  entsprechen: 
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DeiiftJ  man  *icA  alsdann  in  En  treckung  des  Gebietes  3  in/eiid 
ei«*  m  m>A  zurücklaufende  Curve  s  construirt,  so  wird  das  über  diese 
Curve  s  erstreckte  Integral 

(3.)  f  {U^ly  -  Utdx)  stets  =  0  sehr)  . 

Zweiter  Satz.  —  Bildet  man  ferner,  nachdem  innerhalb  3  «in 
fester  Punkt  (x0 ,  y„)  markirt  ist,  das  Integral 

(4.)  Y=j\l[üy  -  Utdx)  , 

und  denkt  man  sich  dabei  die  Intcgrationscurvc  auf  das  Gebiet  3  be- 
schränkt, so  wird  die  so  definirte  Function  V—  V(x,  y)  nicht  nur  in 
ganzer  Erstreckung  von  3  eindeutig  und  stetig,  sondern  überdies  auch 
eine  Fundamental funetion  des  Gebietes  3  Auch  wird  diese 

Function  V  in  jedwedem  Punkte  innerhalb  3  den  Formeln  entsprechen: 

(5.)  u  =  -  Ut  ,  -={/,;(!) 

Formeln,  die  mit  Rücksicht  auf  (2.)  auch  so  darstellbar  sind  : 

^  ~  dy  '      bü  -  ä'ir  '    [  } 

Dritter  Satz.  —  Setzt  man  jetzt: 

(7.)  W  =  U+i  V   und    z  =  x-\-iy  ,      (i  =  V  -  \  )  , 

so  wird  man,  falls  innerhalb  3  oder  am  Hunde  von  3  irgend  ein 
Punkt  z  markirt,  und  überdies  irgend  ein  Kleinheitsgrad  t  gegeben  ist, 
um  diesen  Punkt  z,  als  Genirum,  stets  eine  Kreisperipherie  von  solcher 
Kleinheit  beschreiben  könneti,  dass  für  alle  zu  3  gehörigen  und  inner- 
halb dieser  Peripherie  befindlichen  Punkte  z  die  Formel  stattfindet: 

*)  Selbstverständlich  ist  die  in  Kedc  stehende  Curve  der  Art  zu  denken,  dass 
das  Integral  (3  )  einen  bestimmten  Sinn  hat.  Man  kann  daher,  um  den  Salz  völlig 
strenge  zu  machen,  und  zugleich  ohne  Beeinträchtigung  der  weiterhin  anzustellenden 
Betrachtungen,  festsetzen,  dass  jene  Curve  ein  Polygon  sein  solle,  dessen  einzelne 
Seiten  entweder  lauter  germle  Linien  und  Kreisbogen  sind,  oder  aber  überdies  auch 
noch  aus  irgend  welchen  Strecken  der  gegebenen  tiandeurve  bestehen.  Analoges  ist  zu 
bemerken  mit  Bezug  auf  das  Integral  (4.). 
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(8.)  iiiu 


(ii"         \\r  v 


Dabei  bezeichnet  W"  den  Werth  in  z  ;  während  W  selber,  sotvie  auch 
Fx  und  U2,  die  Wertlie  der  betreffenden  Functionen  in  z  vorstellen. 

Hieraus  folgt  sofort,  dass  das  Binom  (L\  —  iV2)  in  dem  be- 
trachteten Punkte  z  den  Di/ferenlialguotienten  von  W  nach  z  vorstellt: 

(9.)  =  Ut  -  iUt  , 

(l  w 

und  dass  also  ebenso  wie    W  selber,  eine  Fundamental- 

funetion  des  Gebietes  3  ist4). 

Vierter  Satz.  —  Fcberdies  ergiebl  sich  aus  (8.),  dass  der  Werth 

des  Ihffercnlialquotienten         im  jedwedem  Punkte  z,  mag  nun  derselbe 

innerhalb  3,  oder  am  Rande  von  3  Hegen,  von  der  Wahl  de*  bei 
seiner  Bildung  in  Anwendung  gebrachten  Nachbarpunktes  z  -f-  dz  un- 
abhängig, und  dass  also  die  Function  W  nicht  nur  in  jedem  inneren 
Punkte,  sondern  ebenso  auch  in  jedem  Rand  punkte  als  monogen 
zu  bezeichnen  ist. 

Fünfter  Satz»  —  Endlich  ergiebl  sich  aus  (8.),  dass  die  Convergenz 
des  Differenzen -Quotienten  der  Function  W  gegen  den  im  Punkte  z  vor- 
handenen Differentialguolienten  *^  eine  von  allen  Seiten  her  gleich- 
massige  ist,  oder  mit  anderen  Worten,  dass  die  Entstehungswcixe  des 

d  W 

Di/ferentialguolicnien         in  jedwedem  Punkte  z  des  Gebietes  3  eine 

von  allen  Seiten  her  äquiconvergente  ist;  wobei  es  keinen  Unter- 
schied macht,  ob  der  betrachtete  Punkt  z  innerhalb  %  oder  am  Hände 
von  3  Hegt 

Bemerkung  aum  vierten  und  fünften  Satse.  —  Ist  der  Punkt  z  ein 

Handpunkl  von  3,  so  hat  man  sich,  was  die  »Nachbar punkte  z  -f-  dz*  und 
das  »von  allen  Seiten  her«  bctriin,  selbstverständlich  auf  solche  Nachbar- 
punkte  und  auf  solche  Seilen  zu  beschränken,  für  welche  dio  Function  I» 
wirklich  definirt  ist,  also  sich  zu  beschränken  auf  das  Innere  und  den  Rand 
des  Gebietes  3. 


*)  Ks  sind  nämlich  U,  Ut,  l\  und  V  Fundamcntalfunctioncn  des  Gebietes  0. 
Gleiches  gilt  daher,  auf  Grund  der  Formeln  (7.)  und  (9.)  auch  von  W  und  - -  . 
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Beweis  des  ersten  Satzes.  —  Setzt  man  zuvörderst  voraus,  dass 
die  geschlossene  Curve  s  vollständig  innerhalb  3  liegt»  so  erhall  man 
nach  einer  bekannten  GüEF.N'schcn  Formel: 

./Vds  =  0- 

wo  tt  die  innere  Normale  des  Elementes  ds  vorstellt.    Nach  dem 

ersten  Satze  pag.  84  ist  aber  ^  =  Ut  cos  y  -f-  V2  sin  y,  wo  y  das 

Azimuth  der  Normale  w  gegen  die  #-Axe  bezeichnet.  Somit  ergiebl 
sich: 

f  (£7,  cos  y  +  (7,  sin  y)  ds  —  0  , 

oder,  was  dasselbe  ist: 

J  ff/,  sin  {y  -  90°)  —  £7,  cos  (y  —  90«»)]  r/s  =  0  . 

Die  Differenz  (;'  —  90°)  reprliscntirl  aber  das  Azimuth  des  Elementes 
ds  gegen  die  .r-Axe.  Bezeichnet  man  also  die  Componenten  dieses 
Elementes  ds  nach  den  Coordinatenaxen  mit  dx  und  dy,  so  ist 
ds  cos  {y  —  90")  =  dx  und  ds  sin  (y  —  90")  =  dy,  wodurch  die 
vorstehende  Formel  die  Gestalt  gewinnt: 

f  (UKdy  -  Utdx)  =  0  . 

Dass  nun  schliesslich  diese  Formel  auch  dann  noch  gültig  bleibt, 
wenn  einzelne  Punkte  oder  auch  irgend  welche  Strecken  der  Curve 
s  in  den  Rand  von  3  hineinfallen,  erkennt  man  leicht,  falls  man 
nur  beachtet,  dass  £7,  und  f72  (als  Fundamentalfunclionen  des  Ge- 
bietes 3)  in  ganzer  Erslreckung  von  3  stelig  sind.  —  Q.  e.  d. 

Beweis  des  zweiten  Satzes.  —  Aus  dem  soeben  bewiesenen 
ersten  Salze  folgt  sofort,  dass  die  durch  die  Formel 

(a.)  V=J'{Uidy-  Utdx) 

dclinirle  Function  V  =  V(jc,  y)  in  ganzer  Erslreekung  von  3  eindeutig 
und  stelig  ist,  und  dass  sie  Überdies  in  jedem  Punkte  innerhalb  3 
den  Formeln  entspricht: 

IN  =  -     •    %  =  +     ■  <!> 


GGO  C.  Nedmaxn,  > 

Nach  unserer  Voraussetzung  sind  aber  U„  V2  Fundamentalfunetionfii 
des  Gebietes  3-    Folglich  werden  z.  b\  die  Ableitungen 

At7,  AJ^  U\  ftf;4 
ö;r  '      Af/   '     A.t  '  Af/ 

innerhalb  3  nicht  nur  überall  existiren,  sondern  innerhalb  3  auch 
überall  siel  ig  sein.  Gleiches  gilt  daher  nach  (fi.)  von  den  Ablei- 
tungen 

Af     AT     AM'      AM  AM' 
iü-  '    A/y  '     A.r«  '     A //*  *  Ä^T/ 

auch  ergiebt  sich  aus  (,?.),  unter  Rücksichtnahme  auf  (2.),  dass  der 
A*  V       A*  r 

Ausdruck  — ,  -j-  —  innerhalb  3  überall  =  0  ist.    Folglich  ist  l 

eine  Fundamvntalfunilion  des  Gebietes  3-  Ueberdies  sind  die  Glei- 
chungen       mit  Rücksicht  auf  (2.)  auch  so  darstellbar: 

Ar       Af/     Ar     bu    m     _  . 

(y.)  -—  =  _  -  __  —       .    (!)  _      c.  t/. 

'  Ax  Ay  '      Ai/       A.c      w  v 

Beweis  des  dritten  Satzes.  —  Nach  unserer  Vorausselzuni: 
sind  l/,  I/, ,  T2  Fundarnentalfiinclionen  des  Gebietes  3,  die  den  Re- 
lationen entsprechen 

Genau  dasselbe  gilt  aber,  auf  Grund  des  soeben  bewiesenen  zweiten 
Salzes,  auch  von  den  Functionen  V,  —  T2,  ty  In  der  That  sind  dies1 
Functionen  V,  —  f.^,  f„  zufolge  jenes  Satzes,  Fundainentalfunctionen 
des  Gebietes  3  und  den  Formeln 

entsprechend. 

Demgemüss  ist  der  Satz  pag.  88  auf  (T,  t/,,  l/2  und  ebenso  auch 
auf  V,  —  U2,  £/,  ohne  Weiteres  anwendbar.  Denkt  man  sich  also 
irgend  einen  Punkt  p  des  Gebietes  3  markirt,  und  versieht  man 
überdies  unter  f0  einen  beliebig  gegebenen  Kleinheitsgrad,  so  wird 
man  um  p  (als  Centruin)  stets  einen  Kreis  von  solcher  Kleinheit  be- 
schreiben können,  dass  für  alle  innerhalb  dieses  Kreises  liegende 
und  zu  3  gehörigen  Punkte  p   die  Formeln  stalttinden: 
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(A.)  -  ^  ,j  {Ut  cos  y  +  Ut  sin  y)  =-  9,  f0  . 

I  '  _  |* 

(ß.)  ^  (-  Ut  cos  ;  +  T,  sin  y)  =  0,fo  , 

wo  das  Azimulh  der  geraden  Linie  (j>|>')  gegen  (m-  -r-A\e  vor- 
slelll ;  wahrend  6, ,  04  eclile  Hrüche  bezeichnen. 

Setzt  man  jetzt: 

\y  =  t;  +  iT  ,     3  =  x  +  i;/  , 

U  '  ^  t/'  +  ,1'  ,     ='  ^     +  ,y  ,     (/   -  V  —  i), 

und  betrachtet  man  dabei  y)  und  (s,  / )  als  die  Coordinaten  der 
beiden  Punkte  p  und       so  erhalt  man 

;r'  —  .T  =  (/>/)')  COS  y  , 

.'/'  -  .'/  =  (PP')  sin  y  . 

mithin: 

(C.)  V-  3  =(/)//),«/. 

Multiplicirt  man  jetzt  die  Formeln  (vi.),  (ß.)  mit  1,  i  und  addirt,  so 
folgt: 

Ii." '   ii' 

{p]t."  -     -  «"",)<   -  «.O,  +  iet> , 

oder,  falls  man  für  (/>//)  den  aus  ((,'.)  entspringenden  Werth  sub- 
stituirt: 

-  (r,  -  il/,)  =  f,  (0,  j-  /01)t'-/'  . 

also  (weil  y  seiner  Definition  nach  rw//  ist): 

(/>.)  mo<l  I    .  _  "  -  (//,  -  iUM  <  it»  . 

Demgemass  ist  der  verlangte  Beweis  geführt,  falls  man  nur  das  hier 
gewählte  f„  sieh  so  eingerichtet  denkt,  dass  2f„  <  *  ist. 

Der  Beweis  des  vierten  and  fünften  Satzes  dürfte  schon  mitge- 
geben sein  durch  die  blosse  Aussprache  dieser  Satze. 
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Drilles  Capitcl. 

üeber  die  Green'sche  Function  und  über  die  Theorie  der 

conformen  Abbildung. 

Nach  Ahsolvirung  einiger  IlülfsslUzc  (§§  IG,  17),  wenlen  wir 
(in  den  IS  —  21)  die  Greeusche  Function,  und  sodann  in  (§  ti\ 
die  Theorie  der  conformen  Ahliiidung  einer  genaueren  Untersuchung 
unterwerfen. 

Dabei  werden  uns  ausser  den  Stetigkeitsfragen ,  die  mit  Hülfe 
der  beiden  vorhergehenden  Capilel  leicht  zu  absnlviren  sind,  auch 
Kragen  Uber  das  Null  werden  resp.  Nichlnullwerden  gegebener  Func- 
tionen entgegentreten,  deren  Beantwortung  wesentlich  neue  Hülfs- 
iniltel  und  Methoden  erheischt.  Und  jene  vorangeschicklen  Hülfe- 
sttlze  (§§  16,  17)  sollen  dazu  dienen,  um  die  Darlegung  dieser 
Methoden  etwas  einheitlicher  und  übersichtlicher  zu  inachen. 

§  ic 
Geometrische  Sätze. 

Die  gegebene  geschlossene  Curvc  sei  von  solcher  Besch  affenheil, 

dass 

ft,  (ß\  0"  stetige   Functionen  der  Dogenlänge  a  sind, 
(  und  dass  überdies  0'  überall  >  0  ist'). 

Ferner  sei  /{„  der  kleinste  Krümmungsradius  der  Curvc.  Alsdann  gellen 
folgende  Sätze: 

')  Hieraus  fulyl  z.  B.,  »las*  die  Curvc  überall  eonvex  ist,  jedoch  der  Art.  cIjss 
sie  auch  Kcradlini^  Strecken  enthalten  kann.   Vgl.  aucli  die  ausführlichere  Sole  auf 
III 
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Erster  Satz.  -  Denkt  man  sich  zur  gegebenen  Curve  eine  innere 
Parallelcurve  conslruirl,  deren  conslanter  Abstand  von  jener  <^  /f0  ist, 
und  die  Bogenlängen  zweier  einander  correspondirender  l*unklc  dieser 
beiden  Curven  mit  a  und  *  bezeichnet,  so  wird  s  eine  eindeutige  und 
stelige  Function  von  a,  und  ebenso  auch  umgekehrt  a  eine  eindeutige 
und  stetige  Function  von  s  sein. 

Zweiter  Satz.  —  Bepräsentirt  A  irgend  eine  positive  Conslantc, 
die  <^  /t0  »*<,  ttud  cnnslruirl  man  irgend  einen  die  gegebene  Curve  auf 
ihrer  inneren  Seile  berührenden  Kreis  vom  Radius  A,  so  wird  dieser 
Kreis,  ausser  seinem  Berührungspunkte,  keinen  weiteren  Punkt  mit  der 
Curve  gemein  haben. 

Dritter  Satz.  —  Ks  sei  g  der  Berührungspunkt  und  C  der  Mittelpunkt 
des  soeben  construirlen  Kreises  vom  Bad  im  A.  Denkt  man  sich  als- 
dann um  C  einen  etwas  grösseren  Kreis  vom  Badius  A  -f~  <t  conslruirl, 
so  wird  dieser  letztere  die  gegebene  Curve  in  zwei  zu  beiden  Seilen  von 
»/  liegenden  Punkten  schneiden,  sonst  aber  keineu  weiteren  Punkt  mit 
der  Curve  gemein  haben,  falls  man  nur  den  Badius  A  -j-  «  der  Be- 
dingung unterwirft: 

wo  (j  *  eine  passend  zu  wühlende  Conslantc  vorstellt. 

Auch  wird  man  durch  weitere  Verkleinerung  von  <i'  dafür  sorgen 
können,  dass  diese  beiden  Schnittpunkte  dem  festen  Punkte  q  beliebig 
nahe  liegen. 

Beweis  des  ersten  Satzes.  —  Die  gegebene  Curve  wird,  zufolge 
der  Voraussetzungen  (I.),  von  sammllichen  Knimmungskreisen  auf 
ihrer  innem  Seite  berührt.  Demgcmass  ist  der  in  der  Formel  (F.) 
pag.  i  enthaltene  Factor  *  im  gegenwärtigen  Falle  =  +  1  ;  sodass 
also  jene  Formel  die  Gestalt  annimmt: 

(«•)  0'  -  l  ■ 

Hieraus  folgt  sofort  ti  <  \  ,  mithin: 

(,*)  K  -A0'>\  -  *  , 

falls  man  nämlich  unter  B0  den  kleinsten  Krümmungsradius  der  ge- 
gebenen Curve,  und  unter  ..1  irgend  welche  positive  Conslantc  versteht. 
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CoDstruirl  man  jetzt  zur  gegebenen  Curve  irgend  eine  innere 
Parallclcurvc  im  conslanten  Abstände  A,  und  setzt  man  voraus,  dass 
dieser  Absland  A       /J0  sei,  so  ergiebt  sieh  aus  (ß.) 


Und  mit  Rücksicht  auf  diese  Relation  (7.)  ergiebt  sich  nun  weiter 
aus  (f.)  pag.  85,  dass  zwischen  den  Bogenlängen  a  und  *  zweier 
auf  den  beiden  Curven  einander  correspondirenden  Punkte  die  Glei- 
chung stattfindet: 


Hieraus  aber  folgt  sofort,  dass  s  eine  eindeutige  und  stetige  Function 
von  o  ist. 

Ferner  ergiebt  sich  aus  (<>.),  unter  Rücksichtnahme  auf  (/.),  dass 
jedem  Wachsen  von  o  ein  Wachsen  von  s,  und  umgekehrt  jedem 
Wachsen  von  *  ein  Wachsen  von  o  entspricht.  Denkt  man  sich 
also  die  gegenseitige  Beziehung  zwischen  a  und  *  geometrisch  durch 
eine  Curvc  dargestellt,  indem  man  die  a  zu  Abscissen,  die  s  zu 
Ordinalen  nimmt,  so  wird  diese  Curvc  in  unaufhörlichem  Steigen 
(niemals  im  Fallen  oder  in  einem  Parallclblciben  zur  Abscissenaxe) 
begriffen  sein.  Und  hieraus  folgt,  dass,  ebenso  wie  *  eine  eindeutige 
und  stetige  Function  von  a  ist,  ebenso  auch  umgekehrt  o  eine  ein- 
deutige und  stetige  Function  von  *•  reprUsentirt.  —  Q.  e.  d. 

Den  Beweis  des  zweiten  Satzes  muss  ich  einstweilen  schuldig 
bleiben*).  Doch  durfte  die  unmittelbare  geometrische  Anschauung 
so  sehr  für  diesen  Salz  sprechen,  dass  man  wohl,  auch  ohne  Be- 
weis, die  Richtigkeil  desselben  kaum  bezweifeln  wird. 

Beweis  des  dritten  Satzes.  —  Nimmt  man  (1  zum  Anfangspunkt 
und  Cq  zur  jr-A\e  des  Coordinatensystems,  und  bezeichnet  man  die 
Coordinaten  irgend  eines  Curvenpunktes  a  mit  f,  ;/,  so  gilt  für  den 
von  C  nach  dem  Punkt  a  laufenden  Radius-vcctor  q  die  Formel: 


*)  Ich  werde  den  inzwischen  (nämlich  während  des  Druckes  dieser  Abhandlung) 
von  mir  gefundenen  Deweis  im  Anhange  mitllieilen. 


1  -  A(r>o. 


(ö.) 


ds  =  {\  —  AO')do  . 
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so  ergiebt  sich  aus  den 
[A.)  sofort,  dass 


Voraussetzungen  (1.)  und  mit  Rücksicht  auf 


§  9t  *tf 


Functionen  von  a  sind.    Set/.l  man  also 
(G\)  q  =-  O(tf) ,    mithin  e'  =  <t>»  , 

und  denkt  man  sieh  der  Bequemlichkeit  willen  die  Bogenlänge  a  von 
7  aus  gerechnet,  so  erhalt  man  nach  bekanntem  Satze: 


wo  0  einen  unbekannten  echten  Bruch  vorstellt. 

bringt  man  jetzt  die  theils  aus  {A.),  (lt.),  ((-'.),  anderntheils  aber 
mich  aus  pag.  i,  (Ii.)  und  pag.  101,  («.)  entspringenden  Formeln: 


£'  :       l'OS  0  , 

i/  —  sin  ö  , 


t 

TT 


speciell  auf  den  Punkt  r/  in  Anwendung,  und  beachtet  man  dabei, 
dass  die  diesem  Punkte  q  zugehörigen  o,  £,  /;,  0  die  Werthe  haben: 

^  =  0  .       ^  =  A  ,       »;,,  =  ü  ,  =  90°  , 

so  erhalt  man : 

,/  -  0  ,  j  <t>(0)  =  Qh  =  ,1  t 

<t>'(0)  =  <>,/=0, 


'I.' 


so  dass  also  die  Formel  (U.)  übergeht  in: 
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<*•»  ''  =  T  (.1  -y  +  <0's*"(eo)- 

Diese  Formel  ist,  falls  man  den  absolut  grüsslen  Werth  der 
stetigen  Function  q"'  =  <J>"(a)  mit  5/  bezeichnet,  auch  so  darstellbar: 

I  1 

(F.)  q'  =  ff  {L  -f-  0,  «J/) ,    wo  L  =  —  —  --  ist  , 

wahrend  6,  wiederum  einen  echten  Bruch  vorstellt. 
Nach  unsern  Voraussetzungen  ist: 

A  <  K  ^  «v  . 

Folglich  ist  die  in  (F.)  enthaltene  Conslanle  L  unter  allen  Umstanden 
>  0.  Folglich  werden  wir  auf  der  gegebenen  Gurve  zu  beiden 
Seiten  des  Punktes  a  —  0  (d.  i.  des  Punktes  q)  zwei  Punkte 
a  —  —  d  und  a  —  -\-  d  markiren,  und  dabei  cT  so  klein  machen 
können,  dass  der  in  (F.)  in  den  Klammern  enthaltene  Ausdruck  längs 
der  von  diesen  beiden  Punkten  a  —  —  d  und  a  =  -|-  ()  begrenzten 
Curvenstreeke  durchweg  ^>  0  bleibt.  Alsdann  aber  wird,  falls  man  d 
als  positiv  sich  vorstellt,  und  die  Punkte  o  —  —  r),  o  =  0,  a  =  -f-  <) 
kurzweg  mit  A,,  </,  A  bezeichnet,  der  Werth  von  (/ 

(lilngs  der  Curvenstreeke  A,  </  (excl.  q)  durchweg  <^  0, 
und  längs  der  Strecke  q  A  (excl.  q)  durchweg  >  0 

sein,  wie  solches  aus  (F.)  ohne  Weiteres  sich  ergiebl.  Folglich  wird 
der  Werth  von  y  selber 

Illings  der  Strecke  A,y  unaufhörlich  abnehmen, 
und  litngs  der  Strecke  «A  unaufhörlich  wachsen. 

Nun  soll  der  um  C  mit  dem  Hadius  {(!q)  —  A  beschriebene  und 
die  Gurve  in  q  berührende  (in  den  betreffenden  Figuren  «»VA/ 
gezeichnete)  Kreis  den  Voraussetzungen  des  hier  zu  beweisenden 
dritten  Satzes  entsprechen.  D.  h.  sein  Radius  A  soll  <^  R0  sein, 
wo  /{0  den  kleinsten  Krümmungsradius  der  Gurve  vorstellt.  Zufolge 
des  zweiten  Satzes  (pag.  101)  wird  daher  dieser  Kreis,  ausser  seinem 
Berührungspunkte  q,  keinen  weiteren  Punkt  mit  der  Curve  gemein 
haben.  Bezeichnet  man  also  die  zur  Strecke  A,gA  complementare 
Gurvenstrecke  mit  AA*A,  (der  Art,  dass  beide  Strecken  zusammen- 
genommen die  ganze  gegebene  Gurve  ausmachen),  so  werden  die 
dieser    complemcntaren   Gurvenstrecke  AA'A,   zugehörigen  Kadii- 
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veclorcs  p  durchweg  >  A  sein.  Oder  mit  andern  Worten:  bezeichnet 
man  das  Minimum  der  der  Curvenstrecke  AA'A,  zugehörigen  Radii- 
vectores  mit  (/,  so  ist  q*  ^>  A,  mithin: 

(u.)  a  <  e*  . 

Denkt  man  sich  jetzt  eine  neue  ConsWinte  u  der  Art  gewählt, 

dass 

ist,  und  um  (>',  als  Centrum,  eine  Kreisperipherie  vom  Radius  A  -\-  a 
beschrieben,  so  wird  jene  Curvenstrecke  AA'A,  völlig  ausserhalb 
dieser  Peripherie  liegen.  Andererseits  aber  wird  der  Punkt  (/,  dessen 
Radiusvector  (Cq)  =  A,  mithin,  nach  (/.),  <^  A  -J-  «  ist,  innerhalb 
dieser  Peripherie  sich  befinden.  Hieraus  folgt  mit  Rücksicht  auf  (C), 
dass  die  Curvenstrecke  A,7  die  Peripherie  einmal  durchschneidet, 
dass  sie  aber,  abgesehen  von  diesem  einen  Schnittpunkte,  keinen 
weiteren  Punkt  mit  der  Peripherie  gemein  hat,  und  dass  überdies 
genau  dasselbe  auch  von  der  Curvenstrecke  </A  gilt. 

Alles  zusammengefasst,  ergiebt  sich  also,  dass  die  um  C  mit 
dem  Radius  A  -\-  et  beschriebene  Peripherie  die  gegebene  Curve  in 
zwei  zu  beiden  Seilen  von  q  gelegenen  Punkten  schneidet,  und  dass 
sie,  ausser  diesen  beiden  Schnittpunkten,  keinen  weiteren  Punkt  mit 
der  Curve  gemein  hat. 


Auch  kann  man  durch  weitere  Verkleinerung  des  Radius  A  -f-  a 
jene  beiden  Schnittpunkte,  welche  in  vorstehender  Figur  mit  Q,  Oi 
bezeichnet  sind,  beliebig  nahe  an  q  heranbringen.    Denn  wenn  man 


r 
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u  gegen  Null  convorgiren  llissl,  so  worden  Q  und  0,  unendlich  nahe 
an  q  heranrücken;  wie  sieh  solches  mit  Rücksicht  auf  (C.)  leicht 
ergiebt.    U.  s.  w. 

§  »7. 

Aufstellung  einiger  Hülfssätze. 

Erster  Hülfssatz.  Längs  der  gegebenen  Curve  sei  eine  Function 
der  liogenlängc  <t>  (t>(o)  vorgeschrieben,  und  zwar  sei  vorausgesetzt 
dass 

0.  0'  und  <t>  stetige  Functionen  von  a  sind,  und  dass 
(I.)  . 

<t>  durchweg  >  Ü  ist. 

Ferner  sei  q  irgend  ein  Punkt  der  Curie,  und  (qp)  irgend  ein  Stock 
der  in  q  errichteten  inner  n  Normale.  Endlich  sei  qQ  eine  von  <j 
aus  auf  der  gegebenen  C.urve  abgeschnittene  Strecke,  und 

ein  über  alle  Elemente  da  der  Curvenstrecke  qQ  ausgedehntes  Integral. 
I ht bei  bezeichne  0  den  Werth  der  Function  <P  im  Element  da,  ferner 
E  den  Absland  dieses  Elementes  vom  Punkte  p,  endlich  oi  den  Winkel 
von  E  gegen  pq.    Vgl.  die  folgende  Figur. 

Versteht  man  alsdann  unter  *  einen  beliebig  gegebenen  Kleiu/ieits- 
grad,  so  wird  man  —  •  und  zwar  ohne  Uber  die  Länge  von  {(jp)  irgend 
welche  Kennttms  zu  haben  —  durch  ein  näheres  Heranschieben  von  (J 
gegen  den  festen  Punkt  q  stets  dafür  sorgen  können,  dass 

0.)  «ihs  ./  <  ^ 

wird,  wo  <t>t/  den  Werth  von  <t>  im  hinkte  q  vorstellt. 

Zweiter  Hülfssatz.  —  Wort  für  Wort  dasselbe  gilt  auch  dann, 
wenn  man  unter  (qp)  ein  beliebiges  Stück  der  in  q  errichteten  äussern 
Normale  versteht. 

Beweis  des  ersten  Satzes.  —  Nimmt  man  q  zum  Anfangspunkte, 
die  positive  Tangente  in  q  zur  x-Axo,  und  die  innere  Normale  qp  zur 
;/-A\e,  und  bezeichnet  man  die  Coordinalen  des  Elementes  da  mit 
£,  rn  so  ist  Lvgl.  die  folgende  Figur] : 
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(A.)  cos  10  =  ^  ,    und  zugleich :    da  =  , 

v    7  /i  cos  0 

wo  c/$  die  Projection  des  Elementes  da  auf  die  jc-Axe  vorstellt, 
wahrend  0  das  Azimuth  von  da  gegen  diese  Axe  bezeichnet.  Dabei 
mag  die  Curvenstrecke  qQ  gleich  von  Anfang  an  so  klein  gedacht 
werden,  dass  0  längs  dieser  Strecke  zwischen  —  60°  und  -f-  C0°, 

mithin  cos  0  zwischen  I  und       bleibt.   Alsdann  wird  zufolge  der 

Voraussetzung  (1.)  die  Function 

„    lilngs  der  Curvenstrecke  qQ  durchweg  ^  0 
cos  0  Q 

sein.  —  Substituirt  man  nun  die  Werlhe  (A.)  in  (2.),  so  folgt: 

.     \  r    <t>  (r<i)-r 

J-2;iJ,9  cos«  E* 

mithin: 

oder,  falls  man  den  grüssten  Werth  jener  positiven  Function  ^  ^ 
längs  der  Strecke  qQ  mit  G  bezeichnet: 

(ß.)  absJ^ -1  (;r,    nyo  r=  /'  (nbs^9! "'')</  f. 

z/r  ?tf  \  n  f 

Nun  ist  identisch: 

wo  /{  den  Abstand  des  Elementes  d$  von  ;>  vorstellen  soll  (vgl. 
die  folgende  Figur).  Dieser  Absland  /{  ist  aber  die  dritte  Seite  eines 
Dreiecks,  dessen  beide  andern  Seilen  E  und  rt  sind,  also'): 

«      /:  +  abs  /;  . 

Somit  folgt: 

nbs  {-,,q)  ~    <C  l\  -4-  ',h— 'i*  (/,,/)  -4-  <,,)S  ,; 

oder,  weil  E  >  £,  mithin       <  ist: 
—  /:  -  •  * 

(c.)  .1. <£S^  <(.  +  »Jp)'  <g?>  +  • 

*)  Ks  ist  zu  beachten,  dass  i;  für  alle  Elemente  da  der  Curvenstrecke  </(>  positiv 
ist.  dass  hingegen  ij  für  einige  dieser  Elemente  positiv,  für  andere  negativ  sein  kann. 
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Zufolge  der  Voraussetzungen  (1.)  sind  £,  i"  und  17,  vt\  rt" 
stetige  Functionen  der  Bogenlänge  a.  Hechnet  man  daher  diese 
Bogenlüngc  von  q  aus,  und  bezeichnet  man  den  absolut  grössten 
Werth  jener  sechs  Functionen  längs  der  ganzen  gegebenen  Curve 
mit  M,  so  erhall  man  [vgl.  etwa  die  analogen  Betrachtungen  auf 
pag.  103]  die  Formeln: 

wo  0, ,  0,  echte  Brilchc  sind.  Es  ist  aber  ff  =  /;?  =  0O  =  0. 
mithin: 

|£,  =  0  ,  |         cos  0,      1  . 

I  »;7  =  0  ,  I       =  sin  flv  —  0  ; 

so  dass  also  jene  Formeln  die  Gestalt  gewinnen: 

1 1;  ==  0,  J/  . 

Somit  folgt,  falls  man  den  absoluten  Werth  von  0,  mit  00  bezeichnet: 
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Da  wir  diu  Bogen  hinge  a  von  q  aus  gerechnet  haben,  so  sind 
die  Punkle  q  und  Q  respecüve  mit  o  =  0  und  o  =  f)  zu  be- 
zeichnen, wo  alsdann  d  die  Länge  der  betrachteten  Curvenstrccke  qQ 
reprUsentirt.    Denken  wir  uns  nun  0  so  nahe  an  q  herangeschoben, 

dass  d  <^  j^jj  ist,  so  gilt  für  die  Bogenlänge  a  irgend  eines  zur 

Curvenstrccke   qQ   gehörigen    Punktes   (£,        stets   die  Formel: 

«  <  A  <d         d.  i.  die  Formel: 

(,*.)  oM7ZdU<  *  : 

wodurch  die  Relationen  («.)  Übergehen  in: 


i    *       abs  i;         <JA/  ,  .    abs  i; 


Mit  Rücksicht  auf  diese  Relationen  (y.)  ergiebl  sich  aus  ((,'.): 

also  mit  Rücksicht  auf  ({!.)  a  fortiori*): 

<*.)  al»«^''  <  (1  +  O  J/,  «">+  4, ». 

Demgemass  erhalt  man  für  das  in  (Ii.)  angegebene  (stets  positive) 
Integral  Y  die  Formel: 

(F.)  Y  <  (I  +  6<J MI)  f  iVf{^  +4  3//*  rf|  . 

Bezeichnet  man  nun  den  Neigungswinkel  von  II  gegen  pq  mit 
so  ist  (vgl.  die  vorhergehende  Figur): 

|  =  (pq)  lang  q  ,      mithin :      rf|  =  (pq)  ,     und:    R  =  Üj£  . 

mithin: 

wodurch  die  Formel  (F.)  übergeht  in: 


•)  Ks  ist  nämlich  nach  (0.):  id»l<i,  mithin:  (1  «W  <  ScJ.V. 
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(o\)  )<(l  +ZdM)f  >1(>  +  IM  f  </£  . 

Von  diesen  beiden  Integralen  ist  offenbar  das  m-te  gleich  dem 
Winkel  iqpf),  und  das  weile  gleich  der  Lange  (qf),  wo  f  den  Fuss- 
[iiinkt  des  von  Q  aus  auf  die  x-Axc  herabgelassenen  Perpendikels 

vorstellt  (vgl.  die  Figur).      Folglieh   ist  das   erste  <  ^,  und  das 

zweite  <  <V,  wo  t)  nach  wie  vor  die  Lange  der  Curvenstrecke  <jQ 
vorstellt.    Demgcmass  ergiebt  sich  aus  (G.): 

)  <(t  -f  f,<LV)|-M<U/  , 

(//.)         d.  i.  >  <  -g-  -f        !  4)(JJ/  . 

Dies  in  (//.)  subsliluirt,  erhall  man: 

oder,  falls  man  G  —  0>q  -f-  (G  —  <I>9)  schreibt,  indem  man  dabei 
unter      den  Werth  von  <t>  im  Punkte  q  versteht: 

,,,  0l)S,<?s  +  (üi±i^)+(,._,,)(; .  +  ^1»«) . 

Was  die  </m  hier  auf  der  rechten  Seile  stehenden  Glieder  be- 
trifft, so  kann  man,  falls  irgend  ein  Kleinheitsgrad  t-  gegeben  ist. 
durch  Verkleinerung  der  Lange  A  der  Curvenslrecke  qQ  zunächst 

dafür  sorgen,  dass  das  vorletzte  Glied  <^  —  wird.    Sodann  aber 

kann  man,  weil  G  den  grössten  Werth  der  stetigen  Function  längs 

jener  Curvenslrecke,  <t>q  aber  den  Werth  dieser  Function  in  q  vorstellt, 
durch  weitere  Verkleinerung  von  ()  den  Factor  (G  —  <t>,;)  des  letzten 
Gliedes  beliebig  klein  machen,  und  in  solcher  Weise  dafür  sorgen,  dass 

der  Werth  dieses  letzten  Gliedes  ebenfalls  <d  wird.  Solches  ausge- 
führt, ist  alsdann: 

(/..)  obsJ<?«  +  i-  +  i-  =  5l±_£.  -  Q.e.d. 

Der  Beweis  des  zweiten  Hülfssatzes  ergiebt  sich  in  ganz  analoger 
Weise,  und  bedarf  daher  keiner  weiteren  Erläuterung. 
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Dritter  Hülfssatz,  —  Eine  gegebene  Function  Q  =  Q(x,  y)  sei 
stetig  in  ganzer  Erstreckung  einer  in  der  xg- Ebene  um  den  Punkt  C 
mit  dem  Hadius  H  beschriebenen  Kreisfläche  AT.  Ferner  mag  der  kleinste 
Werth,  den  Q  längs  einer  um  (]  mit  dem  Hadius  r  <.  H  beschriebenen 
Kreisperipherie  besitzt,  mit  Qa(r)  bezeichnet  sein. 

Alsdann  wird  dieses  Q,(r)  eine  Function  von  r  sein,  die  in  Er- 
streckung des  Intervalls  (0,  H)  stelig  ist. 

Beweis^  - —  Fs  sei  e  ein  beliebig  gegebener  Kleinheitsgrad.  Wir 
(lenken  uns  das  Intervall  (0,  It)  aufgetragen  auf  irgend  einer  geraden 
Linie,  die  etwa  die  r-Axc  heissen  mag.  Sind  min  Q„(r)  und 
Q8(r  -f-  (>)  die  Werlhe  der  Function  Q0  in  irgend  zwei  dem  Intervall 
(0,  H)  zugehörigen  Punkten  r  und  r  (>,  und  denken  wir  uns 
dabei  (>  der  Bedingung  unterworfen: 

(«.)  abs  (j  2?  a  , 

wo  «  eine  positive  Constante  vorstellen  soll,  so  haben  wir  nachzu- 
weisen, dass  der  Ausdruck 

iß.)  obs  [Q.(r  +  ?)-öt(r)J  , 

falls  man  die  Constante  a  hinreichend  klein  sieh  vorstellt,  stets  <  h 
bleiben  wird,  welche  Lage  man  jenen  beiden  der  Bedingung  («.) 
unterworfenen  Punkten  r  und  r  -f-  (j  in  Krslreckung  des  Intervalls 
(0,  It)  auch  immer  zuertheilcn  mag. 

Wir  werden  zeigen,  dass  solches  in  der  Thal  der  Kall  ist,  und 
dass  u  die  erforderliche  Kleinheit  besitzt,  sobald  man  u  so  einrichtet, 
dass  die  WerlhdilFercnz  der  gegebenen  auf  St  steligen  Function 
Q  =  Q(.r,  g)  für  jedwedes  zu  Ä  gehörige  «-Punktpaar')  <f  *  ist. 

Zu  diesem  Zwecke  beschreiben  wir 
um  das  Centrum  (]  zwei  Kreisperipherien 
mit  den  Hadien  r  und  r  -j-  (j.  Auf  der 
erstem  Peripherie  werden  sich  alsdann  ein 
Punkt  oder  auch  mehrere  Punkte  belinden, 
in  denen  die  Function  Q  den  dieser  Peri- 
pherie zugehörigen  kleinsten  Werth  Qa{r) 
annimmt.  Irgend  einer  von  diesen 
Punkten    mag   />,    heissen.  Desgleichen 
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mag  p2  irgend  einer  von  denjenigen  Punkten  der  zweiten  mit  dem 
Kadius  (r  -(-  q)  beschriebenen  Peripherie  vorstellen,  in  denen  Q  den 
kleinsten  dieser  zweiten  Peripherie  zugehörigen  Werth  QÄ(r  -}-  g) 
besitzt.  Ueberdies  roarkiren  wir  noch  zwei  weitere  respective  zur 
ersten  und  zweiten  Peripherie  gehörige  Punkte  7,  und  g2,  und  zwar 
der  Art,  dass  /),  und  q2  auf  demselben  Radius,  und  andererseits  fr 
und  qx  ebenfalls  auf  gleichem  Radius  liegen.  Vgl.  die  vorstehende 
Figur. 

Nach  («.)  ist  aber  abs^<«.  Folglich  bilden  die  Punkte  ja,  und 
ein  «-Punklpaar,  ebenso  ji,  und  7,.    Denken  wir  uns  also  die  Coo- 
slantc  «  so  klein  gewühlt,  dass  die  Werlhdiflerenz   der  Functioo 
Q  --  Q(/r,  y)  für  jedwedes  zu  Ä  gehörige  «-Punktpaar  <^  f-  ist, 
und  bezeichnen  wir  die  Werlhe  dieser  Function  in  den  vier  Punkten 

'/.<  <h  kurzweg  mit  /»,,  1\,  Q, ,        so  ist: 
(y.)  0,  =     +        und    c>4  =  /\  -h  Ö«  , 

wo  //  und  9  wirkliche  echte  Brüche*)  vorstellen.  Ueberdies  aber 
finden,  weil  />,  und  l\  die  Minimalwerlhe  der  Function  Q  für  die 
erirfc  und  zweite  Peripherie  vorstellen,  die  Relationen  statt: 

l\  ^  (>,  und    /'4  -  "  <),  . 

Subsliluiren  wir  hier  für  0,  und  Q2  die  Ausdrücke  (/.),  so  erhalten  wir: 

l\  ^Pt  +  Ve  und    l\^  Pt  +9f. 

l'nd  hieraus  folgt  sofort: 

/',  -  'r  '\  H-  , 

also,  weil  //,  0  wirkliche  echte  Brüche  sind: 

/',-«<  />,  <  P,  +  f  . 

mithin: 

-*</>,-/>,<  +  *, 

oder,  was  dasselbe  ist: 

(5.)  ahs  (Pt  -  P4)<  c  . 

Diese  Formel  aber  ist,  weil  Px  und  7^  respective  mit  Qtt  (r)  und 
^o(r  +  0)  identisch  sind,  auch  so  darstellbar: 

(«•)  «bs  [Q0(r  +  q)-  Q„(r)l  <*•  —  (>.<•• 

•J  Ich  nenne  #  einen  wirklichen  echten  Bruch,  sobald  «bs  #  nicht  ^  I,  sondern 
geradezu  <  I  isl. 
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Vierter  Hölfssatz.  —  Es  sei  §  die  Fläche  eines  Halbkreises 
vom  Radius  R,  und  C  ihr  Centrum,  d.  i.  der  Halbirungspunkl  des  die 
Fläche  auf  der  einen  Seite  begrenzenden  Durchmessers.  Ferner  sei 
Q  =  Q(x,  y)  eine  gegebene  Function,  die  in  ganzer  Erstreckung  von  $ 
stetig  ist.  Denkt  man  sich  ferner  um  C  eine  Kreisperiphei'ic  vom 
Radius  r  <C  R  beschrieben,  so  mag  der  kleinste  Werth,  den  Q  längs 
des  zu  $  gehörigen  Theiles  dieser  Peripherie  besitzt,  mit  Q7(r)  be- 
zeichnet sein. 

Alsdann  wird  dieses  Q,(r)  eine  Function  von  r  sein,  die  in  Er- 
streckung des  Intervalls  (0,  R)  stetig  ist. 

Der  BeweiB  dieses  letzten  Satzes  ist  offenbar  ganz  analog  mit 
dem  des  vorhergehenden,  eine  weitere  Erläuterung  also  unnolhig. 

§  18. 

Untersuchung  der  Ghreen'schen  Function  am  Bande  ihres  Gebietes. 
Die  sich  zunächst  darbietende  Methode. 

Die  gegebene  Handcurve  des  Gebietes  3  mag  von  solcher  Be- 
schaffenheit sein,  dass 

6,  0  \  0"  stetige  Functionen  der  Bogenlänge  o  sind, 
und  dass  überdies  tf  überall  7>  0  ist*). 
Ist  nun  innerhalb  3  ein  fester  Punkt  c  gegeben,  so  werden  zufolge 
des  Theorems  pag.  82  drei  Fundamcntalfunctionen  U,  t/,,  t/2  des 
Gebietes  3  existiren,  von  denen  die  erste  am  Rande  von  3  glcich- 

werthig  ist  mit  log  wo  r  den  von  c  aus  nach  dem  Bande  hin- 
laufenden Iladiusvector  vorstellt;  wahrend  gleichzeitig  für  joden  Punkt 
{x,  y)  innerhalb  3  die  Relationen  stattfinden: 

v  i£«"..  o> 

*)  Hieraus  folgt  z.  B.,  dass  die  Curve  überall  convex  ist,  jedoch  der  Art,  dass  sie 
auch  geradlinige  Strecken  enthalten  kann. 

Dcmgemass  werden  sämmtlichc  Krümmungskreise  die  Curve  auf  ihrer  inner  n 
Seite  berühren;  und  es  wird  also  z.  B.  der  in  der  Formel  (£.)  pag.  4  enthaltene  Factor 
£  durchweg  =      I  sein,  jene  Formel  also  dio  Gestalt  annehmen : 

Hieraus  aber  folgt,  weil  0' ,  zufolge  der  Voraussetzungen  (I.),  überall  slcliij,  mithin 
auch  überall  endlich  ist,  dass  der  Krümmungsradius  R  überall  >  0  ist. 

Abband),  d.  K.  S.  GeMlIsch.  d.  Wim.  XXIV.  t,  8 
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Diese  Function  U  pflegt  man  alsdann  die  dem  Punkte  c  entsprechende 
Green*  sehe  Function,  und  jenen  Punkt  c  den  Centraipunkt  dieser  Func- 
tion zu  nennen.  Mehr  im  Sinno  Grebn's  würde  es  allerdings  sein, 
als  Green'sciic  Function  nicht  das  U  selber,  sondern  den  Ausdruck 

(3.)  Q  =  (log  1)  -  U  =  -  {U  -f  log  r) 

zu  bezeichnen,  wo  U  den  Werth  der  Function  U  in  irgend  einem  Punkte 
(x-,  y),  und  r  den  Absland  dieses  Punktes  (x,  y)  von  c  vorstellen 
soll.  Wie  dem  auch  sei,  —  wir  werden  beide  Functionen  untet- 
suchen,  sowoiil  U  wie  Q,  und  dabei  vorzugsweise  die  Diflerenlial- 
quotienten 

dU  <IQ 
(4.)  F=-r-    und    O  =  -.  - 

ins  Auge  Tassen,  wo  v  die  innere  Normale  der  Randcurve  vor- 
stellen soll. 

Aus  der  für  U  gegebenen  Definition  folgt  sofort,  dass  Q  eine 
Function  von  (.r,  y)  ist,  die  am  Hände  dieses  Gebietes  3  überall  ver- 
schwindet, die  ferner  in  jedwedem  Punkte  innerhalb  des  Gebietes 
>  0 ,  und  speciell  im  Punkte  c  positiv  unendlich  ist.  Auch  wird 
Q  für  jedweden  Theil  des  Gebietes  3,  der  den  Punkt  c  nicht  ent- 
halt, als  eine  l'umlamentalfunetion  zu  bezeichnen  sein. 

Erläuterung.  —  Man  denke  sich  um  c ,  als  Centrum  ,  eine  volli? 
innerhalb  3  liegende  äusserst  kleine  Kreisfläche  construirt,  und  den  nach 
Absonderung  dieser  Krcislläche  noch  übrig  bleibenden  Theil  des  Gebietes 
3  mit  30x  bezeichnet,  indem  man  dabei  unter  a  und  x  die  beiden  Itand- 
curven  dieses  Theilcs  3ffx,  nämlich  unter  a  den  ursprünglich  gegebenen 
Rand  des  Gebietes  3,  andererseits  nber  uulcr  x  die  soeben  construirle 
kleine  Kreisperipherie  versteht.  Alsdann  wird  die  in  (3.)  angegeben* 
Function  Q  offenbar,  ebenso  wie  U  selber,  eine  Fundamental funetion  dr> 
Gebietes  3,lx  sein. 

Zufolge  des  ersten  Satzes  Abb.  I,  pag.  20  sind  daher  der  grössle 
und  der  kleinste  Werth,  die  Q  in  Erstreckung  des  Gebietes  3ffx  besitz», 
nothw  endiger  Weise  auf  den  Itandcurvcn  dieses  Gebietes,  und  nur  a//ein  auf 
diesen  Randcurvcn  anzutreffen.  Hieraus  aber  ergiebl  sich,  weil  Q  auf  o 
überall  =  0,  und  auf  x  überall  ausserordentlich  gross  ist,  Zweierlei, 
nämlich  erstens,  dass  der  kleinste  Werth  von  Q  in  ganzer  Erstreckung 
des  Gebietes  3„x  die  0  ist,  und  zweitens,  dass  Q  in  jedem  Punkte  inner- 
halb dieses  Gebietes  >  0  ist.  Diese  Resultate  aber  übertragen  sich,  wie 
man  sofort  übersieht,  mit  Leichtigkeit  auf  3  selber.  —  Q.  e.  d. 


Digitized  by  Goo 


H5]      L'eber  die  Methode  des  arithmetischen  Mittels.    Abu.  II.  677 


Denkt  man  sich  auf  der  gegebenen  Curve  irgend  eine  innere 
Normale  v  errichtet,  die  so  kurz  ist,  dass  sie  den  gegebenen  Ccn- 
tralpunkl  c  nicht  erreichen  kann,  und  bezeichnet  man  einen  be- 
liebigen Punkt  dieser  Normale  mit  p,  ferner  den  Fusspunkt  derselben 
mit  q,  so  werden  die  Functionen 

,5«.,  =  %      U„„  O,,^ 

längs  der  Normale  v  (inclusive  ihres  Fusspunktes  7)  stetig  sein.  Und 
liisst  man  jetzt  die  Normale  v  (samml  ihres  Fusspunktes  </)  längs 
der  gegebenen  Curve  forlwundern ,  so  werden  hierbei  die  Functionen 

Schrill  für  Schritt  in  stetiger  Weise  sich  lindern. 

Diese  Satze  ergeben  sich,  soweit  sie  auf  F  Bezug  haben,  leicht 
mittelst  der  aus  dem  ersten  Satze  pag.  8i  entspringenden  Formeln: 

Fv  —  d^  =  Wt)p  ™*  Y  +  (t'.Jp  sin  y  , 

wo  die  zugefügten  Indices  p  und  q  die  Werlhc  der  betreffenden 
Functionen  in  den  Punkten  p  und  q  andeuten,  wahrend  y  das  Azi- 
inuth  der  Normale  v  gegen  die  j--Axe  vorstellt.  Denn  einerseits 
sind  (/,  und  U2  (als  Fundamentalfunctionen  des  Gebietes  3)  '»  ganzer 
Ki Streckung  von  3  stetig;  und  andererseits  wird  y,  falls  man  die 
Normale  v  llings  der  Curve  fortwandern  lasst,  zufolge  der  Voraus- 
setzungen (I.)  sich  Schritt  für  Schritt  in  stetiger  Weise  andern. 

Sobald  aber  die  in  Hede  stehenden  Satze  für  F  bewiesen  sind, 
ergiebt  sich  sodann,  auf  Grund  der  Formel  (3.),  ihr  Beweis  auch 
für  die  Function  O,  falls  man  nur  beachtet,  dass  die  Normale  v  so 
kurz  gedacht  werden  soll,  dass  sie  den  gegebenen  Cenlralpunkt  c  nie- 
mals erreicht. 

Uebrigens  sind  die  Satze  (5  a.,  ß.)  einer  etwas  allgemeineren 

Fassung  Pähig.     Bezeichnet  man  nämlich  das  von  der  gegebenen 

Curve  o  und  einer   inneren  Parallclcurvc  *•  begrenzte  ringförmige 

Gebiet  mit  3,,,,  so  ergiebt  sich  leicht*),  dass  die  Functionen 

k  »     tili  A  dQ 

(5y.)  t  —  1     und  * 


d  v  dv 


*)  Etwa  unlcr  Auwemiung  des  erslcn  Salzes  pag.  4  01. 

*8« 
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i»  ganzer  Erstreckung  des  Gebietes  3«,*  eindeutig  und  stelig  sind,  falls 
man  nur  den  gegenseitigen  Absland  jener  beiden  Curven  o  und  * 
hinreichend  klein  macht. 

Wir  wenden  uns  jetzt  zu  Betrachtungen  anderer  Art.  Da  die 
Function  Q,  wie  schon  bemerkt  wurde  (pag.  1 1 4),  im  Randpunkte  9 
verschwindet,  in  allen  übrigen  Punkten  der  Normale  v  aber  >  0  ist, 
so  erkennen  wir  sofort,  dass  der  Ausdruck 

(6.)  stels  ^° 
sein  mttss. 

Schliessen  zu  wollen,  dass  er  geradezu  ^>  0  sei,  würde  offenbar 

voreilig  sein.    Denn  es  könnten  ja  z.  B.  die  Werthe  von  Q,  als 

Ordinalen  auf  die  Ebene  des  Gebietes  3  senkrecht  aufgesetzt  ge- 


dacht, Uber  der  Linie  v  eine  Curve  liefern,  welche  die  Linie  v  im 
Punkte  q  berührt,  sonst  aber  durchweg  oberhalb  v  bleibt.  Und  alsdann 
würde  der  Diflcrentiaiquolicnt  (6.)  nicht  ^>  0,  sondern  =  0  sein. 

Es  hundcll  sich  nun  um  die  ebenso  wichtige  wie  schwierige  Frage, 
ob  in  der  für  alle  Randpunkle  q  geltenden  Formel  (6.)  das  zweifelhafte 
Zeichen  >  wirklich  zu  belassen  sei,  oder  ob  man  vielleicht  berechtigt 
ist,  dasselbe  durch  das  kategorische  ]>  zu  ersetzen. 

Da  U  eine  Fundamental  funclion  des  Gebietes  3  ist,  so  ergeben 
sich,  auf  Grund  bekannter  GiiBBN'scher  Sätze,  für  irgendeinen  Punkt; 
innerhalb  3  folgende  Formeln: 


die  Integralion  ausgedehnt  über  alle  Elemente  da  der  ttandeurve. 

Dabei  dient  T  als  Abbreviatur  für  log  y,  wo  r  den  gegenseitigen 

Absland  zweier  Punkte  vorstellt;  insbesondere  beziehen  sich  TJ  und 
Tc  auf  die  AbsUinde  (j  *  >►  da)  und  (c  »  >  da),  wo  c  den  gegebenen 
Centraipunkt  vorstellen  soll.    Um  die  Gleichung  (7.)  mit  voller  Strenge 

•)  Diese  klein  gedruckten  Citutc  beziehen  sich  auf  das  Werk  des  Verfassers: 
»l'ntersuchun<jcn  über  das  Logarithmische  und  Scwlorische  Potential».  Leipzig,  bei 
Teubncr.  1877. 
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abzuleiten,  hat  man  zuvörderst  statt  der  eigentlichen  Randcurve  o 
eine  innere  Parallelcitrvc  anzuwenden.  Aus  der  so  erhaltenen  Formel 
ergiebl  sich  alsdann  die  Gleichung  (7.),  sobald  man  den  Abstand 
dieser  Parallelcurve  von  der  Randcurve  zu  0  herabsinken  lasst,  und 
dabei  Rücksicht  nimmt  auf  den  Satz  (5y.).  —  Beachtet  man,  dass  U 

am  Rande  =  log       d.  i.  =  Te  ist,  so  erhalt  man  aus  (7.)  und 

(8.)  durch  Subtraclion  sofort: 

(9.)  ^=/l'<IL^,,0. 

Andererseits  ergeben  sich  in  analoger  Weise  für  irgend  einen 
Punkt  a  ausserhalb  3  die  Formeln: 

PI      d  Ta  d  Tr\ 

(10.)  2:t  TJ^-j  -  T'<  -        da  ,      (vgl.(ISe.)  L.  u.  N.  P.  pa«.  ti]  . 

(H.)  0  =  -  f[  U   ^  -  T«  ~)  da  ,      (vKl.(*(Kr.H.«.  JV.P.  pag.  19]«), 

wo  Ta  und  Tc  respective  den  Abstünden  (a  »-  >  </o)  und  (c  »►  da) 
zugehören,  wahrend  Tjj  auf  den  Absland  (c  *>  >  a)  sich  bezieht. 
Aus  (10.)  und  (11.)  folgt  durch  Subtraclion: 

(12.)  2;r  r/=|,,/(7^-i'l)7-r/a  . 

Nun  ist  V  —  U  —  (log  |)  —  f7  =  Q  [vgl.  (3.)] ;  so  dass  also 
die  beiden  Formeln  (0.)  und  (12.)  die  Gcslalt  gewinnen: 

(13.) 

Demgemass  können  Uj  und  7^  als  Potentiale  angesehen  werden, 
die  respective  auf  j  und  a  ausgeübt  werden  von  ein  und  derselben 
Curvcnbelegung,  deren  Dichtigkeit  y  den  Werth  hat: 

(1*  )  »;  =  ö—  ,  -  . 

'      z/r  f/v 

Wir  wollen  jetzt  annehmen,  der  DifTcrentialquolicnt  mithin 


*)  Auch  diese  CilaCe  beziehen  sich  auf  das  genannte  Werk. 
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auch  t]  seien  Isings  irgend  eines  Elementes  pq  der  gegebenen  Rand- 
curve  überall  =  0,  und  die  aus  einer  solchen  Annahme  sich  erge- 
benden Consequenzen  entwickeln. 
Die  beiden  Potentiale  (13.): 

(15.)  Uj   und  V 

werden  alsdann  von  der  Belegung  der  ungeschlossenen  Curve  qhp 
herrühren,  mithin  zusammengenommen  eine  Function   bilden,  die 


durch  die  OefTnung  pq  hindurch  stetig  ist.  Hieran  wird  nichts  ge- 
ändert, sobald  man  von  beiden  Potentialen  das  von  dein  festen 
Punkte  c  herrührende  Potential  Tc  in  Abzug  bringt;  so  dass  also  die 
beiden  Ausdrücke 

(10.)  Uj  -  Tjc    und    Tac  —  Tac 

zusammengenommen  wiederum  eine  Function  repräsentiren,  die  durch 
jene  Ocllhung  pq  hindurch  sielig  ist.  Da  nun  aber  von  diesen  bei- 
den Ausdrücken  (16.)  der  zweite  identisch  verschwindet,  so  er- 
giebt  sich  hieraus  nach  bekanntem  Satze,  dass  der  entere  ebenfalls 
verschwindet,  und  zwar  für  sltmmtlichc  Punkte  j;  was  mit  der  Natur 
dieses  Ausdruckes  in  offenbarem  Widerspruch  steht.  Wir  sehen  so- 
mit, dass  die  gemachte  Annahme  inihaltbar  ist,  und  gelangen  daher 
zu  folgendem  Satze: 

Der  in  (G.)  genannte  Differentialquotient: 

kann   niemals    in   säm  milichen   Punkten    eines   Handelementes  ver- 
schwinden, wie  klein  man  sich  dieses  Element  auch  denken  möge  *).  — 
Ob  aber  dieser  Diflercnlialqtiolicnt  nicht  vielleicht  in  einzelnen 
Punkten   des  Hundes  verschwinden   kann,  —   diese  Frage  scheint 

*)  Uioses  llosult.il  ist  schon  früher  vom  Verf.  nbgelcilcl  worden.    Vgl.  «las  in 
«Vn  hoiilcn  vnrhorgrlioniliMi  Noten  genannlc  Werk.  pag.  11. 
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bisher  noch  niemals  in  Angriff  genommen,  und  Uberhaupt  mit  grossen 
Schwierigkeiten  verbunden  zu  sein.  Um  so  mehr  dürfte  es  gerecht- 
fertigt sein,  wenn  ich  die  beiden  folgenden  Paragraphe  dazu  ver- 
wende, um  die  von  mir  in  dieser  Richtung  angestellten  Unter- 
suchungen in  sorgfaltiger  Weise  darzulegen. 

Beiläufig  sei  bemerkt,  dass  man  durch  die  in  diesem  Paragraph  dar- 
gelegte Methode  z.  B.  auch  zu  folgendem  Satze  gelangen  kann : 

Bat*.  *)  —  Ist  längs  der  gegebenen  geschlossenen  Curve  eine  Function 
f  =  fia)  vorgeschrieben,  und  setzt  man  voraus,  dass 

6,  0' ,  0"  und  f,  f'  stetig  sind,  dass  ferner  f  ab- 
(cr.)  theilungsweise  stetig  ist,  und  dass  endlich  0'  über- 

all ^  0  ist, 

so  trerden  die  den  Werthen  f  entsprechenden  Fundament alfunetionen  <t>  und 
Y  der  Gebiete  21  und  3  nicht  allein  existiren,  sondern  auch  mit  den  früher 
(Theorem  pag.  8i)  angegebenen  Eigenschaften  behaftet  sein. 

Gleichzeitig  werden  alsdann  sämmtltche  Werthe ,  welche  <t>  und  t  in 
Erstreckung  von  %, ,  resp.  in  Erstreckung  von  0  besitzen ,  abgesehen  von 
einer  additiven  Constanlc,  darstellbar  sein  als  die  Potentiale  ein  und  der- 
selben Curvenbclcgung  auf  äussere,  res]),  auf  innere  Punkte. 

Es  werden  nämlich  folgende  Formeln  gelten  : 

<J>  r  =  T  T,.ä<io  ,  (x  in  Erstreckung  von  «)  , 
Y,.  —  T  +j  Trdda  ,    (.t  in  Krstreckuny  von  3)  , 

wo  Tt.  —  lof?  |-  ist,  und  Er  deti  Abstand  des  Elementes  da  vom  Punkte  x 

vorstellt,  während  T  eine  bestimmte  endliche  Constanlc,  nämlich  den  Werth 
Von  <t>  i«i  l  nendlichen  repräsentirt ,  [vgl.  Abb.  I,  pag.  22  (4.)]. 

Dabei  bezeichnet ,  was  besonders  zu  betonen  ist,  ö  eine  längs  der 
Curve  stetige  Function.  Auch  ist  der  Werth  dieser  Function  darstellbar 
durch  die  Formel : 

'  -  h  ■ 

100  v  die  innere  Normale  dir  Curve  vorstellt. 


*)  Vgl.  den  von  mir  im  Jahre  1878  in  den  Bor.  der  Kgl.  Säehs.  Ges.  d.  Wiss. 
puhlicirten  Aufsatz,  insbesondere  den  III.  und  IV.  Fundamentalsalz,  daselbst  pag. 
Bf  und  54. 
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§  19. 

Fortsetzung.    Die  Methode  der  berührenden  Kreisfläche. 

Für  diesen  und  den  folgenden  Paragraph  wird  es,  zur  Verein- 
fachung der  Darstellung,  gut  sein,  folgenden  Hülfssatz  voranzuschicken. 

Hülfssatz.  —  Es  seien  [vgl.  die  folgende  Figur]  BCD  und  //Ctf, 
zwei  aufeinander  senkrechte  Durchmesser  einer  um  C  mil  dem  Radm 
A  beschriebenen  Kreisperipherie.  Ferner  sei  p  ein  auf  dem  Radius  Cb 
gelegener  Ihtnkt,  dessen  Ccnlraldistanz  ==  r  ist.  Ueberdies  mögen  auf 
der  Peripherie  zu  beiden  Seiten  von  D  zwei  Punkte  N  und  *Y,  ir 
solch  er  Weise  markirl  sein,  dass  iV,  p,  //,  in  gerader  Linie,  und 
andererseits  A'j ,  p,  II  ebenfalls  in  gerader  Linie  liegen.  Endlich  sei  S 
ein  längs  der  Peripherie  herumlaufender  Punkt,  und  E  der  von  Augen- 
blick zu  Augenblick  sich  ändernde  Abstand  dieses  Punktes  S  vom  fes- 
ten Punkte  p. 

Alsdann  wird  die  von  E  abhängende  Function 

(«•)  f  -  f{E)  -  (— Wt  / 

in  dem  Augenblicke  =  0  sein,  in  welchem  S  in  N  sich  befindet,  sodann 
^>  0  «p/n,  während  S,  von  N  aus,  längs  der  Periplierie  über  B  nach 
iV,  geht,  wieder  =  0  werden,  sobald  B  in  iV,  anlangt,  und  endlich 
<^  0  «Pin,  während  S,  seine  Wanderung  längs  der  Peripherie  fortsetzend, 
von  iV,  über  D  nach  N  geht.  Oder  genauer  ausgedrückt :  Es  wird  diese 
Function  f  längs  der  Strecke  iV/JJV,  positiv,  längs  der  Strecke  ft\DS 
negativ  sein,  und  im  Ganzen  nur  zwei  Nullpunkte  haben,  die  in  A 
«»</  iV,  liegen.  Insbesondere  wird  ihr  Werth  längs  des  Halbkreises 
//////,  durchweg 

sein. 

Dabei  mag  noch  bemerkt  sein,  dass  man  die  negative  Strecke 
N{DN  durch  Vergrößerung  von  r  beliebig  klein  machen  kann;  vir 
solches  aus  der  für  die  Punkte  iV,  iV,  angegebenen  Conslruclion  sofort 
sich  crgicbl. 

Beweis.  —  Aus  der  Formel  («.)  folgt  sofort,  dass  die  Function 
f  =  f(E)  nur  für  einen  einzigen  Worth  von  E  verschwindet.  Dieser 
Werth  Isiutol: 


I 
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r_  A*-r*  _[A-rUA  +  r) 
VA*  +  r»  Vi4t  +  ri 

und  ist  daher  [vgl.  die  Figur]  auch  so  darstellbar: 


oder  auch  so: 

Folglich  repräsenlircn  N  und  iV,  die  beiden  einzigen  Lagen  des 
peripherischen  Punktes  S,  für  welche  f  verschwindet.  Folglich  hat 
f  längs  NBNi  constanles  Vorzeichen,  und  ebenso  längs  JV,DiV.  Dass 
aber  ersteres  -f- ,  und  letzleres  —  ist ,  erkennt  man  sofort  aus  den 
in  D  und  I),  d.  i.  für  E  =  A  -\-  r  und  E  —  A  —r  sich  ergebenden 
Werthen : 

Werlh  in  B:   f{A  +  r)  =  +  ^  ^_  >f  , 

< 

Werth  in  D;    /"(yl  -  r)  =  -r-?  ry  • 

Um  schliesslich  die  Behauptung  (ß.)  zu  beweisen,  bemerken  wir, 
dass  für  alle  Punkte  S  des  Halbkreises  ///?//,  die  Relation  stattfindet: 

dass  mithin  die  Function 


für  die  Punkte  S  des  genannten  Halbkreises  der  Formel  entspricht: 
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'  =  2/r.lrA«  SUJrJs« 

Diese  Formel  aber  kann,  mit  abermaliger  Rücksicht  auf  (?.),  auch 
so  geschrieben  werden: 

r«(3/l*—  r») 
'  =  2,r/lr(2.1)«  ' 

oder,  weil  r2  <  jt2,  mithin  3.A2  —  r2  >  2A2  ist,  auch  so: 

r'.fijl*  r 

Dies  vorangescWokt,  gehen  wir  jetzt  über  zu  nnserm  eigentlichen 
Thema,  indem  wir  dabei  festhalten  an  den  Bezeichnungen  und  Voraus- 
setzungen des  vorhergehenden  Paragraphs.  Aus  jenen  Voraussetz- 
ungen folgt  [vgl.  die  Note  pag.  113],  dass  der  kleinste  Krümmungs- 
radius RQ  der  gegebenen  Curve  stets  ^>  0  ist.  Bezeichnet  man 
ferner  den  kürzesten  Abstand  des  gegebenen  Centraipunktes  c  von 
der  Curve  mit  2P0,  so  wird  P0  ebenfalls  ^>  0  sein  (weil  c  inner- 
halb 3  Hegen  soll).    Bezeichnet  nun  A  eine  den  Formeln: 

(1.)  0<J<Äo   und  0<J<Po 

unterworfene,  sonst  aber  beliebig  gewühlte  Conslantc,  und  denkt  man 
sich  einen  Kreis  ff  vom  Radius  A  construirt,  der  die  gegebene  Curve 
in  irgend  einem  Punkte  q  von  Innen  berührt,  so  wird  die  Peripherie 
dieses  Kreises,  ausser  dem  Punkte  </,  keinen  weiteren  Punkt  mit  der 
gegebenen  Curve  gemein  hüben  [Zweiter  Satz  pag.  101].  Dem- 
gemüss  wird  die  Fläche  dieses  Kreises  ff  ein  Theil  des  Gebietes  3  sein. 

Ueberdies  erkennt  man  leicht,  dass  der  gegebene  Centralpunkt 
c  ausseihalb  des  Kreises  Ä  liegt.  Denn  beftinde  sich  c  innerhalb  ff, 
oder  am  Rande  von  ff,  so  würde  der  Abstand  (cq)  <  2.4,  also, 
nach  (1.),  <[  2P0  sein.  Es  würde  also  in  diesem  Falle  der  Punkt 
c  vom  Curvenpunkte  q  einen  Abstand  haben,  der  <  Kl\  ist;  während 
doch  2/'0  den  kürzesten  Abstand  jenes  Punktes  c  von  der  Curve 
vorstellen  soll. 

Da  nun  die  Flüche  ff  ein  Theil  von  3  ist ,  und  der  Punkt  c 
ausserhalb  ff  liegt,  so  ergiebt  sich  hieraus  sofort,  dass  die  Functionen 
U  und  Q  Fundamentalftmct'umen  des  Gebietes  ff  sind.  Markirt  mnn 
daher  irgend  einen  Punkt  /)  innerhalb  ff,  und  zugleich  auch  irgend 
einen  Punkt  p'  ausserhalb  ff,  so  gellen  die  Formeln: 
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(2.) 
(3.) 
(*.) 


[vgl.  /..  u .  .V./\  (*»«T.)  pag.  19;. 
[v»l.  /..  u.  .V./'.  L*0f.)  pnR.  19], 


wo  die  Integration  hinlauft  über  alle  Randeleniente  ds  des  Kreises 
5f,  und  wo  n  die  innere  Normale  des  Elementes  ds  repriisentirt. 
Dabei  bezeichnet  Qp  den  Werth  von  Q  in  p\  während  T  und  T 
respective  den  Entfernungen  (p  »  >  ds)  und  (p'»-*-ds)  angehören. 
All'  diese  Formeln  (2.),  (3.),  (4.)  ergeben  sich,  ebenso  wie  die  auf 
pag.  116  besprochenen,  mit  absoluter  Strenge  durch  Anwendung  der 
auch  damals  benutzten  Parallelcurven.    (Vgl.  pag.  117.) 


Es  mögen  nun  die  beiden  Punkte  p  und  p'  in  Bezug  auf  den 
Kreis  Ä,  dessen  (Zentrum  C  heissen  soll,  zu  einander  conjtußrl  sein; 
sodass  also  z.  B.  zwischen  ihren  Cenhaldislanzen  r  und  r  die  Hela- 
lion  staltlindet 

(5.)  rr  =  M  . 

l'eberdies  liege  p  auf  dem  Hadius         mithin  ;>'  auf  der  Verlange- 


*)  l»i«'s«'  Ciliiii«  Itc/ii'liiMi  sm  Ii  :tuf  ihis  in  der  Note  pn«.  I  I  f»  genannte  Werk. 
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ning  dieses  Radius.  Bezeichnet  man  alsdann  die  Abstände  eines 
Elementes  ds  von  den  drei  Punkten  C,  p,  p  respective  mit  A,  E ,  E\ 
so  sind,  zufolge  (5.),  die  beiden  Dreiecke  EAr  und  Er  A  einander 
ahnlich;  woraus  folgt: 

*fi  \  E  —  A  —  r 


Somit  ergiebt  sich: 


log^7-log-i  =  log^, 


d.  i. 

(7.)  r-r=iog-J-. 

Bezeichnet  man  ferner  in  jenen  beiden  Dreiecken  den  den  Seiten 
E  und  E'  gegenüberliegenden  Winkel  mit  y,  so  ist: 

ff«  =  A*  -f  r«  —  <ZAr  cos  q>  , 

(«•) 

/i'4  =  yl4  +  r'*-2/1r'cosy  . 

Und  mit  Rucksicht  hierauf  ergeben  sich ,  falls  man  die  innere  Nor- 
male des  Elementes  ds  mit  n  bezeichnet,  folgende  Formeln: 

dT  d  log  ff       o  log  ff       A  —  r  cos  y 

</«  ~         ,/»     ~  ~~oT~  ff*  ' 

=         log  E'      a  log  ff'      ^  -  r'  cos  y 
dn  dn  d,l     ~~  ff'* 

Formeln,  die  man  mit  Rücksicht  auf  (6.)  auch  so  schreiben  kann: 

(IT         A  —  r  cos  y  M 

c/n  ~~  '       ff*"  "    /I«  ' 

(9.) 

d  V      A  —  r'  cos  y  r* 
rfn  ~~         ff«    ~~  >1*  ' 

Hieraus  folgt  durch  Sublraclion : 

d  T'      dT  _  /<(>•«  —  yl«)  —  r(rr'  —       cos  y 
r/n  /t*ff*  1 

also  mit  Rücksicht  auf  (5.): 

dT'      dT  r*-A* 


(40.) 


dn        dn  ~  ylff* 


Sublrahirl  man  jetzt  die  beiden  Formeln  (3.),  (4.)  von  einander, 
so  erhalt  man  mit  Rücksicht  auf  (7.)  und  (10.): 
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also  mit  Rücksicht  auf  (2.): 

eine  Formel,  die  sich  ohne  Weiteres  nach  r  differenziren  lUsst. 
Aus  (8.)  folgt  sofort: 

£  /,«  _  A*\       2  A ;  —  (.1*  +  r1)  cos  y 

oder,  falls  hier  für  cos  (p  der  aus  (8.)  entspringende  Werth  sub- 
stiluirt  wird: 

(18)     <//r'-.iy_  1      /.l'  +  r»      (d«  —  r')*\ 

l"'J    drWstAE*)  i;cAr\     B*  E*      /'    ^        '  ' 

wo  /"  die  in  («.)  pag.  1 20  besprochene  Function  repräsenlirl.  Dif- 
ferenzirl mau  also  die  Formel  (II.)  nach  r,  so  erhUll  man: 

03.)  -  d^=fQfds  , 

wofür  man  auch  schreiben  kann: 

(<*.)  -llfp=f    Qfds+f  Qds, 

wo  alsdann  das  eine  Integral  Uber  den  Halbkreis  9////,  das  andere 
Uber  den  Halbkreis  BUxq  hinerstreckl  zu  denken  ist  [vgl.  die  vorher- 
gehende Figur]. 

Diese  Formel  (13.)  oder  (14.)  gilt  offenbar  (wie  aus  ihrer  Ent- 
slehungsweise  hervorgeht)  nicht  nur  für  die  Function  Q,  sondern 
ganz  allgemein  fUr  jedwede  Fuudamentalfunction  der  Kreisfläche  Ä. 
Sie  wird  also  z.  Ii.  richtig  bleiben,  wenn  man  in  ihr  statt  Q  eine 
Konstante,  etwa  die  Zahl  1,  nimmt.    Somit  folgt: 

0  =f    fds  +  /'     fds  . 

J  ?IUI  J  Uli  vi 

Hieraus  aber  folgt,  weil  /"  lediglich  von  E  abhiingt,  mithin  diese 
beiden  Integrale  einander  gleich  sind ,  dass  jedes  derselben  einzeln 
=  0  ist;  sodass  man  also  die  Formeln  erhalt: 

yfds  =  0     und     /       fds  —  0  . 
iHB  J  Htln 


I 


688  C.  Neumann,  [«^6 

Und   mit  Rücksicht  hierauf  kann   man  die  Formel  (Ii.)  auch  so 
schreiben : 

wo     und  ft,  willkürlich  zu  wählende  Lomtanten  vorstellen. 

Bezeichnet  man  jetzt  [vgl.  die  vorhergehende  Figur]  die  im 
Punkte  q  auf  der  gegebenen  Curve  errichlcle  innere  Normale  </(.'// 
kurzweg  mit  v,  und  beachtet  man,  dass  die  zu  untersuchende  Func- 
tion <t>p  [pag.  115]  die  Bedeutung  hat: 

<"•>  — 

so  folgt  aus  (15): 

(17.)  <t>p=f    (Q-k)fdS+f  (Q-kJfds. 

Um  von  dieser  Formel  (17.)  Nutzen  zuziehen,  wollen  wir  (vgl. 
die  folgende  Figur)  die  Niveaucurven 

(18.)  Q  =  Const. 

ins  Auge  fassen.  Offenbar  werden  wir  diese  das  ganze  Gebiet  3 
erfüllenden  Niveaucurven  dadurch  erhalten,  dass  wir  die  Const.  von 
ü  zu  -\-  oo  wachsen  lassen.  Und  zwar  wird  die  Curve  Q  =  Consl., 
falls  wir  die  Const.  zuerst  —  0  machen,  sodann  allmählich  wachsen, 
und  schliesslich  — :  oo  werden  lassen,  zuerst  identisch  sein  mit 
der  Randcurve,  sodann  sich  ein  wenig  verkleinern  und  mit  dieser 
Haudcurve  nahezu  parallel  werden,  hierauf  sich  mehr  und  mehr 
zusammenziehen,  und  schliesslich  zu  dem  gegebenen  Centraipunkte 
c  zusammenschrumpfen. 

Denken  wir  uns  nun  den  Centralabstand  r  des  Punktes  p  sehr 
wenig  kleiner  als  den  Kreisradius  A,  mithin  p  sehr  nahe  an  </,  so 
werden  auch  die  [mittelst  der  punktirlen  Linien  sich  bestimmenden! 
Punkte  N  und  Ar,  sehr  nahe  an  //  liegen ;  es  werden  daher  in  diesem 
Falle  die  durch  JV  und  iV,  gehenden  Niveaucurven  x  und  x,  dem 
Rande  von  3  sehr  nahe  liegen,  und  mit  diesem  Rande  nahezu  pa- 
rallel sein;  sodass  also  z.  B.  der  Halbkreis  qlllt  von  der  Curve  x 
nur  in  dem  einen  Puukte  N,  und  ebenso  der  Halbkreis  BHtq  von 
der  Curve  x,  nur  in  dem  einen  Punkte  JV,  geschnitten  wird.  Bezeichnet 
also  k  den  coustanten  Werth  von  Q  längs  der  Niveaucurvc  x,  so 
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wird  (Q  —  k)  längs  des  Kreisbogens  <]N  durchweg  negativ,  und  längs 
des  Kreisbogens  Nil  Ii  durchweg  positiv  sein.  Genau  dasselbe  gill 
aber,  zufolge  unseres  Hüllssatzes  *)  |>ag.  120,  auch  von  der  Function  /'. 
Folglich  int  das  ProJuet  (Q  —  k)f  längs  des  ganzen  Halbkreises  g  II  Ii 
überall  positiv.  Analoges  gilt  offenbar  von  dem  l'roduclc  {Q  —  *,)/*  mit 
Bezug  auf  den  andern  Halbkreis  lillx<\,  falls  nämlich  kx  den  eon- 
stanten  Werth  der  Function  Ö  längs  der  Niveaucurve  x,  vorstellt. 

Denkt  man  sich  also  in  der  Formel  (17.)  den  dortigen  Constanten 
k  und  fc,  die  soeben  delinirlcn  Werlhe  zuerlhcilt,  so  wird  jedes  der 
dortigen  beiden  Integrale  eine  Summe  von  lauter  positiven  Gliedern 
sein,  mithin  verkleinert  werden,  sobald  man  irgend  welchen  Theil 
dieser  Glieder  fortlässt ,  also  z.  B.  verkleinert  werden,  sobald  man 
die  dortigen  Integrationen  nicht  über  die  Halbkreise 


Bezeichnet  man  daher  den  kleinsten  Werth  von  Q  längs  des  Halbkreises 
II llllt  mit  Ö0,  und  beachtet  man,  dass  f,  zufolge  des  Hülfssalzes 


*)  Die  Bezeichnungen  in  jenein  Hülfssalze  sind  genau  dieselben  wie  hier,  nur  inil 
dem  Unterschiede,  dass  der  Punkt  7  dort  mit  l)  benannt  ist. 


qllli       und       HII{q  , 
sondern  nur  über  die  Kreisquadranten 

HB      und  DU, 
sich  hinerstrecken  lässt.    Somit  ergiebl  sich  aus  (17.): 


18.) 
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pag.  120,  längs  dieses  Halbkreises  UBHX  überall  positiv  ist,  so  er- 
hält man  a  fortiori: 

(19.)  0„  ^  <Q,  -  k)fggfds  +  (Q,  -  kt)f^  fds  . 

Nach  (ß.)  pag.  120  ist  aber: 

fjds  =  TeWl,  ds  =  (6^  T  ' 
und  fm  fds   ebenfalls  ^  ^  ^ 
Somit  folj^l: 

(20.)  «>p  ^  ((Ö0  -  &)  +  (Q.  -  *,))  ^ 

oder  ein  wenig  anders  geschrieben: 

(21.)  —  (« öe  —  Ä  —  Ar,)  g^jr^O  . 

Diese  Formel  wird,  ihrer  Entstehung  zufolge,  gültig  sein  nicht 
nur  für  das  augenblicklich  betrachtete  r,  sondern  auch  für  jedes 
grössere  r,  falls  nur  dasselbe  <^  A  bleibt.  Sie  wird  also,  falls  man 
dieses  augenblickliche  r  mit  a  bezeichnet,  gültig  sein  für  jedwedes 
der  Bedingung  a  <ir  <^A  entsprechende  Argument  r.  Bezeichnet 
man  daher  die  linke  Seite  dieser  Formel  (21.)  mit  F(r\  so  ist: 

(23.)  F(r)  ^  0    für  aSr<^. 

Dabei  ist  F(r)  eine  in  ganzer  Erslrcckung  des  Intervalls  a  ...  A 
stetige  Function.  Denn  einerseits  sind  k,  <?,  und  <t>p  Functionen  von 
r,  die  einer  derartigen  Stetigkeit  sich  erfreuen,  wie  solches  theils 
aus  der  Bedeutung  von  A,  theils  aus  dem  Salze  (5».)  pag.  115 
hervorgeht.  Und  andererseits  ist  Q,  (der  Mininalwerlh  von  Q  längs 
des  Halbkreises  //#//,),  ebenso  wie  der  ttadius  A,  eine  Comtanle. 

Mit  Rücksicht  auf  diese  Stetigkeit  der  Function  F(r)  folgt  nun 
aus  der  Formel  (22.)  sofort,  dass 

(23.)  F(A)  ^  0 

ist.  Denn  wollte  man  annehmen,  es  sei  F(A)  <  0,  so  müssten,  in 
Anbetracht  der  soeben  besprochenen  Stetigkeit  von  F(r),  in  unmittel- 
barer Nahe  von  A  Argumente  r  <  A  existiren,  für  welche  F(r)  eben- 
falls <  0  w«re;  was  mit  (22.)  in  Widerspruch  steht. 
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Die  in  solcher  Weise  conslalirle  Formel  (23.)  nimmt  nun,  falls 
man  für  F(A)  seine  eigentliche  Bedeutung  eintreten  Itkssl,  die  Gestalt  an: 


vi    ..  ..      .  .    ^  ^  Q0 


(24.)  ♦,-««.3^°'    d.i.  O^^A' 

Denn  für  r  =  A  gehl  <t>p  in  <t>?  über,  während  k  und  kt  hierbei  zu 
0  werden. 

Am»  war  aber  q  ein  beliebiger  liandpunkt.  Und  wir  ersehen  also 
aus  (2i.),  dass  <t>  in  jedwedem  Itundpunkle  ]>  0  ist;  womit  die  auf 
pag.  I  1 6  aufgeworfene  Frage  beantwortet  ist. 

Indessen  lasst  die  Methode,  durch  welche  wir  hier  zu  diesem 
Resultate  gelangt  sind,  Manches  zu  wünschen  übrig,  insofern  als  uns 
vorläufig  noch  die  Mittel  fehlen  durften,  um  das  Operiren  mit  Niveau- 
curven  mit  wirklicher  Strenge  zu  vereinen ;  wie  denn  z.  B.  auch  die 
vorhin  (pag.  126)  ausgesprochene  Behauptung,  dass  der  Halbkreis 
qllß  von  der  Niveaucurve  x  immer  nur  in  einem  einzigen  Punkte  ge- 
schnitten wird,  ohne  wirklichen  Beweis  geblieben  ist. 

Immerhin  dürfte  die  hier  exponirte  Methode  eine  passende  Ein- 
leilung  sein  für  diejenige  wirklich  strenge,  aber  auch  complicirtere 
Methode,  von  welcher  der  folgende  Paragraph  handeln  soll. 


§  20. 

Fortsetzung.    Methode  der  übergreifenden  Kreisfläche. 

Wir  halten  fest  an  den  Bezeichnungen  und  Voraussetzungen  der 
beiden  vorhergehenden  Paragraphe,  uud  denken  uns  also  z.  B.  die 
gegebene  Curve  von  solcher  Beschaffenheit  [vgl.  (I.)  pag.  113],  dass 

0,  (I  0"  stetige  Functionen  der  Bogenlänge  o  sind,  und 
dass  ausserdem  (f  überall  >  0  ist. 

Ks  sei  nun  ff0  der  kleinste  Krümmungsradius  der  Curve,  ferner  sei 
2  /*„  der  kürzeste  Abstand  des  innerhalb  3  gegebenen  Centraipunktes 
c  von  dieser  Curve,  endlich  sei  A  irgend  eine  den  beiden  Bedingungen 

(2.)  0  <  .1  <  Ii0    und    0  <  A  <  P, 

entsprechende  Constante.  Denkt  man  sich  alsdann  einen  Kreis  5t 
vom  Radius  A  construirt,  der  die  gegebeue  Curve  in  irgend  einem 

Abhandl.  <1.  K.  8.  UoocIUcb.  d.  WU»eD»ch.  XXIV.  49 


Digitized  by  Google 


692 


C.  Neuhans, 


1130 


Punkte  7  von  Innen  berühr!,  so  wird  der  Cenlralpunkt  c  ausserhalb 
der  Kreisfläche  &  liegen,  mithin 

(3.)  A  <  (Cr) 

sein,  wo  C  das  Centruin  der  Flache  Jl  vorstellt.  Auch  wird  alsdann 
diese  Fläche  5t  ein  Theil  von  3  sein.  Und  zwar  wird  die  Peripherie 
der  Fläche  Ä,  ausser  dem  Berührungspunkte  </,  keinen  weiteren  Punkt 
mit  dem  Rande  von  %  d.  i.  mit  der  gegebenen  Curve  gemein  haben. 

Diese  bereits  früher  (pag.  122)  constatirten  einfachen  Satze  bilden 
das  Fundament  der  jetzt  anzustellenden  Betrachtungen.  Denken  wir 
uns  um  das  Centrum  C  des  mit  dem  Radius  A  beschriebenen  Kreises 
Ä  einen  zweiten  Kreis  Ä*  vom  Radius  A  -}-  «*  beschrieben,  und 
dabei  (A  -f-  «*)  der  Bedingung  unterworfen: 

(4.)  A  <  ,1  +  «*  <  (Cc)  , 

so  wird  offenbar  der  Cenlralpunkt  c  nicht  nur  ausserhalb  St,  sondern 
auch  ausserhalb  St*  liegen. 

Gleichzeitig  aber  wollen  wir  die  neue  (konstante  «*  so  klein 
uns  denken,  dass  die  Peripherie  &  '  die  gegebene  Curve  in  zwei  zu 
beiden  Seiten  von  q  gelegenen  Punkten  schneidet,  sonst  aber  keine 
weiteren  Punkte  mit  der  Curve  gemein  hat,  und  dass  Gleiches  auch 
gilt  von  jedweder  um  C  beschriebenen  Peripherie,  deren  Radius 
(A  -f-  n)  der  Relation  entspricht 

(5.)  A  <  ,1  +  «  <  .1  -f  «♦  . 

Dass  eine  derartige  Beslimmungswcise  der  Conslanle  (A  -f-  «'),  bei 
den  von  uns  gemachten  Voraussetzungen  (1.),  stets  möglich  ist,  er- 
giebt  sich  sofort  aus  dem  dritten  Satze  pag.  101.  Denn  es  wird  zu 
diesem  Zwecke  nur  erforderlich  sein,  dieses  (-A  -{- «  * )  <C  (' *  zu 
machen,  wo  (>*  die  dort  besprochene  Constantc  vorstellt. 

Bezeichnet  man  den  innerhalb  der  Peripherie  (A  -|-  «)  befind- 
lichen Theil  des  Gebietes  3  mit  Sta.  so  wird  Ä„  theils  von  jener 
Peripherie  selber,  theils  von  einer  gewissen  Strecke  QqQ{  der  ge- 
gebenen Curve  begrenzt,  und  in  Q  und  Qt  mit  zwei  Ecken  versehen 
sein.  Dieses  Gebiet  St„  ist  in  beistehender  Figur  durch  SchralTirung 
hervorgehoben.    Die  aus  (4.),  (5.)  entspringende  Formel 

(6.)  ,t  <  A  4-  «  ^  A  +  a"  <  (Cc) 

zeigt,  dass  der  Centraipunkt  c  stets  ausserhalb  St„  liegt.  DcmgemUss 
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sind  also  V  und  ö  Fundamentalfunctiotwn  des  Gebietes  Ä„.  Ist  mit- 
hin p  irgend  ein  Punkt  innerhalb  Mir,  und  p  ein  beliebiger  Punkt 
ausserhalb  Ä„ ,  so  ergeben  sich  folgende  mit  (2.),  (3.),  (4.)  pag.  123 
analoge  Formeln: 

•-/K-^+#£-r£)<., 

die  Integrationen  ausgedehnt  gedacht  Uber  alle  Elemente  du  der  das 
Gebiet  &'„  begrenzenden  Kreisbogenstrecke  QBQ{  Lvgl.  die  Figur], 
und  Uber  alle  Elemente  da  der  zur  gegebenen  Curve  gehörigen  Strecke 
(V/0-  Dabei  bezeichnen  n  und  v  die  auf  ds  und  da  errichteten, 
in  das  Innere  von  St«  hineinlaufenden  Normalen.  Ferner  haben  T 
und  T  die  Bedeutungen: 

(10.)  T=lo*7;  »    r  =  ,0B^  • 

wo  £  und  £'  die  Abstände  der  beiden  Punkte  p  und  ;/  von  dt, 

respeclive  von  da  vorstellen. 

Subtrahirt  man  die  beiden  Formeln  (8.)  und  (9.)  von  einander, 
und  beachtet  man  dabei,  dass  die  Function  Q  längs  des  Randes  von 
3,  also  z.  B.  auch  längs  der  Curvenstrecke  QxuQ  überall  =  0  ist, 
so  folgt: 
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Lrtsst  man  nun,  ebenso  wie  im  vorhergehenden  Paragraph,  den  Punkt 
p  auf  den  Radius  (lq  fallen,  und  nimmt  man  für  ;/  den  zu  p  in  Be- 
zug auf  die  Peripherie  (A  -\-  «)  conjugirlen  Punkt  [vgl.  die  folgende 
Figur],  so  werden  die  damals  in  (7.),  (10.)  pag.  124  gefundenen 
Formeln  Gültigkeit  haben  für  alle  Elemente  ds  des  Kreisbogens  QBQ^ 
nur  mit  dem  Unterschiede,  dass  an  Stelle  des  dortigen  A  gegen- 
wärtig (4  -\-  u)  zu  stehen  kommt;  so  dass  man  also  erhalt: 

r-r=,oSy^n. 

d V      (IT  _    r«  —  (.1  4-  «)* 
dn       dn         {A  +  a)  E*  ' 

wo  r  tli'ii  Centralabstand  (Cp)  des  Punktes  p  vorstellt,  wahrend  E 
den  Abstand  dieses  Punktes  vom  Kiemente  ds  bezeichnet.  Demge- 
mäß folgt  aus  (M  ): 

oder,  falls  man  das  strafe  dieser  drei  Integrale  durch  den  aus  (7). 
entspringenden  Werth  ersetzt,  und  zugleich  die  Formeln  (10.)  beachtet, 

(12.)  -2;,Qp  = 

=/°^t^  - +/h ... .; . + -  r  -  *  ^  -  . . 

Setzt  man  jetzt  zur  Abkürzung: 

_  ,/       -  (.1  +  »)'\  _ 
P    }        '  ~  dr\t;i(A  +  a)E*J  ~~ 

=  1  «|M-r*       ;(.1      a)*  -  r'l'V 

2,r (J  +  «)r  \        £*  E*  J  ' 

[vgl.  die  analoge  Formel  (12.)  pag.  125],  so  ergiebt  sich  aus  (12.) 
durch  Differentiation  nach  r; 

1     '        c/r      Jqb*    1      ^  *xJw\  r  ^  E'  dr       E  dr)  dy   l°  ' 

wo  der  grösseren  Deutlichkeil  willen  die  Integrationswege  durch 
Indices  markirt  sind. 

Nun  haben  wir  [vgl.  (5a.)  pag.  115]  unter  <t>p  den  üifferential- 
quotienten  von  Qp  nach  der  durch  p  gehenden  Normale  v  verstanden. 
Demgemäss  ist  [vgl.  etwa  die  nächstfolgende  Figur]: 
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v       dr  dr 

Somit  folgl  aus  (14.): 

wo  im  letzten  Integral  <D  den  Werth  dieser  Function  im  Elemente 
da  vorstellt.  Hieraus  ergiebt  sich  leicht  [vgl.  die  nachfolgende  Er- 
läuterung1 : 

nc  \     ^  P       r\i  i      .       1      C      l  1         M  +  «)*  COS  ('/    ,    COS  W\   .  . 

(16.)    <t>p  =  /      Qfds  +  L^_L  -f  —  <D(/(j, 

wo  w  und  w'  diejenigen  Winkel  vorstellen,  unter  denen  E  und  £" 
gegen  pp  respective  gegen  p'p  geneigt  sind.  Und  diese  letzte  For- 
mel (16.)  ist  offenbar  auch  so  darstellbar: 

,  (—  1)  /*      .cos««  (A  -j-  a)*    I  .cos«/  . 

=f     Qfds  +    [    f  <b,/a. 

Erläuterung  su  Formel  (16.).  —  Ist  F  die  vom  Centruin  (7  nach  Ja 
gelegte  Linie,  und  «/)  der  Winkel  von  F  gegen  Cpp',  so  gelten  für  die  Ab- 
stünde E,  E"  des  Elementes  d  a  von  den  Punkten  p,  j/  die  Gleichungen  : 

E*  =  r*  -f  F«  —  2rF  cos  </>  , 
E'*  =  >•'*  H-  F*  -  2  r'F  cos  «/>  , 

wo  r  =  (P;i)  und  r  —  (<"/»')  ist.    Vgl.  die  folgende  Figur. 
Hieraus  folgt  sofort : 


(«.) 


[  dk        r  —  /•  cos  </> 

-r—  =  —  =  —  cos  (o  , 

d  r  h 

dE'       r'  -  Fcos  ,p  dr'  dr' 

-.—  =  .—  =   .    cos  w  , 

dr  k  dr  dr 


wo  io  und  to'  diejenigen  Winkel  vorstellen,  unter  denen  E  und  E"  gegen 

- 

pp,  respective  gegen  p  p  geneigt  sind. 

Nun  findet  aber,  weil  p  und  p  mit  Bezug  auf  die  Peripherie  (.4  -\-  u) 
zu  einander  conjugirt  sind,  die  Relation  statt: 

rr  —  (A  -f-  a)*  , 

woraus  folgl : 

dr  (A  -f  a)» 


dr  r 
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XB.  Um  die  gegenseitige  Beziehung  zwischen  p  und  p'  deutlich  vor 
Augen  zu  nahen,  ist  in  vorstehender  Figur  in  p  ein  Perpendikel  pg  auf 
der  Linie  Cp  errichtet,  und  in  dem  so  erhaltenen  Punkte  g  eine  Tangente 
an  die  Peripherie  (A  -f-  <*)  gelegt.  Der  Schnittpunkt  dieser  Tangente  mit 
der  verlängerten  Linie  Cp  ist  alsdann  der  zu  p  conjugirle  Punkt p'. 

Durch  Verkleinerung  der  Conslanle  «*  kann  man  offenbar  den 
der  Bedingung  (5.): 

(18.)  ,1  <y<  +  a^A  +  a" 

unterworfenen  Kreisradius  (A  -{-  «)  beliebig  nahe  an  A  herandrangen, 
und  in  solcher  Weise  dafür  sorgen,  dass  das  CurvenstUck  QxqQ  be- 
liebig klein  wird.  [Vgl.  den  letzten  Theil  des  dritten  Satzes  pag.  101.] 
Hiervon  Gebrauch  machend,  wollen  wir  zuvörderst  durch  Verkleine- 
rung von  «*  dafür  sorgen,  dass  die  Winkel 

(18a.)  qCQ    und    qCQk  , 

beide  <^  90°  sind.    Sodann  alier  wollen  wir,  mululem  zuvor  iryctul 
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ein  beliebiger  Kleinheikgrad  c  gegeben  ist,  durch  weitere  Verkleine- 
rung von  u*  und  durch  die  damit  Hand  in  Hand  gehende  Verkleine- 
rung des  Curvenstückes  (), qQ  auch  dafür  sorgen,  dass  die  beiden 
ersten  Integrale  der  Formel  (17.)  folgenden  Relationen  sich  subordiniren: 

\2,/./,MV       k         f  2 

(\ .».) 


2 


wo  <t>(/  den  Werth  von  <t>  im  Punkte  q  vorstellt.  Dass  solches  mög- 
lich ist,  ergiebt  sich  aus  den  beiden  Sätzen  pag.  106,  falls  man  nur 
beachtet,  dass  die  Function  <t>  [vgl.  (5,1)  pag.  11f»  und  (6.)  pag.  110] 
lUngs  der  gegebenen  Curve  stetig  und  ^  0  ist.  Aus  dem  letztern 
Umstände  ergiebt  sich  zugleich  die  Formel: 

(19a.)  /      <*><lo  >  0  . 

Mit  Rücksicht  auf  diese  Relationen  (19.)  und  (19  a.)  folgt  aus  (17.) 
sofort : 

Hier  repriisentirl  f  die  in  (1 3.)  angegebene  Function,  also  eine  Func- 
lion,  die  dem  Hülfssalze  pag.  120  sich  subordinirl.  Construirl  man 
also  [vgl.  die  folgende  Figur]  im  Hülfskreise  (A  -\-  u)  den  zu  dp 
senkrechten  Durchmesser  IICIIt,  zieht  man  sodann  die  beiden  Li- 
nien //,;>  und  Hp,  und  bezeichnet  man  diejenigen  beiden  Punkte, 
in  denen  die  Verlängerungen  dieser  beiden  Linien  jenen  Hülfskreis 
sehneiden,  mit  N  und  iV, ,  so  wird  f 

lüngs  des  Bogens  NßNx  überall  positiv,  und  ius- 
p{  j  besondere   lüngs   des   Halbkreises   //////,  überall 

Mittelst  der  Formel  (20.)  wird  es  nun  leicht  sein,  unser  eigentliches 
Ziel  zu  erreichen,  niimlich  Aufschluss  zu  gewinnen  über  den  im  Rand- 
punktc  </  vorhandenen  Werth  <t>q.  Zu  diesem  Zwecke  müssen  wir 
den  Punkt  p  niiher  und  nliher  an  den  Punkt  q  heranschieben ,  also 
die  Cenlraldistanz  r  des  Punktes  p  gegen  A  hin  sich  vergrößern  lassen  ; 
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wobei  es  uns  frei  steht,  die  auxiliarc  Constaote  «  gegen  0  hin 
sich  verkleinern  zu  lassen.  Um  diese  beiden  Operationen,  die  Ver- 
größerung von  r  und  die  Verkleinerung  von  «,  in  eine  einzige  Ope- 
ration zu  verschmelzen,  construiren  wir  in  q  die  Tangente  mqmx 
der  Randcurvc,  tragen  auf  dieser  Tangente  von  q  aus  zwei  Strecken 
ab:  (qx)  und  (qy),  beide  -  (qo),  d.  i.  —  «,  construiren  hierauf  die 
durch  x  und  y  gehenden  Linien  HlxN  und  //yiV,,  und  nehmen  endlich 
zum  Punkte  p  denjenigen  Punkt,  in  welchem  diese  beiden  Linien  ein- 
ander schneiden.  Hierdurch  ist  alsdann  die  augenblickliche  Lage  des 
Punktes  p  in  bestimmte  Abhängigkeit  versetzt  zum  augenblicklichen 
Werthe  der  Constante  u.  Und  diese  Abhängigkeit  ist  der  Art,  dass 
eine  Abnahme  von  a  gegen  0  hin,  eo  ipso  eine  Zunahme  der  Centrai- 
distanz r  des  Punktes  p  gegen  A  hin  hervorbringt.  Auch  kann  man 
diese  Aneinanderkettung  von  r  und  «  leicht  durch  eine  Formel  aus- 
drücken. Zufolge  der  angegebenen  Construction  sind  nämlich  die 
beiden  rechtwinkligen  Dreiecke  pCII  und  pqx  einander  ähnlich. 
Folglich  ist: 
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(pC)  ^(pq)  r  A-r 

(CH)      (qx)  '  +  «  a  ' 

d.i.  crr  =  (.1  +  a){A  —  r)  , 

oder,  falls  man  nach  r  auflöst: 

Durch  diese  Formel  tritt  nicht  nur  die  stricte  Abhängigkeit  zwischen 
r  und  «,  sondern  gleichzeitig  auch  der  Umstand  klar  zu  Tage,  dass 
r  gegen  A  convergirt,  sobald  man  «  gegen  0  hin  abnehmen  lüsst. 

Bevor  wir  weitergehen,  ist  noch  eine  Bemerkung  beizufügen  in 
Betreff  der  von  uns  construirten  Punkte  N  und  A"t.  Die  gegebene 
Kandcurve  des  Gebietes  3  ist  [zufolge  der  Voraussetzung  (/  >  0]  von 
solcher  Beschaffenheit,  dass,  wenn  an  die  Curve  eine  beliebige  Tan- 
gente gelegt  wird,  siimmtliche  Punkte  der  Curve  auf  derselben  Seile 
der  Tangente  liegen.  [Vgl.  die  Note  pag.  1 1 3.]  Betrachtet  man  also 
in  der  letzten  Figur  die  Tangente  mqmx  als  horizontal,  und  den 
Durchmesser  Ro  als  vertical  nach  Oben  gerichtet,  so  werden  samrot- 
liche  Punkte  der  gegebenen  Randcurve,  also  z.  B.  auch  Q  und  Qx 
unterhalb  der  Tangente  ro</Hi,  liegen;  wahrend  jene  von  uns  con- 
struirten Punkte  N  und  iV,  stets  oberhalb  dieser  Tangente  sich  be- 
finden. Folglich  wird  der  Kreisbogen  QBQX  stets  ein  Theil  sein  vom 
Kreisbogen  NRNt.    Zufolge  (21.)  wird  daher  die  Function  f 

längs  des  Kreisbogens  QHQi  Uberall  positiv,  und  ins- 
besondere  längs   des   Halbkreises    //////,  durchweg 

(23.)  ^  Tz — rr-r — n  «ein.    Dass  dieser   Halbkreis  II  IUI, 

1     '  —  tb/r(.t  -h  er)' 

stets  ein  Theil  jenes  Bogens  QBQX  ist,  unterliegt  keinem 
Zweifel,  [vgl.  (18«.)]. 

Beachtet  man  dies,  und  beachtet  man  ausserdem,  dass  die 
Function  Q  im  Gebiete  3  durchweg  positiv  ist  [vgl.  das  auf  pag.  1  I  i 
Uber  Q  Gesagte],  so  ergiebt  sich  sofort,  dass  das  in  (20.)  auftretende 


Integral 


Qfds 

QBQx 


eine  Summe  von  lauter  positiven  Gliedern  ist,  dass  mithin  dieses  Inte- 
gral, durch  Forllassung  eines  Theils  seiner  Glieder,  stets  eine  Ver- 
kleinerung erleiden  wird,  und  dass  daher  z.  B.  die  Formel  stattfindet: 
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J  QUO,  J  HBH, 


Diese  Formel  aber  gewinnt,  mit  Rücksicht  auf  das  in  (23.)  Uber  uVn 
Halbkreis  IIBHX  Gesagte,  folgende  Gestalt: 

<«.>     f    n^«B..  '.\  J    rf.-ff'ff  +  g, 

«'^,  1 6  ?r(/l -f- a)V  HÄffl  16/r(.4  +  a)3 

wo  Q0  t/e«  kleinsten  Werth  von  Q  längs  des  Ilatbkreises  UHlix  re- 
prUscnlirt. 

Auf  Grund  dieser  Relation  (24.)  können  wir  jetzt  unsere  For- 
mel (20.)  auch  so  schreiben: 

oder,  indem  wir  für  r  seinen  Werth  (22.)  subsliluiren,  auch  so: 

(2ß.)  %  +  +  — ^ — ;  -v-  -  ^r+^Ä+tä) > 0  • 

In  dieser  Formel  sind  <t>v,  A  und  «  (konstanten.  Und  zwar  re- 
prüsentirt  *  irgend  welchen  Kleinheitsgrad,  der  in  unsere  Untersuchung 
bei  (19.)  hineintrat,  der  damals  beliebig  gegeben  war,  und  den  wir 
einstweilen  umgeändert  beibehalten,  d.  h.  als  eine  gegebene  Comlanlt 
betrachten. 

Andererseits  sind  in  der  vorstehenden  Formel  die  Variablen  «, 
Q0  und  <t>j,  enthalten.  Und  zwar  reprasentirt  «  eine  imlepetidenle 
Variable,  die  wir  gegen  0  hin  beliebig  abnehmen  lassen  dürfen; 
wlihrend  Q0  und  <bp  stelige  Functionen  von  u  sind,  und  zwar  Func- 
tionen, deren  Stetigkeil  bei  abnehmendem  «  ausdauert  bis  indusir*" 
u  —  0.  Es  reprasenlirt  niimlicli  Q0  den  Minimalwerth  von  Q  lüngs 
lies  Halbkreises  //#//,.  Und  es  wird  daher  dieses  Q0,  weil  Q  (als 
Fundamentalfunction  des  Gebietes  Ä.)  in  ganzer  Erstreckung  von  ftfl 
stetig  ist,  noth wendiger  Weise  stetig  sich  lindern,  sobald  man  jenen 
Halbkreis  durch  Verkleinerung  seines  Radius,  d.  i.  durch  Abnehmen 
von  «  mehr  und  mehr  zusammenschrumpfen  lüsst;  wie  solches  aus 
«lern  Satze  pag.  113  sofort  sich  eigiebt.  Wras  andererseits  4>p  be- 
trifft, so  ist  <Dp  [vgl.  (5«.)  pag.  115]  eine  stetige  Function  von  r,  und 
r  [vgl.  (22. y1  eine  stelige  Function  von  «,  folglich  auch  <t>p  geradezu 
eine  stelige  Function  von  k. 

Alles  zusammengefaßt,  ergiebt  sich  also,  dass  die  Formel  (26.) 
die  Gestalt  hat: 
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ß  )  F(a)  >  0, 

wo  F(u)  eine  Function  von  «  vorstellt,  die  hei  abnehmenden)  u  ste- 
tig bleibt  bis  inclusive  u  —  0.  Da  nun  diese  Formel  (/.)  güllig  ist. 
wie  klein  man  «  auch  nehmen  mag,  so  folgt  hieraus  sofort,  dass 

fr.)  F(0)^0 

ist.  Denn  wollte  man  annehmen,  F(0)  sei  <  0,  so  müsslcn,  in  An- 
betracht der  Stetigkeit  von  F(a),  in  unmittelbarer  Nähe  von  a  —  0 
positive  Werthe  des  Argumentes  «  angebbar  sein,  für  welche  F(n) 
ebenfalls  <^  0  wäre;  was  mit  dem  Umstände  in  Widerspruch  steht, 
dass  die  Formel  (/.)  Gültigkeit  besitzt  für  jedwedes  auch  noch  so 
kleine  «. 

Die  in  solcher  Weise  conslatirte  Formel  (//.)  gewinnt  nun,  falls 
man  für  /»'(«),  resp.  F(0)  seine  eigentliche  aus  (20.)  ersichtliche  Be- 
deutung substituirl,  folgende  Gestalt: 

(«7.)  +      +  i)  -  ^  ^  0  ; 

denn  für  u  =  0  wird  r  =  Ay  mithin  <Pp  =  <t>q.  Dabei  ist  zu  be- 
achten, dass  das  hier  in  (27.)  stehende  Q0  nicht  mehr  den  Minimal- 
vverth  für  den  Halbkreis  Uli //„  sondern  vielmehr  den  Minimalwerth 
für  denjenigen  kleineren  Halbkreis  hbhx  vorstellt,  in  welchen  jener 
durch  das  Herabsinken  von  «  zu  0  übergeht  [vgl.  die  letzte  Figur]. 
Da  nun  diese  für  die  Constanten  A,  <t>f/,  Q0  erhaltene  Formel  (27.): 

Gültigkeit  besitzt,  völlig  unabhängig  von  tlein  zu  Anfang  gewühlten 
Kleinheilsgradc  t,  so  folgt  hieraus,  dass  auch 

(29.)  .selber  ^ 

ist.    Verwandeln  wir  hier  die  Zahl  32  in  33,  so  werden  wir  statt 

>  schlechtweg  zu  schreiben  haben;  sodass  wir  also  die  Formel 
erhallen : 

(30.)  >  .  V  • 

Durch  diese  für  jedweden  Handpunkt  </  geltende  Formel  ist 
nun  endlich  die  auf  pag.  116  erhobene  Frage  beantwortet,  nämlich 
dargethan,  dass  in  der  dortigen  Formel  (6.)  in  der  Thal  das  Zeichen 

>  durch  ^>  ersetzt  werden  darf. 
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§  W. 

Zusammenstellung  und  Vervollständigung  der  über  die  G-reen'sche 

Function  erhaltenen  Resultate. 

Die  Resultate  der  drei  letzten  Paragraphc  lassen  sich  zusammen- 
fassen in  folgenden  drei  Sätzen,  denen  ein  leicht  zu  beweisender 
vierter  Satz  noch  hinzugefügt  werden  soll. 

Erster  Satz.  —  Die  das  Gebiet  3  begrenzende  geschlossene  Cum 
sei  von  solcher  Beschaffenheit,  dass 

^  ^  0,  0',  0"  stetige  Functionen  der  liogenlänge  sind,  und 

dass  überdies  0'  uberall  >  0  ist. 

Ferner  sei  innerhalb  3  &n  fester  Punkt  c  gegeben.  Alsdann  werden 
stets  drei  Fundameutalfunctionen  U,  (7„  t72  den  Gebietes  3  existiren  aus 

solcher  Beschaffenheit,  dass  erstens  für  jedweden  Bandpunkt  V  =  log  r' 

ist,  wo  r  den  Abstand  des  Bandpunktes  vom  festen  Punkte  c  vor- 
stellt, und  dass  zweitens  für  jedweden  Punkt  (x,  tj)  innerhalb  3  «fr 
Belalionen  stattfinden : 

(2.)  ör  =  /t,     ^  =  (D 

Die  Function  V  heissl  die  dem  Punkte  c  entsprechende  Green  sehr 
Function,  und  c  der  Gent r alpunkt  dieser  Function.  [Vgl.  pag.  113. 

Zweiter  Satz.  —  Setzt  man 
(3.)  Q  =  (iob-J.)  —  1/  =  -  (*H-  log  >) , 

twei  versieht  man  dabei  unter  U  den  Werth  von  U  in  einem  belie- 
bigen Punkte  (j-,  y),  femer  unter  r  den  Abstand  dieses  Punktes  (x, //) 
vom  festen  Punkte  c,  so  wird  Q  eine  Function  von  (x,  y)  sein,  welche 
am  Bande  von  3  überall  verschwindet,  welche  ferner  in  jedwedem  Punkte 
innerhalb  3  grösser  als  0,  und  speciell  im  Punkte  c  positiv  unendlich 
ist.    [Vgl.  pag.  114.] 

Es  sei  nun  ferner  *R  das  zwischen  dem  Bande  und  einer  innen 
Parallelcurve  liegende  ri n gfö rmige  G  e  b  i  e  l.  Alsdann  wird  der  Biffe- 
rentialquotient 

(4  )  ÜQ 
iM  dv  ' 
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falls  man  !M  hinreichend  schmal  sich  vorstellt,  in  ganzer  Erstrcckung 
von  }H  stetig  sein.    [Vgl.  {$y.)  pug.  Ho.] 

Dritter  Satz.  —  Insbesondere  ist  hervorzuheben,  das»  in  jed- 
wedem Bandpunkle  des  Gebietes  3  die  Formel  stattfindet: 

(5.)  dv  J>  k  , 

wo  k  eine,  positive  und  von  0  verschiedene  Constantc  vorstellt.  Dabei 
ist  unter  v  die  innere  Normale  des  Hundes  zu  verstehen. 

Um  diese  Konstante  k  wirklich  angeben  zu  können,  bezeichne  man 
den  kleinsten  Krümmungsradius  der  gegebenen  Randcurve  mit  B0, 
ferner  den  kürzesten  Abstand  des  Punktes  c  von  dieser  Kurve  mit 
tPit,  und  verstehe  sodann  unter  A  irgend  eine  bestimmte  positive  und 
von  0  verschiedene  ('.anstaute,  die  <^  Rn ,  und  zugleich  auch  <^  Pi}  ist. 
Sodann  lasse  man  auf  der  innern  Seite  der  Randcurve  einen  Kreis 
vom  Radius  A  fortrollen,  und  denke  sich  diesen  Kreis  in  jedem  Augen- 
blicke der  genannten  Bewegung  in  zwei  Halbkreise  zerlegt  mittelst  eines 
Durchmessers,  der  senkrecht  steht  zu  dem  nach  dem  augenblicklichen 
Berührungspunkte  hinlaufenden  Radius.  Der  dem  Berührungspunkte  ab- 
gewendete  Halbkreis  wird  alsdann  während  jener  rollenden  Bewegung 
eine  gewisse  ringförmige  Fläche  überstreichen,  die  vom  Rande  des 
Gebietes  3  überall  durch  einen  gewissen  Zwischenraum  getrennt  ist. 
[Vgl.  den  zweiten  Salz  pag.  101.1  Bezeichnet  nun  Q0  den  kleinsten 
Werth  der  Function  Q  in  Erstreckung  dieser  ringförmigen  Fläche,  so 
hat  jene  Konstante  k  den  Werth: 


X.J/. 

die  hitegratioiiscurve  in  ihrer  Bewegung  auf  das  Gebiet  3  beschränkt 
gedacht.    Sodann  setze  man: 

(8.)       3  =  .7  +<//,    c  =  a-\-ib,    und     \V—  t'+iT,    (/'  =  , 

wo  a.  b  die  rechtwinkligen  Koordinaten  des  festen  Keulralpunktes  c  vor- 
stellen sollen.    Endlich  setze  man: 


(7-) 
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(9.)  tc  =  (3  -  c)e"'  . 

Alsdann  werden  w  und  W  Functionen  von  z  sein,  die  folgende  drei 
Eigenschaften  besitzen : 

Alpha.   —    Die    Di/fereutialguotienten         und  '-rr  ejcistireu  in 

jedwedem  Punkte  des  Gebietes  3?  einerlei  ob  derselbe  innerhalb  3  oder 
am  Hände  von  3  Hegt-    Auch  ist  die  Entstehungsweise  des  IHfferential- 

guotieulen  fl~-,  ebenso  wie  die  von  in  jedwedem  Punkte  des  GV- 

Indes  3  eine  von  allen  Seiten  her  äquiconvergenle.     Veberdies  sind 

w  und  — ■-,  ebenso  wie  W  und         Fundamental  funetionen  de* 

Gebietes  3- 

Beta.  —  Der  Modul  der  Function  w  ist  in  jedem  liundpunkle  =  I. 
hingegen  in  jedem  Punkte,  der  innerhalb  3  Hegt,  <^  1. 

Gamma.  —  Wir  Wpr/A  cfc«  IHfferenlialqnoiienten  ~  ist  längs  dn 
Höndes  ilbcrall  verschieden  von  0. 

Der  Beweis  für  Alpha  ergiebt  sich,  so  weil  IV  und  ^-  in  Be- 
tracht kommen,  unmittelbar  aus  den  früheren  Sätzen  pag.  94  —  96. 
Sodann  aber  ergiebt  sich  der  Beweis  für  «•  und  ~  sofort  auf  Grund 
des  durch  (9.)  zwischen  «?  und  \Y  festgesetzten  Zusammenhanges. 

Beweis  für  Beta.  —  Setzt  man 
(.1.)  3  —  c  s=  rc'V  , 

so  ist  nach  (9.)  und  (8.): 
(Ii.)  rr  =  r<-"lelI+t]\ 

also  mit  Rücksicht  auf  (3.): 

{C.)  inod  tc  =  re^  =  e~ ^  . 

Diese  Formel  aber  ergiebt,  unter  Anwendung  des  zweiten  Satzes, 
sofort  die  Wichtigkeit  der  Behauptung  Jteta. 

Beweis  für  Gamma,  —  Aus  (9.)  folgt:  log  «•  =  W  +  log  (:  —  <)• 


mithin: 
(/>•) 


du-  d\  11  +  Im«  (3  -  c) 
dz  dz 
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Und  zwar  wird  diese  Formel  (ß.),  zufolge  des  schon  bewiesenen 
Salzes  Alpha,  nicht  nur  auf  jeden  Punkt  innerhalb  %  sondern  auch 
auf  joden  Rnmlpunkl  anwendbar  sein.  Denkt  man  sieh  aber  in 
irgend  einem  Randpunktc  *  die  innere  Normale  v  construirl,  so  ist: 

f.  d[W  +  Ion  (z  -  c)j  _  rfi  W  +  log  (8  -  r)l  dz 

[P  )  dv  dz  dv  ' 

und  ^  =       -f-  i \~  =  cos  d  -f-  i  sin  d  =  v"\  wo  d  das  Azimulh 

der  Normale  v  gegen  die  .r-Axe  vorstellt;  sodass  also  die  Formel  (p.) 
die  Gestalt  erhält: 

d\W+  log  (z  -<)   _  d;\V+\*y{z-c)} 
W->  rfi  -  rf^  L  • 

Subsliluirl  man  jetzt  diesen  Wcrlh  (//.)  in  (/>.),  so  ergiebl  sich: 
fc  rf^  =  ^ ^_ . ,  r/[tr+l0B(3_c); 

f/v  rf^ 

oder,  weil  IV  —  (/  -f-  /  V,  und.  nach  (A.),  log  (;  —  c)  =  (log  r)  -j-  itf 
ist: 

("•)        ^  =  «-'M,M^+'^). 

also  mit  Rücksicht  auf  (3.): 

W )  =  «'«-"'  (-  'r-  +  ■■  —,^1  ■ 

rfv  \      dv  dv  f 

Diese  Formel  [G.)  ist  bezogen  zu  denken  auf  einen  beliebigen  liand- 
ptnikl  z.  Von  den  drei  Facloren,  welche  die  rechte  Seite  der  Formel 
bilden,  kann  der  erste  niemals  verschwinden,  wie  sich  solches  direct 
aus  (9.)  ergiebl,  falls  man  nur  beachtet,  dass  W,  zufolge  des  schon 
constatirten  Satzes  Alpha,  eine  Fundamentalfunclion  von  3.  mithin 
in  ganzer  Erstreckung  von  3  endlich  ist*).  Der  zweite  Factor  kann 
ebenfalls  nicht  verschwinden,  weil  d  (seiner  Definition  nach)  reell  ist. 
Und  der  dritte  Factor  kann  ebenfalls  nicht  verschwinden,  weil 

dv 

zufolge  des  drillen  Salzes,  slels  ^>  0  ist.    Somit  ergiebl  sich  aus 
rf  w 

(C),  dass  -jj  am  Wände  des  Gebietes  3  nirgends  =  0  ist.  —  Q.  e.  d. 


*)  Ueberdics  ist  zu  beachten,  dass  der  Punkt  c  innerhalb  3  Hegt,  vom  Handc 
also  durch  irgend  welchen  Zwischenraum  getrennt  ist. 
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§  it. 

Zur  Theorie  der  conformen  Abbildung. 

Sind  die  Punkte  der  «-Ebene  und  die  der  z-Ebene  einander 
zugeordnet  mittelst  der  Gleichung 
(a.)  w  =  F(z)  , 

so  wird  zwischen  dem  System  der  fr-Punkte  und  dem  System  der 
z-Punklc  vollkommene  Achnlichkcil  slatlünden,  sobald  fUr  je  zwei  be- 
liebige Punkte  z  und  2  die  Bedingung  erfüllt  ist: 

u  x  F{z']  ~  F{z)  tr 

(it.)  s._s     =  A  , 

wo  K  eine  von  Am//  verschiedene,  reelle  oder  complexe  Constante 
vorstellen  soll.  Diese  Bedingung  aber  wird,  wie  man  sofort  erkennt, 
nur  dann  erfüllt  sein,  wenn  F(z)  =  Kz  -f-  Const.  ist,  also  nur  dann, 
wenn  F(s)  eine  lineare  Function  von  2  ist. 

Der  soeben  ausgesprochene  Satz  («.),  (/?.)  scheint  einer  gewissen 
Verallgemeinerung  ftihig  zu  sein.  Denn  es  wird  offenbar  vollkommene 
Achnlichkcil  auch  dann  noch  stattfinden,  wenn  man  in  die  nicht 
verschwindende  Constante  K  durch  irgend  eine  nicht  verschwindende 
Function  $(3)  ersetzt,  also  verlangt,  dass  jedweder  Punkt  z  in  Ver- 
bindung mit  all'  seinen  Nachbarpunkten  z  der  Formel  entsprechen 
soll : 

 —  ---    0(3>  . 


Indessen  wird  diese  Formel,  weil,  wenn  z'  Nachbarpunkt  von  z  ist, 
auch  umgekehrt  2  einen  Nachbarpunkt  von  z  reprUsentirt,  die  wei- 
tere Formel  nach  sich  ziehen: 


3  —  3 


Und  aus  beiden  Formeln  zusammengenommen  folgt  sofort:  <t>(=)  =  0(3'), 
d.  i.:  0(3)  =  Const.;  sodass  man  also  auf  diese  Weise  zur  früheren 
Bedingung        zurückgeführt  wird. 

Vollkommene  Aehnlichkeit  wird  daher  nur  dadurch  zu  erreichen 
sein,  dang  wir  an  der  Itedingung  [ß.)  festhalten,  oder  (was  auf  dasselbe 
hinauskommt)  nur  dadurch  zu  erreichen  sein,  dass  wir  F(z)  ah  eine 
lineare  Function  von  z  uns  denken. 
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Hingegen  werden  wir  Uber  jene  Bedingung  (ß.)  hinausgreifen, 
nämlich  statt  derselben  diejenige  allgemeinere  Bedingung  nehmen 
dürfen,  in  welcher  die  nichtverschwindende  Conslante  K  durch  eine 
nichtverschwindende  Function  4>(z)  ersetzt  ist,  —  sobald  wir  mit 
einer  nur  unvollkommenen  oder  approximativen  Aehnlichkeit  oder  (wie 
man  zu  sagen  pflegt)  mit  einer  Aehnlichkeit  in  den  kleinsten  Theilen 
uns  begnügen  wollen.  In  der  Thal  wird  zu  diesem  Zweck  nur  er- 
forderlich sein,  dass  der  Quotient 

z  -  z 

für  jeden  Punkt  z  und  all'  seine  Nachbarpunklc  z  einen  von  diesen 
Nachharpiinklcu  z  nahezu  unabhängigen  Werth  besitzt,  und  dass 
ausserdem  dieser  Werth  ein  nichlverschwindender  sei.  Mit  andern 
Worten :  Es  wird  zu  dem  genannten  Zweck  nur  erforderlich  sein, 
dass  dieser  Quotient  für  jeden  Punkt  z  und  all'  seine  Nachbarpunklc 
z  nahezu  —  <t>(=)  sei,  wo  <t>(z)  irgend  eine  beliebige,  von  z  unab- 
hängige und  nichlverschwindcnde  Function  von  z  vorstellt. 
Oder  genauer  ausgedrückt:  Die  durch  die  Formel 

(y.)  tc  =  F{z) 

bewirkte  Abbildung  wird  eine  in  den  kleinsten  Theilen  ähnliche  zu 
nennen  sein,  sobald  —  unter  e  ein  beliebig  gegebener  Kleinheits- 
grad  verstanden  —  um  jedweden  Punkt  z  (als  Cenlrum)  ein  Kreis 
von  solcher  Kleinheit  construirbar  ist,  dass  für  alle  innerhalb  dieses 
Kreises  beündlichen  Punkte  z  die  Formel  stattlindel: 

(,.,  ,„„„  (£!£^ü>  -  ♦(„)  < «  , 

wo  <t>  (3)  eine  beliebig  gegebene,  von  z  unabhängige  und  nichtverschwin- 
dende Function  von  z  vorstellen  soll. 

Nachträglich  erkennen  wir  nun,  dass  diese  neue  Function  <t>(s) 
zur  ursprünglichen  Function  F(z)  in  einfacher  Beziehung  steht.  In 
der  Thal  ergiebt  sich  aus  der  Bedingung  (<*.),  dass  <t>{z)  der  Diffe- 
rentialquolicnl  von  F(z)  sein  muss.  Oder  genauer  ausgedrückt:  Soll 
jene  der  Function  l'\z)  auferlegte  Bedingung  (d.)  erfüllbar  sein,  so 
ist  dazu  erstens  erforderlich,  dass  die  Function  /«'(:)  einen  Differential- 
quotienten besitzt,  und  zweitens  erforderlich,  dass  die  Entstehungs- 
weise dieses  DilFerentialquotienten  für  jedweden  Punkt  z  eine  von 

AbbinJI.  d.  K.  8.  Ueiellsch.  d.  Wisbenscb.  XXIV.  50 
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allen  Seiten  her  äquiconvergenle  ist.  Zugleich  wird  alsdann  jene  neue 
Function  <*>(s)  nichts  Anderes  sein,  als  der  Werth  dieses  Differential- 
quotienten. Demgeniäss  können  wir  die  von  uns  angestellten  Be- 
trachtungen (y.),  (d.)  schliesslich  folgendermassen  formuliren : 

Definition.  —  Die  durch  die  Formel 
(e.)  iv  =  F(s) 

bewirkte  Abbildung  wird  eine  in  den  kleinsten  Theilen  ähnliche 
zu  nennen  sein,  sobald  die  Function  F(z)  einen  Differentialquotienten 
besitzt,  dessen  Entslehungsweise  für  jedweden  hinkt  z  eine  von  allen 
Seiten  her  äquiconvcrgenle  ist,  und  dessen  Werth  nirgends  =  0  ist. 

Dabei  kann  noch  hinzugefügt  werden,  dass  die  durch  jene  Formel 
(«.)  bewirkte  Abbildung  eine  eindeutige  zu  nennen  ist,  sobald  die  Func- 
tion F(z)  eindeutig  ist,  mithin  jedem  Punkte  z  immer  nur  ein  Punkt 
w  zugehört. 

Ist  in  der  2- Ebene  irgend  ein  bestimmtes  Gebiet  gegeben,  und 
soll  die  Eindeutigkeit  der  Abbildung  und  ihre  Aehnlichkeil  in  den 
kleinsten  Theilen  nicht  schlechtweg,  sondern  nur  in  Erstreckung  dieses 
Gebietes  stattfinden,  so  werden  selbstverständlich  auch  die  soeben 
ausgesprochenen  Anforderungen  nur  insoweit  zu  erfüllen  sein,  als 
sie  dieses  specielle  Gebiet  betreffen. 

Ich  werde  nun  zeigen,  dass  durch  die  im  vorhergehenden  Paragraph 
[in  (9.)  pag.  H2]  angegebene  Function 

{{.)  to  =  {z  —  c)eW =  F(z) 

eine  eindeutige  und  in  den  kleinsten  Theilen  ahnliche  Abbildung 
des  in  der  z-  Ebene  gegebenen  Gebietes  3  auf  einer  in  der  w-  Ebene 
um  den  Punkt  w  =  0  mit  dem  Radius  1  beschriebenen  Kreisfläche  Ä 
bewirkt  wird.  Um  dieses  nachzuweisen  werde  ich,  in  Anbetracht  der 
soeben  gegebenen  Definition,  Zweierlei  zu  zeigen  haben,  nämlich 

A.  ,  dass  die  Formel  (1.)  für  jedweden  Punkt  z  des  Gebietes  3 
einen,  und  stets  nur  einen  Punkt  w  der  Kreisfläche  5t  liefert,  und  dass 
dabei  für  jeden  Punkt  z  innerhalb  3  ein  Punkt  w  innerhalb  Ä, 
andererseits  aber  für  jedweden  l*unkt  z  am  11  an  de  von  3  «in  Punkt  w 
am  Rande  von  Ä  sich  ergiebt; 

B.  ,  dass  in  jedwedem  Punkte  z  des  Gebietes  %  mag  nun  derselbe 
innerhalb  3  oder  am  Rande  von  3  gelegen  sein,  ein  Diffcrenlialquolient 
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-j—  existirt,  dass  ferner  die  Entstehungsweise  dieses  Differenlialquotienlen 

für  jeden  solchen  Punkt  z  eine  von  allen  Seilen  her  üquiconvergcntc 
ist,  und  dass  endlich  der  Werth  dieses  Differentialquotienten  in  ganzer 
Erstreckutuj  des  Gebietes  3  verschieden  von  0  ist. 

Beweis  fiir  A.  —  Die  Formel  (1.)  liefert,  weil  w  [Satz  Alpha 
pag.  142]  eine  Fundamentalfunctioa  des  Gebietes  3»  a'so  in  Er- 
st reckung  von  3  eindeutig  ist,  für  jedweden  Punkt  z  des  Gebietes 
3  eineu,  und  nur  einen  Werth  w.  Und  zwar  wird  dieser  Werth 
w  [nach  Beta,  pag.  142],  jenachdem  z  innerhalb  3  oder  am  Rande 
von  3  Hegt,  der  Formel  mod  w  <^  1  oder  der  Formel  mod  w  =  1 
entsprechen,  also  einen  Punkt  w  repräsentiren,  der  im  ersteren  Fall 
innerhalb  Ä\  im  letzteren  am  Hände  von  Ä  liegt.  —  Q.  e.  d. 

Beweis  für  B.  —  Dass  der  Diffcrenlialquolient  ^  in  jedwedem 
Punkte  des  Gebietes  3  existirt,  und  dass  seine  Entsteh ungsweise  in 
jedem  solchen  Punkte  eine  von  allen  Seiten  her  äquiconvcrgcntc  ist, 
ergiebt  sich  ohne  Weiteres  aus  dem  Satze  Alpha  pag.  142.  Es  bleibt 
also  nur  noch  nachzuweisen  übrig,  dass  sein  Werth  in  ganzer  Er- 
slrcckung  des  Gebietes  3  nirgends  verschwindet. 

Bezeichnet  man  den  Ausdruck  auf  der  rechten  Seile  der  Formel 
(1.)  mit  F(z),  dio  Formel  selber  also  mit  w  =  h\z),  so  wird  [nach 
Beta,  pag.  1 42]  mod  b\z)  =  1  bleiben ,  sobald  man  %  den  Band 
von  3  durchlaufen  lüsst.  Ist  also  u\  irgend  ein  vorläufig  fesler  Punkt 
innerhalb  Ä,  mithin  mod  «•,  <[  1,  so  wird  in  dem  Uber  jenen  Rand 
von  3  erstrecktem  Integral 


der  Nenner  F(z)  —  tu,  niemals  verschwinden  können.  Hieraus  folgt 
sofort,  dass  der  Wcrlh  dieses  Integrals  bei  einer  innerhalb  Sl  blei- 
benden Bewegung  des  Punktes  u\  nur  in  stetiger  Weise  sich  andern 
kann,  und  dass  derselbe  also,  weil  er  stetiger  Aenderungen  unfähig 
ist,  bei  jener  Bewegung  constant  bleiben  muss.  Dass  nämlich  der 
Werth  dieses  Integrals  steliger  Aenderungen  unfähig  ist,  ergiebt  sich 
aus  einem  bekannten  Cauchy 'sehen  Theorem,  dem  zufolge  der  Werth 
des  Integrals  die  Anzahl  der  elementaren  Nullpunkte  der  Function 
F(z)  —  tr,  innerhalb  3»  oder  (was  auf  dasselbe  hinauskommt)  die 


(2.) 
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Anzahl  der  elementaren  Nullpunkte  dieser  Function  in  ganzer  Er- 
streckung von  3  vorstellt*);  so  dass  also  der  Werth  des  Integrals 
immer  nur  eine  yanzc  Zahl  sein  kann. 

Zugleich  ergiebt  sich  aus  diesem  Caichy'scIicü  Theorem,  dass 
man  den  soeben  Uber  die  Constanz  des  Integrales  (2.)  ausgesprochenen 
Satz  auch  so  ausdrücken  kann: 

So  lange  tc,  innerhalb  $  bleibt,  ist  die  Anzahl  der  in  Erstreckung 
von  3  vorhandenen  elementaren  Nullpunkte  der  Function  F(z)  —  ir, 
stets  ein  und  dieselbe,  mithin  z.  B.  ebenso  gross  wie  für  w,  =  0, 
und  folglich  =  1.  Denn  für  u>,  =  0  reducirt  sich  die  genannte 
Function  auf  F(z)  selber,  d.  i.  [vgl.  (1.)]  auf  die  Function  (z  —  c)ew\ 
und  diese  letztere  besitzt  in  der  Thal,  weil  W  Lals  Fundamentalfunction 
des  Gebietes  3;  vgl.  Alpha  pag.  U2]  überall  endlich  ist,  in  ganzer 
Erstreckung  von  3  nur  einen  einzigen  elementaren  Nullpunkt,  nämlich 
nur  den  Nullpunkt  z  =  c. 

Gicbl  man  also  dem  Punkte  u\  innerhalb  Ä  eine  beliebige  lie- 
ivcgung>  so  wird  hierbei  die  Anzahl  der  in  Erstreckung  von  3  befind- 
lichen elementaren  Nullpunkte  der  Function 

(3.)  F(z)  - 

forldauernd  =  1  bleiben. 

Wir  markiren  jetzt  irgendwo  innerhalb  3  einen  Punkt  ,  und 
beschreiben  um  z{  (als  Centrum)  eine  völlig  inncrhulb  3  liegende  Kreis- 
fläche. Alsdann  sind  F(z)  und  F' {z)  [als  Fundamentulfunctionen  des 
Gebietes  3 ;  vgl.  Alpha  pag.  I  42]  in  ganzer  Erstreckung  dieser  Kreis- 
flüche stetig.  Folglich  wird  F(z)  für  alle  Punkte  z  innerhalb  dieser 
Kreisfläche  darstellbar  sein  durch  die  TAYLoit'sehe  Reihe: 

(4.)        #.'(*)  =  F(S|)  H-  z~~  *'  /.'(=,)  +  (-~- -/  '"(=<)  +  •  •  -  , 

eine  Formel,  die  auch  so  geschrieben  werden  kann : 

(5.)  F{z)  -  Wl  =  /•"(;,)  +  {Z  ~       n»f)  +  •  ■  •  •  • 


*)  In  der  Thal  kommt  es  auf  ein  und  dasselbe  hinaus ,  ob  man  so  oder  so  sieh 
ausdrückt.  Denn  die  Function  F(z)  —  wt  kann,  wie  schon  betont  wurde,  so  lange  ir, 
innerhalb  &  gedacht  wird,  am  Hände  von  3  niemals  verschwinden,  l  ud  es  wird  da- 
her diese  Function  innerhalb  3  genau  dieselben  Nullpunkte  besitzen,  wie  in  ganzer 
Erstreckung  von  3,  —  immer  vorausgesetzt,  dass  tt\  innerhalb  £  sich  befindet. 
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Hier  ist  ir,  ==  F(zt).  Es  bezeichnet  also  «»,  den  mit  z,  correspon- 
direnden  Punkt;  und  es  wird  daher,  weil  z,  innerhalb  3  angenommen 
war,  auch  w{  innerhalb  Ä  liegen,  [wie  solches  aus  dem  schon  be- 
wiesenen Satze  A.  pag.  146  hervorgeht]. 

Aus  der  Formel  (5.)  ergiebt  sich  nun  sofort,  dass  F'(z,)  ver- 
schieden von  0  ist.  Denn  wäre  F'(z,)  =  0,  so  würde  die  Function 
F(z)  —  ir,,  zufolge  der  Formel  (5.),  an  der  Stelle  zt  einen  Nullpunkt 
zweiler  Ordnung,  d.  i.  zwei  mit  einander  coincidirende  elementare  Null- 
punkte besitzen;  was  dem  Satze  (3.)  widerspricht. 

dw 

Somit  ist  bewiesen,  dass  der  DilTerenlialquotient  F'(z)  oder 

in  einem  Punkte  z,  innerhalb  3  niemals  Null  sein  kann.  Anderer- 
seits aber  ist,  zufolge  des  Satzes  Gamma,  pag.  1 42,  ein  Nullwerden 
desselben  am  Hände  von  3  ebenfalls  unmöglich.    Demgemliss  kann 

dieser  Differentialquotient  ~  in  ganzer  Erslreckung  des  Gebietes  3 

niemals  verschwinden.  —  Q.  e.  d. 


Anhang  zum  letzten  Gapitel. 

Wenn  hier  eine  Begründung  desjenigen  geometrischen  Satzes 
gegeben  werden  soll,  der  früher  ohne  Deweis  hingestellt  worden  ist 
(vergl.  die  Note  pag.  102),  so  werden  andererseits  die  folgenden 
Darlegungen  zugleich  auch  ein  Beispiel  dafür  bieten,  wie  schwer  es 
zuweilen  ist,  Satze,  die  aus  der  geometrischen  Anschauung  fast  von 
selber  sich  ergeben,  mit  wirklicher  Strenge  zu  constatiren. 

Es  sei  irgend  eine  geschlossene  Curve  gegeben.  Ueber  die  Be- 
schaffenheit dieser   Curve   mögen,  unter  Anwendung  der  auf  pag.  3 

eingeführten  Bezeichnungen:  o,  0,  W  =  folgende  Voraussetzungen 
gemacht  sein: 

(<•)  0  und  0'  sollen  stetige  Functionen  von  a  sein, 

(so  dass  also  die  Curve  nicht  nur  von  stetiger  Biegung, 
sondern  auch  von  stetiger  Krümmung  ist). 

(2.)  0'  soll  durchweg  >  0  sein,  (so  dass  also  die  Curve 

Uberall  convex  sein  wird,  jedoch  in  dem  Sinne,  dass 
auch  geradlinige  Strecken  mit  unterlaufen  können). 
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(3)  Das  Azimuth  0  der  Curvetitangente  soll,  sobald 

man  ihren  Berührungspunkt  die  ganze  Curve  einmal 
durchlaufen  lässl,  um  360°  wachsen,  (wodurch  das  Vor- 
kommen von  Doppelpunkten  bei  der  Curve  ausge- 
schlossen sein  wird). 
Bezeichnet  man  alsdann  den  Krümmungsradius  mit  B: 

(*•)  R  =  ~  ,   [vgl.  die  Nole  pag.  HS], 

und  den  kleinsten  Krümmungsradius  der  ganzen  gegebenen  Curve  mit 
/f0,  so  gelten  folgende  Sätze: 

Erster  Satz.  —  Sind  ja,  und  p2  irgend  zwei  Curvenpunkte,  deren 
Azimuthuntcrschied*)  ]>  0  und  <  90°  ist,  und  schneiden  die  diesen 
Punkten  zugehörigen  Normalen  einander  im  Punkte  q,  so  werden  die 
Bichtungen  der  in  p{  und  errichteten  inneren  Normalen  von  px  nach 
q ,  respeclive  von  p2  nach  q  laufen.  Veberdies  wird  alsdann  jedes  der 
beiden  Liniensegmente  ptq  und  p2q,  seiner  Länge  nach,  J>  B0  sein. 

Zweiter  Satz.  —  Denkt  man  sich  auf  der  gegebenen  Curve  irgend 
zwei  innere  Normalen  errichtet,  jede  <^  B0,  so  können  dicie  beiden 
Normalen  keinen  Punkt  mit  einander  gemein  haben. 

Dritter  Satz.  —  Ein  irgendwo  an  die  Curve  gelegter  innerer  Be- 
rührungskreis, dessen  Badius  <^  B0  ist,  kann  mit  der  Curve  stets  nur 
einen  einzigen  Punkt,  nämlich  nur  den  Berührungspunkt  gemein  haben. 

Mit  andern  Worten:  Denkt  man  sich  einen  solchen  Kreis  comtruirt, 
so  werden  sämmtlichc  Punkte  der  Curve,  mit  alleiniger  Ausnahme  des 
Berührungspunktes,  ausserhalb  dieses  Kreises  liegen. 

Vierter  Satz.  —  Weiden  zur  gegebenen  Curve  zwei  innere  Parallel- 
curven  conslruirt,  so  können  diese  beiden  letzteren,  falls  ihre  Abstände 
von  der  gegebenen  Curve  beide  <  B0  sind,  keinen  Punkt  mit  einander 
gemein  haben. 

Fünfter  Satz.  —  Eine  innere  Parallelcurve ,  deren  Absland  von 
der  gegebenen  Curve  <^  B0  ist,  kann  keinen  Doppelpunkt  haben. 

*)  Unter  dem  Azimuth  irgend  eines  Curvenpunktes  soll  hier  dasjenige  Azimuth 
verstanden  sein ,  unter  welchem  die  in  diesem  Punkte  an  die  Curve  gelegte  Tangente 
gegen  die  cr-Axe  geneigt  ist.  Solches  festgesetzt,  ist  nun  unter  dem  Azimuthunter- 
schied  der  beiden  Punkte  />,  und  pt  die  Differenz  derjenigen  Azimuthc  zu  verstehen, 
welche  diese  beiden  Punkte  besitzen. 
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Für  unsere  Zwecke  handelt  es  sich  eigentlich  nur  allein  um  den 
dritten  Salz,  (vgl.  die  Note  pag.  102).  Die  beiden  ersten  Satze 
bilden  aber  das  Gerüst,  auf  welchem  wir  zu  diesem  dritten  Satze 
gelangen  werden.  Andererseits  sind  die  beiden  letzten  Sülze  nur 
beiläufig  hinzugefügt. 

Beweis  des  erBten  Satzes.  —  Lässt  man  einen  Curvenpunkt 

p(o,  &,  £,  »?) 

—  d.  h.  einen  Curvenpunkt  p  mit  der  Bogenlänge  0,  dem  Azimulh*) 
0  und  den  rechtwinkligen  Coordinaten  £,  tj  —  längs  der  gegebenen 
Curve  in  positiver  Richtung  fortschreiten,  so  wird  a  wachsen,  und 
daher  6  [zufolge  (2.)]  ebenfalls  wachsen,  respective  sich  gleich  bleiben. 
Man  bezeichne  diesen  in  positiver  Richtung  fortschreitenden  Punkt 
in  irgend  einem  bestimmten  Augenblicke  mit 

,  0t,       »?»)  > 
und  in  irgend  einem  späteren  Augenblicke  mit 

Pi(°t:  0i>  £«>  ij»)  ; 

so  dass  also  o,  <^  o3  und  0,  <  02  ist.  Diese  beiden  Augenblicke 
aber  denke  man  sich  der  Art  gewählt,  dass 

(5).  0t  <  0,    (nicht  ^  0t)  ,    und    dt  -  0{  %  90° 

ist.  Trögt  man  nun  auf  den  in  p,  und  p2  errichteten  inneren  Nor- 
malen v,  und  r2,  respective  von  p,  und  p2  aus,  irgend  zwei  Längen 
auf:  Lj  und  L2,  so  ergeben  sich  zwischen  den  Anfangspunkten  p, ty,), 
jMi'j»  *it)  dieser  Linien  L„  L2  und  zwischen  ihren  Endpunkten  (H,,  Ht), 
(=,,  Hs)  folgende  Relationen: 

=  =  |,  +  I,  cos  (0,  +  90°)  ,        =t  =  |t  +  I,  cos  (0,  +  90°)  , 

Ht  =  ,n  +     sin  (04  +  90°)  ,        H,  =  ,B  +  I,  sin  (0t  +  90°)  ; 

denn  0,  -|-  90°  und  02  +  90°  sind  die  Azimuthe  der  beiden  Normalen 
vi  und  v2  gegen  die  ar-Axe. 

Sollen  jene  beiden  Endpunkte  (H,,  H,)  und  (Hv  H,)  unter  einander 
identisch  sein,  also  zusammenfallen  mit  dem  Schnittpunkte  der  in  p, 
und  pt  errichteten  Normalen,  so  müssen  die  Gleichungen  stattfinden : 
E,  =  =,  und  H,  =  Ht,  d.  i.  die  Gleichungen: 

")  Vgl.  die  vorhergebende  Nole. 
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cos  (0,  +  90»)  -  lx  cos  (0,  +  90°)  =  |t  -  , 

(6) 

Lx  sin  (0t  +  90°)  —  Lt  sin  (0t  +  90°)  =  r;t  —  . 

hie  Richtigkeit  unseres  ersten  Satzes  wird  mm  offenbar  dargethan 
sein,  sobald  es  uns  gelingt  zu  zeigen,  dass  die  aus  diesen  Gleichungen  (6.) 
für  L,  und  L2  sich  ergebenden  Werthe  beide  positiv,  und  beide  > 

Aus  den  bekannten  Formeln  ^|  =  cos  0  und  ^  =  sin  0  [vgl. 
(C.)  pag.  3]  ergiebt  sich  zuvorderst: 


St  -  £,  ^feos  0  ■  da  , 
t  —  rlt  =  f^sla  0  ■  da  , 


•7 

die  Integrationen  längs  der  gegebenen  Curve  in  positiver  Rieht ung 
von  nach  ;>2  hinerstreckl  gedacht.  Demgcmiiss  gehen  die  Gleich- 
ungen (6.)  über  in: 

—      sin  0,  -f-  Lt  sin  0,  = f"?0*  0  •  da  , 

(7.) 

-f  L,  cos  0,  —  Lt  cos  04  = f*»"*  0  -  da  . 

n 

Multiplicirl  man  diese  beiden  Formeln  einmal  mit  cos  0,,  sin  Öa ,  «las 
andere  Mal  mit  cos  0, ,  sin  0,,  und  addirt  man  jedesmal,  so  erhalt 
man: 

Lt  sin  (0t  —  0,)  =  ^cos  (0t  —  0)  •  </ff  , 

(8.) 

sin  (0t  —  0,)  = /'"cos  (0  —  04)  •  </a  . 
pt 

Hier  reprüsentirt  das  0  (ohne  Index)  das  Azimuth  eines  in  posi- 
tiver Richtung  von  p{  nach  p2  laufenden  Curvenpunktes.  Demgcmiiss 
wird  die  Differenz  0  —  0, ,  wie  sich  aus  (2.)  und  (5.)  sofort  ergiebt, 
stets  >  0,  und  stets  <;  90°  sein.  Folglich  wird  cos  (0  —  0,)  stets 
positiv  sein.  In  solcher  und  ähnlicher  Weise  gelangt  man  zu  der 
Einsicht,  dass  die  in  (8.)  auftretenden  Grössen 

(9.)  cos  (0f  —  0)  ,    cos  (0  —  0,)    und    sin  (0,  —  0,) 
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durchweg  positiv  sind.  Demgeroilss  ergiebl  sich  aus  jenen  Formeln 
(8.)  sofort,  dass 

(10.)  Lx    und  lt 

ebenfalls  stets  positiv  sind. 

Um  nun  ferner  zu  zeigen,  dass  Lt  und  Lt  stets  ^  Ä0  sind,  müssen 
wir  mehrere  Kalle  unterscheiden. 

Erster  Fall:  0'  ist  längs  der  betrachteten  Curvenstrecke  ptpt  durch- 
weg >  0.  Alsdann  ist  jedes  Bogeneleinent  da  dieser  Curvenstrecke 
durch  die  Formel  ausdrückbar: 

(«•)  da  =  d0°,  =lidO  ,    [vgl.  (4.)]; 

sodass  also  die  Gleichungen  (8.)  die  Gestalt  erhalten: 

LK  sin  (0,  -  0,)  = cos      -  0)  •  de  , 

sin  (0,  —  ex)=f    H  cos  (0  —  04)  •  c/fl  . 
'•i 

Diese  Integrale  aber,  in  denen  die  Cosinus  vgl.  (9.)]  durchweg  positiv 
sind,  werden  verkleinert  werden,  sobald  man  das  in  ihnen  enthaltene  B 
durch  seinen  kleinsten  Werth,  d.  i.  durch  ltQ  ersetzt.  Somit  ergiebt  sich 
z.B.: 

/>(  sin  (0,  —  0,)  ^>  fl^^cos  (0,  —  0)  •  dß  , 

oder,  falls  man  die  Integration  wirklich  ausführt : 

LK  sin  (0,  —  0,)  2>  lia  sin  (0,  —  0,)  , 
also,  weil  sin  (0,  —  04),  zufolge  (5.),  stets  ]>  0  ist: 
(/•)  L%  ^  «,  . 

Und  in  analoger  Art  wird  sich  auf  Grund  der  zweiten  Formel  {ß.)  ergeben  : 

(J.)  Lt  ^  H0  .  —  Q.  e.  d. 

Zweiter  Fall:  Die  Curvenstrecke  ptpt  besteht  aus  zwei  Theilen  y 
und  gpt ,  von  solcher  Beschaffenheit,  dass  0'  längs  des  ersten  Theiles 
durchweg  =  0 ,  längs  dos  zweiten  Theiles  aber,  mit  alleiniger  Ausnahme 
des  Punktes  */,  überall  >  0  ist.  Alsdann  kann  man  für  die  Strecke  ;*,</ 
von  der  Formel  (a.)  keinen  Gebrauch  machen,  weil  der  in  dieser  Formel 
enthaltene  Nenner  0'  längs  ply  verschwindet.  Wir  sind  somit  jene  im 
ersten  Fall  benutzte  Methode  hier  bei  Behandlung  des  zweiten  Falles  zu 
modificiren  gezwungen. 
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Wir  markiren  zuvörderst  auf  der  Curvenstrccke  gpt  einen  auiiliareo 
Punkt  A,  beliebig  nahe  an  g  gelegen : 

so  dass  also  0'  längs  hpt  ausnahmslos  >  0  ist.  Sodann  schreiben  wir 
die  erste  der  Gleichungen  (8.)  folgendennassen: 

(c.)    Z.4sin(Öt  —  Öt)=y  *cos(ö,  —  6)  .  do+f  cos{6t  —  6)do. 

Die  rechte  Seite  dieser  Formel  wird  aber,  weil  die  Cosinus  [vgl.  (9.) 
durchweg  positiv  sind,  verkleinert  werden,  sobald  man  das  erste  Integral 
ganz  fortlSsst.    Somit  folgt: 

(£.)  Lt  sin  (Ö,  —  0,)  ^ y^cos  (0,  —  6)  •  da  . 

Hier  nun  können  wir,  weil  6'  längs  Ä/>,  ausnahmslos  >  0  ist,  von  der 
Substitution  (a.)  Gebrauch  machen,  und  erhalten  also: 

(>/.)  LK  sin  (0t  —  0,)  ^ cos  (0,  —  0)  •  d0  . 

k 

Liings  ptg  ist  nach  unserer  Annahme  0'  =  0,  mithin  0  co»w/«wii, 
=  0,.  Demgemäss  wird  0  im  Punkte  A  nur  wenig  grösser  sein  als  0, , 
etwa  =.  0i  -\-  ß ,  wo  alsdann  /?  eine  posilive  Grösse  vorstellt ,  deren 
Werth  durch  ein  näheres  Heranschieben  des  Punktes  A  gegen  g  beliebig 
klein  gemacht  werden  kann.  Da  nun  überdies  0  im  Punkte  pt  den  Werth 
0t  hat,  so  gehl  die  Formel  (>;.)  über  in : 

L%  sin  (0,  -  0t)  ^ y***  R  cos  (Ö,  -  6)  -  d6  . 
».+< 

Die  rechte  Seite  dieser  Formel  wird  aber,  weil  der  dortige  Cosinus 
[vgl.  (9.)J  durchweg  positiv  ist,  verkleinert  werden,  sobald  wir  Af  durcli 
Ii9  ersetzen.  Thun  wir  dies,  und  führen  wir  sodann  die  Integration  wirk- 
lich aus,  so  erhalten  wir  : 

oder  ein  wenig  anders  geschrieben : 

sin  A  —  sio  (A  —  ß) 


(x.)  LK  ^  /?0  —  y  ,    wo    y  =  fl, 


sin  A 


ist,  und  wo  also  y  (ebenso  wie  ß)  eine  positive  Grösse  repräsenlirt,  deren 
Werth  durch  ein  näheres  Heranschieben  von  h  gegen  g  beliebig  klein  ge- 
macht werden  kann. 

Die  Formel  (x.)  ist,  ihrer  Ableitung  zufolge,  stets  gültig,  wie  nahe 
wir  uns  den  Punkt  h  an  g  auch  denken  mögen.    Demgemäss  wird  also 
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diese  zwischen  den  beiden  festen  Werthen  L%  und  Ä0  stattfindende  Re- 
lation (x.)  stets  in  Kraft  bleiben,  bis  zu  welcher  Kleinheit  wir  die  positive 
Grösse  y  auch  herunterdrücken  mögen.  Hieraus  aber  folgt  nach  be- 
kannter Schlussweise,  dass 

iL)  Lt  ^  /?„ 

sein  muss.  Und  in  analoger  Art  wird  sich  zeigen  lassen,  dass  auch 
Lt  i>  ÄB  ist.  —  Q.  e.  d. 

Alle  übrigen  Fälle  werden,  wenn  auch  etwas  weitläufiger,  so  doch 
in  ähnlicher  Art  behandelbar  sein.  Ausgenommen  bleibt  dabei  aber  ein 
Fall,  der  besondere  Schwierigkeiten  machen  dürfte,  nämlich  der,  dass  0' 
längs  der  gegebenen  Curvenstrecke  in  unendlich  vielen  discreten  Punkten 
zu  0  wird.  —  AU'  diesen  Weitläufigkeiten  und  Schwierigkeiten  jedoch 
können  wir  entgehen  durch  Anwendung  folgender  sehr  einfachen,  wenn 
auch  etwas  künstlichen  Methode : 

Es  ist  identisch: 

sin  (0t  -  0,)  = y*cos  (0,  —  0)  </0  . 

Demgemass  können  wir  die  erste  der  Formeln  (8.)  auch  so  schreiben: 

/  cos  (ö,  —  0) .  da 

L>  =  -7   . 

J  cos  (0,  —  0)  •  de 

oder  auch  so: 

/cos  (0,  —  0)  •  da 

(«.)  K  =  J.  ~   , 

J  cos(öt  -  6)-  0' da 

beide  Integralionen  hinerstreckt  gedacht  Uber  die  gegebene  Curven- 
strecke pip2.  Die  rechte  Seite  dieser  Formel  (i2.)  wird,  weil  die 
daselbst  auftretenden  Cosinus  [vgl.  (9.)]  stets  positiv  sind,  und  6' 
[vgl.  (2.)]  ebenfalls  stets  positiv  ist,  verkleitwrt  werden,  sobald  wir 
daselbst  dieses  6'  durch  seinen  grössten  Werth  ersetzen.  Somit  er- 
halten wir: 

4      y cos  (0,  —  0)  do 

(<3  )  L%  —  Max  (01  r  ' 

MaX  V  ^cos  (0,  _0).</tf 

d.  i. 

£- g  vthn  =  Min  (*') =  Mi" m • 

also,  weil  der  Minitnalwerlh  von  Ii  mit  H6  bezeichnet  worden  ist: 
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In  analoger  Art  wird  sich  offenbar,  auf  Grund  der  zweiten  Forniel 
(8.),  darthun  lassen,  dass  auch  L2  !>  R0  isl.  —  0-  <?•  rf- 

Beweis  des  zweiten  Satzes.  —  Wir  betrachten  irgend  drei  auf 
der  gegebenen  Curve  in  positiver  Richtung  aufeinander  folgende  Punkte 
pnPmJ'a  nnt  den  inneren  Normalen  vx>  v0,  p2,  und  mit  den  Azimulhen') 
tix,0t),62,  indem  wir  zugleich  setzen: 

(A.)  fii  =  ß0  -  a    und    0,  =  ö0  +  0  . 

Alsdann  sind  a  und  ^  positive  Grössen,  die  aber  auch  0  sein  können. 
So  z.  B.  wird  «  =  0  sein,  falls  die  Curvenstrecke  /),  j)0  geradlinig 
ist.    U.  s.  vv. 

Denken  wir  uns  die  Punkte  /)i,|>ü,J»2  vorlaufig  sehr  nahe  an- 
einander, mithin  «  und  ß  sehr  klein,  und  bezeichnen  wir  die  beiden 
Punkte,  in  denen  die  Normale  i>„  von  vx  und  v2  geschnitten  wird, 
mit  gx  uud  </2,  so  ist  zufolge  des  schon  bewiesenen  ersten  Salzes: 

W  (/>,<?,)  ^/i0   und  (p1?,)^ß0. 

Dabei  macht  z.B.  der  Fall,  dass  die  Curvenstrecke  /),  qx  geradlinig 
ist,  keine  Ausnahme.  Allerdings  würde  alsdann  a  =  0,  d.  h.  0X  =  Ö„, 
mithin  der  soeben  citirte  Satz  nicht  mehr  anwendbar  sein.  Es 
wurden  aber  in  diesem  Falle  die  beiden  Normalen  vx  und  pq  einander 
parallel  sein.  Mithin  darf  man  in  diesem  Falle  (/),</,)  =  -\-  oo  sich  vor- 
stellen; so  dass  also  {pxqx)      Ho  >sl-    U.  s.  w. 

Tragen  wir  nun  auf  den  Normalen  vx  und  i'2,  respective  von 
px  und  |}2  au8>  irgend  zwei  Längen  A,  und  A2  auf,  deren  jede  <1 
ist,  so  werden  diese  beiden  Liniensegmente  Ax  und  A2  keinen  Punkt 
mit  einander  gemein  haben.  Denn  zufolge  (Ii.)  liegt  A,  anf  der  einen, 
und  A2  auf  der  «m/cm  Seite  von  rn,  und  zwar  der  Art,  dass  sowohl 
A,  wie  auch  A2  von  der  Normale  v0  durch  irgend  welchen  Zwischen- 
raum getrennt  sein  wird. 

Diese  einfachen,  auf  den  ersten  Satz  sich  stützenden  Betrach- 
tungen bleiben  Schritt  für  Schritt  in  Kraft,  sobald  wir  die  Grössen 
«  und  (i,  die  bis  jetzt  sehr  klein  gedacht  wurden,  mehr  und  mehr 
anwachsen  lassen,  falls  wir  nur  dieselben  dabei  <  90°  erhallen. 
Also  folgendes  Resultat: 

*)  Vgl.  die  Note  paj;.  <  f»0 . 
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Errichtet  man  in  irgend  zwei  Curvenpunkten  und  p2,  deren 
Azimnth-Unterschied  02  —  ö,  <  I80u  ist,  die  inneren  Normalen,  und 
macht  man  dabei  die  Länge  der  einen,  und  ebenso  auch  die  Länge  der 
andern  Normale 

(CO  <  H0  , 

so  werden  diese  beiden  Normalen  keinen  hinkt  mit  einander  gemein 
haben. 

Hieraus  ergiebt  sich  leicht  die  Richtigkeit  des  eigentlich  zu  be- 
weisenden Satzes.  Lasst  man  nämlich  einen  Punkt  die  gegebene 
Curve  in  positiver  Richtung  einmal  durchwandern,  so  wird  hierbei 
sein  Azimuth  monoton  wachsen,  und  im  Ganzen  um  360°  zunehmen, 
[vgl.  (2.)  und  (3.)  pag.  149].  Sind  also  irgend  zwei  feste  Curven- 
punkle  g  und  h  in  ganz  beliebiger  Weise  gegeben,  und  wachst  das 
Azimuth  bei  einer  positiven  Wanderung  von  g  nach  h  um  A,  so  wird 
dasselbe  bei  einer  Fortsetzung  dieser  Bewegung,  nämlich  bei  der 
positiven  Wanderung  von  h  nach  g,  um  E  =  360°  —  A  wachsen. 

Ist  nun  A<  180°,  so  ist  der  Satz  (C)  auf  die  beiden  Punkte 
g,  h  ohne  Weiteres  anwendbar,  indem  man  g  mit  p{  und  h  mit  p: 
bezeichnet. 

Und  ist  andererseits  A  ]>  180",  so  ist  jener  Satz  {€.)  ebenfalls 
anwendbar.  Denn  in  diesem  Kalle  ist  E  <^  1 80°.  Und  die  beiden 
Punkte  subordiniren  sich  also  jenem  Satze,  sobald  man  h  mit  pt  und 
g  mit  p2  bezeichnet. 

Jener  Satz  (11.)  ist  mithin  auf  diese  beiden  ganz  beliebig  gege- 
benen Curvenpunkte  g,  h  unter  allen  Umstanden  anwendbar.  —  Q.  e.  d. 

Beweis  des  dritten  Satzes.  —  An  die  gegebene  Curve  sei  irgend- 
wo ein  innerer  Berührungskreis  gelegt,  dessen  Radius  A  <  It0  sein 
soll.  Bezeichnet  also  C  das  Centrum ,  und  p  den  Berührungspunkt 
dieses  Kreises,  so  ist: 

(*•)  (C/i)  =  -1  <  «,  , 

mithin: 

(SB.)  (C/,)  =  A  =  «y  (1  -  2d) , 

wo  alsdann  A  eine  positive  und  von  Null  verschiedene  Grösse  vorstellt. 

Versteht  man  nuu  unter  o  den  von  ('  aus  nach  irgend  einem 
Curvenpunkte  (£,  /,)  gezogenen  Badiusveetor,  und  bezeichnet  man  die 
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Bogenlänge  dieses  Curvenpunktes  mit  o,  so  sind  £,  17,  £\  tj\  if, 
mithin  auch  q,  q\  (/',  und  folglich  auch 

*  '     do  '  da« 

s/c%c  Functionen  von  o;  wie  sich  solches  aus  den  Voraussetzungen 
(1.)  pag.  149  leicht  ergiebt;  [vgl.  etwa  die  Note  pag.  31].  Nach 
bekanntem  Satze  gilt  daher,  falls  man  die  Bogenlänge  a  des  Punktes 
({,  tf)  in  positiver  Richtung  von  p  aus  rechnet,  folgende  Formel: 

wo  m  —  tjM)  einen  unbekannten  intermediären  Curvenpunkl  zwischen 
p  =  (*,,  j^)  und  (£,  bezeichnet.  Nimmt  man  das  Kreiscentrum  C 
zum  Anfangspunkte  des  rechtwinkligen  Coordinalensystems,  so  wird 

z.  B.  =  f2  -j-  ferner  (>J  =  g  -f-  '/J>  u-  s-  f-  Kurz,  die  F<>rmel 
((£.)  gewinnt  alsdann  folgendes  Aussehen: 

(1>.)      (>*  =  <?P'  4-  «a(ir  +  ^')P  +  aMI'4  +      +  sT  +  M%  • 

Nach  (91.)  ist  aber  qf  =  Ueberdies  steht  dieser  von  C  nach  dem 
Berührungspunkte  p  laufende  Radiusvector  qp  gegen  die  Curve  senk- 
recht; so  dass  also  (££'  +  '/'/)#»  =  0  ist.  Demgemäss  reducirt  sich 
die  Formel  (2).)  auf: 

(&)  =  A*  +  a«(|'»  +     +  f$"  + 

Nun  ist  allgemein  [vgl.  (C\)  pag.  3]: 

f '  =  cos  0  ,  r  =  -  ö'  sin  0  , 
3'  =  sin  0  ,       j?"  =  +  Ö'cos  0  . 

mithin  einerseits: 

(a.)  r%  +  = 

und  andererseits: 

££"  4- »? '/"  =  °'(-  £  «•»  ö  +  V  ™s  ö)  » 
also  mit  Rücksicht  auf  (2.),  (4.)  pag.  149,  150: 

abs  (|r  +  ™")  S  »'  =  £  ^  £  , 

und  folglich: 

iß.)  ir  +  ™"  =  e£, 
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wo  6  einen  unbekannten  echten  Bruch  bezeichnet.  Substiluirt  man 
in  (d.)  die  Werthe  («.),  (/*.),  so  erhalt  man: 

m  9*  =  #  +  o«  (l  +  0  ?*)  , 

wo  o  die  (von  ;)  aus  gerechnete)  Bogenilinge  des  Endpunktes  von 
q  vorstellt,  während  $m  einen  unbekannten  intermediären  Radiusveclor 
zwischen  £  und  qp  bezeichnet. 

Denkt  man  sich  nun  irgend  ein  den  Punkt  p  einschliessendes 
Ciirvcninlervall  p\pp*  construirt,  so  ergiebt  sich  aus  ($.)  für  alle 
diesem  Intervall  P\pp*  zugehörigen  Radiivectores  q  folgende  Formel: 

(•■)  s  #  +  «•  (<  -  ^) , 

wobei  unter  Max  (p)  der  grösste  unter  all'  jenen  dem  Curveninlervall 
Ptppi  zugehörigen  Radiivectores  q  zu  verstehen  ist. 

Dieses  Intervall  Pipp2  wird  man  aber  so  klein  machen  können, 
dass  alle  demselben  angehörigen  Radiivectores  (>  von  dem  speciellen 
Radiusveclor 

eP  =  M*  -2o),  [vgl.  (».)], 

um  weniger  als  R^d  verschieden  sind.  Alsdann  wird  der  grösste 
jener  Radiivectores  <  /!<>  (1  —  &)  sein,  wodurch  die  Formel  iß.) 
Ubergeht  in: 

($)  e«^yl«  +  aM. 

Hieraus  folgt  sofort,  dass  sämmtliche  zum  Intervall  j>,j>/>2  gehörige 
Radiivectores  q  >  A  sind,  mit  alleiniger  Ausnahme  des  Radiusvectors 
qp  .   Für  diesen  letzteren  ist  nämlich  a  =  0,  also  nach  (.$.) :  (>F  > 
was  in  Einklang  steht  mit  der  Formel  (91.),  der  zufolge  qp  =  A  ist. 

Also  der  Satz:  Es  exislirl  stets  ein  den  gegebenen  Punkt  p  ein- 
schliessendes Curveninlervall 
(3.)  PtPPt 

von  solcher  Kleinheit,  dass  sämmtliche  Punkte  dieses  Intervalls,  mit  al- 

leinigei'  Ausnahme  von  p,  ausserhalb  des  um  C  mit  dem  Radius  A 

beschriebenen  Kreises  liegen.    Demgemäss  ist  z.  H.: 

(Ä.)  (Cpt)>A  ,    und  ebenso  auch:    (C/>,)  >  A  ; 

wobei  die  schon  in  (%)  nolirten  Formeln: 

(2.)  (Cp)  =  A    und  A<n0 

zuzufügen  gut  erscheint. 
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Die  zu  P\i>Pi  complementarc  Curvenslrecke  mag  mit  )>2>T/,i 
zeichnet  sein,  der  Art,  dass  beide  Strecken  ptpp2  ,m(l  P2nP\  zu" 
sarnmengenommcn  die  ganze  gegebene  Curve  ausmachen.  Dabei 
mag  unter  n  ein  liings  dieser  complemenlarcn  Curvenslrecke  frei 
beweglicher  Punkt  verslanden  sein,  dessen  extreme  Lagen  also  durch 
die  beiden  Emipunkte  dieser  Strecke  d.  i.  durch  px  und  p2  darge- 
stellt sein  werden. 

Wir  wollen  nun  einstweilen  annehmen,  auf  dieser  Curven- 
slrecke p2Tipi  existire  irgend  ein  Punkt  n0,  für  welchen  der  Radius- 
vector 

(CttJ  ^  Ä 

ist,  und  die  aus  einer  solchen  Annahme  sich  ergebenden  Consc- 
quenzen  naher  zu  entwickeln  suchen.  Offenbar  sind  nur  zwei  Falle 
möglich. 

Entweder  nämlich  wird  der  Kadiusvcctor  (C\tu)  in  rr0  senkrecht 
auf  die  Curve  fallen.  Danu  würden  (Ctt0)  ^  A  und  \Cp)  =  .1  zwei 
in  ,Tu  und  ;j  auf  der  Curve  errichtete  innere  Normalen  sein,  die 
[vgl.  (?.)]  beide  <]  Ii«  sind,  und  die  überdies  den  Punkt  C  mit  ein- 
ander gemein  haben;  —  was  dem  schon  bewiesenen  zweiten  Satze 
widerspricht. 

Oder  aber:  ((<t„)  fallt  in  7r0  schief  auf  die  Curve.  Alsdann 
muss  die  Lange  des  Radiusveclors  (Ctt)  nothwendig  sich  ändern,  so- 
bald man  seinen  Endpunkt  n ,  von  jt0  aus,  längs  der  Curve  ein 
wenig  verschiebt,  und  zwar  wachsen  oder  abnehmen,  jenachdem  man 
diese  Verschiebung  in»  einen  oder  andern  Sinne  ausfuhrt.  Diejenige 
Hewegungsrichtung  des  Punktes  n,  mit  welcher  eine  Abnahme  der 
UadiusveclorlUngc  verbunden  ist,  mag  mit  nnph  bezeichnet  sein;  der 
Art,  dass  ph  einen  bestimmten  der  beiden  Punkte  p2  repraseutirl. 
Lassen  wir  also  den  Punkt  n  die  Curvenslrecke.  jt0/>a  von  ;r0  bis  pk 
durchwandern,  so  wird  der  Radiusvector  (CV)  zu  Anfang  den  Werth 
((-',t0)  ^  A  besitzen,  und  sodann  in  den  nächstfolgenden  Augenblicken 
noch  kleinere  Werlhe  annehmen.  Dieses  Sichverklcinern  oder  Ab- 
nehmen des  Radiusveclors  (C  tt)  kann  aber  nur  eine  Zeit  lang,  uHro- 
lich  nur  bis  zum  Eintreffen  des  Punktes  tt  in  einem  noch  vor 
liegenden  Punkte  tt,  fortdauern: 

C«  )   «i  Ph  ; 
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denn  zu  Ende  der  in  Rede  stehenden  Bewegung,  d.  i.  beim  Ein- 
treffen des  Punktes  n  in  ph  hat  der  Radiusvector  die  Länge  (Cph), 
also  eine  Lange,  die  >  A  ist  [vgl.  (Ä.)].  Demgeinäss  wird  die  Ver- 
kleinerung des  Radiusvoctors  (Ctt)  ununterbrochen  fortdauern  von 
jt0  bis  jr,,  um  sodann  von  jt,  aus  zunächst  einem  Wachsen  oder 
auch  einem  Sichgleichbleiben  Platz  zu  machen.  Folglich  steht  der 
Radiusvector  (C.t,)  im  Punkte  nx  zur  Curve  senkrecht.  Ueberdies  ist 
seine  Länge  <^  {Crr(X  mithin  auch  <^  A;  [vgl.  (SM.)]-  Demgemäss 
repräsentiren  die  beiden  Linien  (Ctt,)  <^  A  und  (Cp)  =  A  zwei  in 
t,  und  p  auf  der  Curve  errichtete  innere  Normalen,  die  [vgl.  (%.)] 
beide  <^  R0  sind,  und  die  überdies  den  Punkt  C  miteinander  gemein 
haben;  —  was  dem  schon  bewiesenen  zweiten  Satze  widerspricht. 

Jene  von  uns  gemachte  Annahme  (ütt.)  fuhrt  also  unter  allen 
Umständen  zu  absurden  Folgerungen,  und  ist  daher  unhaltbar.  Folg- 
lich kann  auf  der  Curvenstrecke  p2xpt  niemals  ein  Punkt  tt0  existiren, 
für  welchen  (C,t0)  ^  A  ist.  Oder  mit  anderen  Worten:  Sämmtliche 
Punkte  der  Curvenstrecke  pinpx  liegen  ausserhalb  des  um  C  mit 
dem  Radius  A  beschriebenen  Kreises. 

Die  Combination  dieses  Resultates  mit  dem  früheren  Resultate 
(%)  führt  aber  sofort  zu  der  Einsicht,  dass  der  von  uns  aufgestellte 
dritte  Satz  wirklich  correct  ist.  —  Q.  e.  d. 

Dass  die  im  Vorhergehenden  über  die  Existenz  und  Eigenschaften 
des  Punktes  7Ti  angestellten  Betrachtungen  auf  Grund  unserer  über  die 
Curve  gemachten  Voraussetzungen  und  unter  Anwendung  der  schönen 
BoLZANo-WEiERSTiuss'schen  Methoden  als  vollkommen  strenge  sich  heraus- 
stellen, —  bedarf  wohl  keiner  näheren  Darlegung.  Genauer  genommen 
ergiebt  sich  nämlich,  dass  innerhalb  des  Intervalls  (*)*.)  irgend  welche 
Punkte  existiren  müssen,  in  denen  der  nach  der  Bogenlänge  genommene 
DiiTerentialquoticnt  des  Uadiusvectors  (C/r)  verschwindet.  Und  unter  rr, 
ist  alsdann  derjenige  dieser  Punkte  zu  verstehen,  welcher  auf  /r0  zu- 
nächst folgt. 

Beweis  de8  vierten  Satzes.  —  Denkt  man  sich  zur  gegebenen 
Curve  zwei  innere  Parallelcurven  s  und  s  conslruirt,  deren  Abstände 
A  und  A'  von  der  gegebenen  Curve  der  Formel  entsprechen 

(t.)  A  <  A'  <  R0  , 

so  ist  nachzuweisen,  dass  diese  beiden  Curven  *  und  *'  keinen  Punkt 
mit  einander  gemein  haben  können. 

AMtandl.  J.  K.  S.  U«>«ll«cb.  J.  Wunsch.  XXIV.  54 
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Wir  wollen  annehmen,  es  existirte  ein  solcher  den  Curven  *  und  * 
gemeinsamer  Punkt  7,  und  die  hieraus  sich  ergebenden  Consequenzen 
entwickeln. 

Der  Definition  von  q  zufolge  inuss  die  gegebene  Curve  eine 
durch  q  gehende  innere  Normale  besitzen,  deren  Länge,  bis  q  ge- 
rechnet, —  A  ist,  gleichzeitig  aber  auch  eine  innere,  ebenfalls  durch 
q  gehende  Normale  besitzen,  deren  Lange,  bis  q  gerechnet,  =  Ä 
ist.  Bezeichnet  man  also  die  Fusspunkte  dieser  beiden  Normalen 
mit  p  und  p\  so  ist: 

m  (pq)  =  A    und    (p'q)=A'  , 

also  mit  Rücksicht  auf  (U.): 

(»'•)  (pqXK    und   (//?)<  «0  . 

Nun  sind  offenbar,  was  die  Grösse  des  Winkels  pqp'  betrifft,  nur 
zwei  Fälle  möglich. 

Entweder  nämlich  wird  dieser  Winkel  =  0  sein.  Dann 
wurden  die  beiden  Punkte  p  und  p  unter  einander  identisch,  also, 
nach  (V.),  A  —  A'  sein;  —  was  mit  (U.)  in  Widerspruch  steht. 

Oder  aber:  der  Winkel  pqp'  ist  von  0  verschieden.  Alsdann 
sind  (pq)  und  (pq)  zwei  auf  der  gegebenen  Curve  errichtete  innere 
Normalen,  die  beide  [vgl.  (W.)]  R<t  sind,  und  die  überdies  den 
Punkt  q  mit  einander  gemein  haben;  —  was  in  Widerspruch  steht 
mit  dem  schon  bewiesenen  zweiten  Satze. 

Jene  von  uns  gemachte  Annahme,  dass  *  und  0  einen  Punkt 
gemein  haben,  führt  also  unter  allen  Umständen  zu  absurden  Resul- 
taten, und  ist  daher  unhaltbar.  —  Q.  e.  d. 

Beweis  des  fünften  Satzes.  —  Es  sei  auf  der  gegebenen  Curve 
eine  innere  Normale 

(pq)  =  A  <  fl6 

errichtet;  dabei  bezeichne  p  den  Fusspunkt  und  q  den  Endpunkt 
derselben.  Denken  wir  uns  den  Fusspunkt  p  dieser  Normale  längs 
der  gegebenen  Curve  forlwandernd,  wahrend  ihre  Länge  A  constant 
bleibt,  so  wird  ihr  Endpunkt  q  eine  innere  Parallelcurvc  von  con- 
stantem  Abstände  A  beschreiben. 

Besässe  nun  diese  Curve  in  q  einen  Doppelpunkt,  so  müsste 
die  Normale  (pq),  nachdem  sie  eine  Zeit  lang  fortgewandert  ist,  in 
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eine  Lage  (pq)  gelangen,  bei  welcher  q  mit  q  zusammenfallt.  Dann 
aber  würden  diese  beiden  Normalen  {pq)  und  (p  </'),  die  beide  <^  /?„ 
sind,  den  Punkt  q  gemein  haben;  —  was  dem  schon  bewiesenen 
zweiten  Satze  widerspricht.  Folglich  ist  die  Annahme,  dass  jene 
Parallelcurve  einen  Doppelpunkt  besitzt,  unhaltbar.  —  Q.  e.  d. 


Nachträgliche  Bemerkung  zum  Theorem  pag.  82. 

Es  sei  irgend  ein  Gebiet  X  gegeben,  einerlei  ob  die  Randcurve  dieses  Gebietes 
den  auf  pag.  4  angegebenen  Determinationen  entspricht  oder  nicht.  Ferner  sei 
V  =  ^(x,  y)  irgend  eine  Fundamentalfunction  des  Gebietes  X;  und  die  Handwcrthe 
von  Y  mögen  mit  f  bezeichnet  sein.  Betrachtet  man  nun  diese  Randwerthe  f,  ebenso 
wie  die  Werthe  8  Lvgl.  pag.  3],  als  Functionen  der  Bogenlänge  a,  und  bezeichnet 
man  die  Differentialquotienten  dieser  Functionen  nach  a  durch  Accente.  so  erhält  man, 
und  zwar  unmittelbar  auf  Grund  des  Theorems  pag.  82,  folgenden  Satz  : 

SatS.  —  Ist  s  ein  Randpunkt  des  Gebietes  X,  und  setzt  man  voraus,  dass  inner- 
halb eines  beliebig  kleinen  den  Punkt  s  einschliessenden  Randintervalls  8,  8',  8",  f,  f 
stetig,  und  f"  abtheilungsweise  stetig  sind,  und  dass  ausserdem  8'  innerhalb 
dieses  Intervalls  durchweg  ^  0  ist,  so  werden  die  Ableitungen 

und  — 

bei  einer  Annäherung  an  den  Punkt  s  gegen  bestimmte  endliche  Werthe  convergiren. 
leberhaupt  werden  alsdann  diese  Ableitungen  stetig  sein  in  ganzer  Erstreckuny  dem- 
jenigen Gebietes,  welches  von  X  abgetrennt  wird  durch  eine  um  s  mit  hinreichend  kleinem 
Radius  beschriebene  Kreisperipherie. 

Dieser  Satz,  dessen  Zusammengehörigkeit  mit  den  Sätzen  pag.  43.  44  von  selber 
ins  Auge  fällt,  dürfte  wohl  noch  einer  gewissen  Vereinfachung  fähig  sein.  In  der 
That  dürfte  eine  genauere  Untersuchung  zu  dem  Ergebniss  führen,  das?  die  in  diesem 
Salz  genannte  Voraussetzung:  6 '  >  0  überflüssig  ist.  und  also  jranz  fortgelassen 
werden  kann. 
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